8º EDIÇÃO 


TAMDY A. TAHA 


PEARSON 


| Prentice 
Hall 


PESQUISA 
OPERACIONAL 


8º EDIÇÃO 


PESQUISA 
OPERACIONAL 


8! EDIÇÃO 


HAMDY A. TAHA 


Traducao 
Arlete Simille Marques 
Engenheira Quimica — UFPR 


Revisão Técnica 
Rodrigo Arnaldo Scarpel 


Professor doutor do Instituto Tecnológico de Aeronautica — ITA 


PEARSON 
O 


Prentice 
Hall 


São Paulo 


Brasil Argentina Colômbia Costa Rica Chile Espanha Guatemala México Peru Porto Rico Venezuela 


2008 by Pearson Education do Brasil 
Tradução autorizada a partir da edição original em inglés Operations Research: an introduction, 
8" ed., publicada pela Pearson Education Ine., sob o selo Prentice Hall. 


Todos os direitos reservados. Nenhuma parte desta publicação poderá ser reproduzida 
ou transmitida de qualquer modo ou por qualquer outro meio, eletrônico ou 
mecânico, incluindo fotocópia, gravação ou qualquer outro tipo de sistema de armazenamento 
e transmissão de informação, sem prévia autorização, por escrito, da Pearson Education do Brasil. 


Gerente editorial: Roger Trimer 
Editora sênior: Sabrina Cairo 
Editor de desenvolvimento: Marco Pace 
Editora de texto; Arlete Sousa 
Preparação: Alessandra Miranda de Sá 
Revisão: Daniela Medeiros e Érica Alvim 
Capa: Celso Blanes 
Projeto gráfico e diagramação: Globaltec Artes Gráficas 


Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP) 
(Câmara Brasileira do Livro, SP, Brasil) 


Taha, Hamdy A. 
Pesquisa operacional; uma visão geral / Hamdy A. Taha ; tradução Arlete Simille Marques ; 
revisão técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. -- 5. ed. -- São Paulo : Pearson Prentice Hall, 2006. 


Título original; Operations research ; an introduction 
ISBN 978-55-7605-150-3 


l. Pesquisa operacional 2. Programação (Matemática) 1. Scarpel, Rodrigo Arnaldo. I. Titulo. 


07-8879 CDD-658,4034 


Indice para catálogo sistemático: 
1, Pesquisa operacional: Administração 658.4034 


2007 
Direitos exclusivos para a língua portuguesa cedidos à 
Pearson Education do Brasil Ltda., uma empresa do grupo Pearson Education. 
Av. Ermano Marchetti, 1.435 
CEP: 05038-001 - Lapa -= São Paulo -= SP 
Tel.: (11) 2178-8686 — Fax: (11) 2178-8688 


e-mail: vendas@pearsoned.com 


Para Karen 


Los rios no llevan água, 
el sol las fuentes secó... 

i Yo sé donde hay uma fuente 
que no ha de secar el sol! 
La fuente que no se agota 

es mi propio corazón... 


V Ruiz Aguilera (1862) 


Capitulo 1 


Capitulo 2 


Capitulo 3 


O que é pesquisa operacional? 1 


1.1 Modelos de pesquisa operacional 1 
1.2 Solução do modelo de PO 2 
1.3 Modelos de filas e simulação 2 
1.4 Arte da modelagem 3 
1.5 Mais do que apenas matemática 3 
1.6 Fases de um estudo 4 
1.7 Sobreestelivro 4 
Referências bibliográficas 5 


Modelagem com programação linear 6 


2.1 Modelo de PL de duas variáveis 6 


2.2 Solução gráficaem PL 8 
2.2.1 Solução de um modelo de maximização 8 
2.2.2 Solução de um modelo de minimização 11 


2.3 Aplicações selecionadas de PL 13 
2.3.1 Planejamento urbano 13 
2.3.2 Arbitragem de moedas 15 
2.3.3 Investimento 17 
2.3.4 Planejamento de produção e controle de estoque 20 
2.3.5 Mistura e refinação 24 
2.3.6 Planejamento de mão-de-obra 27 
2.3.7 Aplicações adicionais 28 


2.4 Solução por computador com Solver e AMPL 32 
2.4.1 Solução de PL com Excel Solver 32 
2.4.2 Solução de PL com AMPL 34 


Referências bibliográficas 37 


O método simplex e a análise de sensibilidade 38 


3.1 Modelo de PL em forma de equação 38 
3.1.1 Conversão de desigualdades em equações com o lado direito não 
negativo 38 
3.1.2 Como lidar com variáveis irrestritas 39 
3.2 Transição da solução gráfica para a solução algébrica 40 
3.3 O método simplex 41 
3.3.1 Natureza iterativa do método simplex 42 
3.3.2 Detalhes de cálculo do algoritmo simplex 43 
3.3.3 Resumo do método simplex 45 
3.4 Solução inicial artificial 47 
3.4.1 Método do M-grande 47 
3.4.2 Método das duas fases 49 


Vill 


3.5 


3.6 


Pesquisa operacional 


Casos especiais do método simplex 51 
3.5.1 Degeneração 51 

3.5.2 Soluções ótimas alternativas 52 
3.5.3 Solução ilimitada 53 

3.5.4 Solução inviável 54 

Análise de sensibilidade 55 


3.6.1 Análise de sensibilidade gráfica 55 
3.6.2 Análise de sensibilidade algébrica — variações no lado 


direito 57 

3.6.3 Análise de sensibilidade algébrica — função 
objetivo 62 

3.6.4 Análise de sensibilidade com o TORA, o Solver e o 
AMPL 65 


Referências bibliográficas 67 


Capítulo 4 Dualidade e análise pós-otimização 68 


Capítulo 5 


Capítulo 6 


4.1 


4.2 


4.3 


4.4 


4.5 


Definição do problema dual 68 

Relações primais-duais 70 

4.2.1 Revisão de operações matriciais simples 70 
4.2.2 Layout da tabela simplex 70 

4.2.3 Solução dual ótima 71 

4.2.4 Cálculos da tabela simplex 73 


Interpretação econômica da dualidade 75 

4.3.1 Interpretação econômica de variáveis duais 75 
4.3.2 Interpretação econômica de restrições duais 76 
Algoritmos simplex adicionais 77 

4.4.1 Algoritmo dual simplex 77 

4.4.2 Algoritmo simplex generalizado 79 

Análise pós-otimização 80 

4.5.1 Alterações que afetam a viabilidade 80 

4.5.2 Alterações que afetam a otimalidade 82 


Referências bibliográficas 84 


O problema de transporte e suas variantes 85 


5.1 
5.2 
9.3 


5.4 


a. 


Definição do problema de transporte 85 

Problemas de transporte não tradicionais 88 

O algoritmo para o problema de transporte 91 

5,3.1 Determinação da solução inicial 91 

5.3.2 Cálculos iterativos do algoritmo para o problema de 
transporte 93 

5.3.3 Explicação do método simplex para o método dos 
multiplicadores 98 

O problema de designação 98 

5.4.1 O método húngaro 98 

5.4.2 Explicação do método húngaro pelo método simplex 101 

O problema de transbordo 101 

Referências bibliográficas 104 


Otimização em redes 105 


6.1 


Escopo e definição de problemas de otimização em 
redes 105 


Sumário — 


Capítulo 7 


Capítulo 8 


Capítulo 9 


6.2 
6.3 


6.4 


6.5 


Algoritmo da árvore geradora minima 107 


O problema de caminho mínimo 109 

6.3.1 Exemplos de aplicações do caminho mínimo 109 

6.3.2 Algoritmos para a resolução do problema de caminho 
mínimo 111 

6.3.3 Formulação em programação linear para o problema 
de caminho mínimo 115 


O problema de fluxo máximo 118 

6.4.1 Enumeração de cortes 118 

6.4.2 Algoritmo de fluxo máximo 119 

6.4.3 Formulação em programação linear para o problema 
de fluxo máximo 123 


CPMePert 124 

6.5.1 Representação em rede 124 

6.5.2 Cálculos do caminho crítico 127 

6.5.3 Construção da programação temporal 128 

6.5.4 Formulação em programação linear para o CPM 132 
6.5.5 Redes Pert 132 


Referências bibliográficas 133 


Programação linear avançada 134 


7.1 


fad 


7.3 
7.4 
7.5 


Fundamentos do metodo simplex 134 

7.1.1 De pontos extremos a soluções básicas 135 

7.1.2 Tabela simplex generalizada em forma de matriz 136 
Método simplex revisado 138 


7.2.1 Desenvolvimento das condições de otimalidade e 
viabilidade 138 


7.2.2 Algoritmo simplex revisado 139 
Algoritmo para variaveis canalizadas 141 
Dualidade 144 

Programacao linear parametrica 145 


7.5.1 Variações paramétricas em € 146 
7.5.2 Variações paramétricas em b 147 


Referências bibliográficas 148 


Programação de metas 149 


8.1 


Formulação de uma programação de metas 149 


8.2 Algoritmos de programação de metas 151 


8.2.1 O método de pesos 151 
8.2.2 O método hierárquico 152 


Referências bibliográficas 155 


Programação linear inteira 156 


9.1 


Aplicações ilustrativas 156 

9.1.1 Orçamento de capital 156 

9.1.2 Problema de cobertura 158 
9.1.3 Problema de carga fixa 160 
9.1.4 Restrições ou-ou e se-então 162 


9.2 Algoritmos de programação inteira 165 


9.2.1 Algoritmo branch-and-bound (B&B) 165 
9.2.2 Algoritmo de plano de corte 168 
9.2.3 Considerações de cálculo em PLI 171 


Pesquisa operacional 


9,3 Problema do caixeiro-viajante (TSP) 171 
9.3.1 Algoritmos heuristicos 173 
9.3.2 Algoritmo de solução B&B 174 
9.3.3 Algoritmo de planos de corte 175 


Referéncias bibliograficas 177 


Capitulo 10 Programacao dinamica deterministica 178 


10.1 Natureza recursiva dos calculosem PD 178 
10.2 Recursões progressiva e regressiva 179 


10.3 Aplicações selecionadas de PD 180 
10.3.1 Problema da mochila/kit de vôo/carga 180 
10.3.2 Modelo de tamanho da força de trabalho 184 
10.3.3 Problema de reposição de equipamento 185 
10.3.4 Problema do investimento 187 
10.3.5 Modelos de estoque 188 


10.4 Problema de dimensionalidade 188 
Referências bibliográficas 189 


Capítulo 11 Modelos determinísticos de estoque 190 
11.1 Modelo geral de estoque 190 


11.2 Papel da demanda no desenvolvimento dos modelos de 
estoque 190 


11.3 Modelos estáticos de lote econômico (EOQ) 191 
11.3.1 Modelo EOQ clássico 191 
11.3.2 Preco do EOQ com desconto por quantidade 193 
11.3.3 Vários itens de EOQ com limitação de 
armazenagem 195 
11.4 Modelos EOQ dinâmicos 197 


11.4.1 Modelo sem tempo de preparação 198 
11.4.2 Modelo com tempo de preparação 199 


Referéncias bibliograficas 206 


Capitulo 12 Revisao de probabilidade basica 207 


12.1 Leis da probabilidade 207 
12.1.1 Lei da adição de probabilidades 207 
12.1.2 Lei da probabilidade condicional 208 


12.2 Variáveis aleatórias e distribuições de probabilidade 208 


12.3 Valor esperado de uma variável aleatória 209 
12.3.1 Média e variância (desvio-padrão) de uma variável 
aleatória 210 
12.3.2 Média e variância de variáveis aleatórias 
conjuntas 210 
12.4 Quatro distribuições de probabilidade comuns 211 
12.4.1 Distribuição binomial 212 
12.4.2 Distribuição de Poisson 212 
12.4.3 Distribuição exponencial negativa 213 
12.4.4 Distribuição normal 213 
12.5 Distribuições empíricas 214 
Referências bibliográficas 218 


Sumário - 


xi 


Capítulo 13 Análise de decisão e jogos 219 


Capítulo 14 


Capítulo 15 


13.1 Tomada de decisões sob certeza — processo analítico 
hierárquico 219 
13.2 Tomada de decisão sob risco 224 
13.2.1 Critério do valor esperado baseado em árvore de 
decisão 224 
13.2.2 Variações do critério do valor esperado 227 
13.3 Decisão sob incerteza 230 
13.4 Teoria dos jogos 233 
13.4.1 Solução ótima de jogos de soma zero com duas 
pessoas 233 
13.4.2 Solução de jogos de estratégia mista 235 
Referências Bibliográficas 238 


Modelos probabilísticos de estoque 239 


14.1 Modelos de revisão contínua 239 

14.1.1 Modelo EOQ 'probabilizado 239 

14.1.2 Modelo EOQ probabilistico 240 
14.2 Modelos de periodo unico 242 

14.2.1 Modelo sem preparação (modelo da banca de 

jornais) 242 

14.2.2 Modelo com preparação (politica s-S) 243 

14.3 Modelo multiperiodos 245 


Referências bibliográficas 246 


Sistemas de filas 247 


15.1 Por que estudar filas? 247 
15.2 Elementos de um modelo de filas 248 
15.3 Papel da distribuição exponencial 248 
15.4 Modelos de nascimento e morte puros (relação entre as 
distribuições exponencial e de Poisson) 250 
15.4.1 Modelo de nascimento puro 250 
15.4.2 Modelo de morte puro 252 
15.5 Modelo generalizado de fila de Poisson 253 
15.6 Filas de Poisson especializadas 255 
15.6.1 Medidas de desempenho de estado de equilibrio 256 
15.6.2 Modelos com um servidor único 257 
15.6.3 Modelos de múltiplos servidores 261 
15.6.4 Modelo de manutenção de máquinas — 
(MIMIR)(GDIKIK), Re K 266 
15.7 (M/G/1):(GD/eo/eo) — Fórmula de Pollaczek-Khintchine 
(P-K) 267 
15.8 Outros modelos de fila 268 
15.9 Modelos de decisao de fila 268 
15.9.1 Modelos de custo 268 
15.9.2 Modelo de nivel de aspiração 270 


Referências bibliográficas 271 


xii 


Pesquisa operacional 


Capitulo 16 Modelagem por simulação 272 


16.1 Simulação de Monte Carlo 272 
16.2 Tipos de simulação 274 
16.3 Elementos da simulação de eventos discretos 274 
16.3.1 Definição genérica de eventos 274 
16.3.2 Amostragem de distribuições de probabilidade 275 
16.4 Geração de números aleatórios 279 
16.5 Mecânica da simulação discreta 280 
16.5.1 Simulação manual de um modelo de servidor único 280 
16.5.2 Simulação do modelo de servidor único em 
planilha 282 
16.6 Métodos para coletar observações estatisticas 284 
16.6.1 Método do subintervalo 284 
16.6.2 Método da replicação 285 
16.6.3 Método regenerativo (ou em ciclos) 285 
16.7 Linguagens de simulação 286 


Referências bibliográficas 287 


Capítulo 17 Cadeias de Markov 288 


17.1 Definição de uma cadeia de Markov 288 
17.2 Probabilidades de transição em n-etapas e absolutas 289 
17.3 Classificação dos estados em uma cadeia de Markov 290 


17.4 Probabilidades de estado no equilíbrio e tempos médios de 
retorno de cadeias ergodicas 291 


17.5 Tempo da primeira passagem 293 
17.6 Análise de estados absorventes 295 
Referências bibliográficas 297 


Capítulo 18 Teoria clássica da otimização 298 


18.1 Problemas irrestritos 298 
18.1.1 Condições necessárias e suficientes 298 
18.1.2 Método de Newton-Raphson 300 
18.2 Problemas restritos 301 
18.2.1 Restrições de igualdade 301 
18.2.2 Restrições de desigualdade — 
condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 306 
Referências bibliográficas 308 


Capítulo 19 Algoritmos de programação não linear 309 


19.1 Algoritmos irrestritos 309 
19.1.1 Método de busca direta 309 
19.1.2 Método do gradiente 310 


19.2 Algoritmos restritos 312 
19.2.1 Programação separável 312 
19.2.2 Programação quadrática 316 
19.2.3 Programação restrita por chance 318 
19.2.4 Método de combinações lineares 320 
19.2.5 Algoritmo SUMT 321 


Referências bibliográficas 321 


Sumár i o i iy ili 


Apêndice A Linguagem de modelagem AMPL 322 


A.1 Modelo rudimentarem AMPL 322 

A.2 Componentes do modeloem AMPL 322 

A.3 Expressões matemáticas e parâmetros calculados 325 
A.4 Subconjuntos e conjuntos indexados 327 


A.5 Acesso a arquivos externos 327 
A.5.1 Simples leitura de arquivos 327 
4.5.2 Utilização de print ou printf para armazenar 
resultados 328 
A.5.3 Entrada com arquivos na forma de tabela 328 
A.5.4 Resultados na forma de arquivos de tabela 330 
A.5.5 Tabelas de entrada/saída em planilhas 330 


A.6 Comandos interativos 330 

A.7 Execução iterativa e condicional de comandos no AMPL 331 

A.8 Análise de sensibilidade com utilização do AMPL 332 
Referência bibliográfica 332 


Apêndice B Tabelas estatísticas 333 


Apêndice C Respostas parciais para problemas selecionados 337 


Índice remissivo 355 


Marcas registradas 361 


Sobre o autor 363 


Prefacio 
——— 


Pesquisa operacional traz uma importante colaboração às discussões e pesquisas sobre o tema, à medida que oferece 
um texto atual e coeso e dá ênfase às aplicações e cálculos em pesquisa operacional, Dentre os principais assuntos e 
características do livro, destacam-se: 


e O Capitulo 2 é dedicado à modelagem em programação linear com aplicações nas áreas de renovação urbana, arbi- 
tragem de moedas, investimento, planejamento de produção, mistura, programação e perda por corte. Problemas de 
fim de seção tratam de tópicos que abrangem desde gerenciamento da qualidade da água e controle de trálego até 
guerra. 

* O Capitulo 3 apresenta a análise de sensibilidade em PL geral, incluindo preços duais e custos reduzidos, de uma 
maneira simples e direta como uma extensão dos cálculos de tabela simplex. 

e O Capítulo 4 é dedicado à análise pés-otimizagao em PL com base em dualidade. 

e Uma heurística baseada em Excel, que combina o algoritmo do vizinho mais próximo com o do subcircuito inverso, 
é apresentada para o problema do caixeiro-viajante. 


* O tratamento das cadeias de Markov é detalhadamente abordado no Capítulo 17. 

e Mais de mil problemas de fim de seção. 

* A introdução de cada capítulo, que começa com um guia de estudo para facilitar a compreensão do material e a 
utilização efetiva do software que o acompanha. 


* A integração do software ao texto, que permite testar conceitos que, de outro modo, não poderiam ser apresentados 
com eficiência: 


1. Implementações de planilhas em Excel são utilizadas em todo o livro, incluindo programação dinâmica, o proble- 
ma do caixeiro-viajante, estoque, AHP, probabilidades de Bayes, tabelas estatísticas “eletrônicas”, filas, simulação, 
cadeias de Markov e programação não-linear, A entrada interativa de dados executada pelo usuário em algumas 
planilhas promove um melhor entendimento das técnicas subjacentes. 

2. A utilização do Excel Solver se estende por todo o livro, em particular nas áreas de programação linear, de rede, 
inteira e não-linear, 

3. A poderosa linguagem comercial de modelagem AMPLº foi integrada ao livro por meio da utilização de diversos 
exemplos que abrangem desde programação linear e de rede até programação inteira e não-linear. A sintaxe da 
AMPL é dada no Apêndice À e o conteúdo é citado em exemplos no decorrer do livro. 

4. O TORA desempenha, principalmente, o papel de software tutorial. 


* Todo material relacionado a recursos computacionais foi deliberadamente agrupado, seja em seções separadas, seja na 
forma de subseções intituladas Momento AMPL/Excel Solver/ TORA, com o objetivo de minimizar as interrupções no 
texto principal do livro. 


5. No Companion Website (www. prenhall.com/taha br), professores e alunos têm acesso a outros recursos 
que os ajudarão a fazer melhor uso deste livro: 

* Quatro capítulos complementares e dois apêndices (todos em inglês). O Capítulo 24 é dedicado à apresentação de 
15 aplicações reais completamente desenvolvidas. A análise, que frequentemente se estende por mais de uma técnica 
de PO (por exemplo, heurística e PL, ou PLI e filas), trata de modelagem, coleta de dados e aspectos de cálculo da 
resolução do problema. Essas aplicações são citadas em capítulos pertinentes para oferecer uma avaliação da utili- 
zação das técnicas de PO na prática. 

* TORA: um sistema de otimização prático e fácil de usar baseado em menus (há, no livro, o Momento TORA, seção 
em que é explicado como utilizar esse sistema). Nota: ressaltamos que, por questões de padronização no uso deste 
software, o leitor deve inserir os valores decimais nas planilhas disponíveis no Companion Website para este software 


utilizando ponto (por exemplo, 0.25). No texto, esses valores decimais estão apresentados de acordo com a norma 
vigente da língua portuguesa para o uso de números decimais, ou seja, 0,25. 

e Vários gabaritos de Excel Solver. 

* Os arquivos citados no livro para soluções e modelos (como, por exemplo, solver TOYCO.xls, amplTOYCO.txt, 
toraEx.txt, solverEx.xls, amplEx.txt). 

* Linguagem AMPL” (versão para estudantes) com inúmeros modelos totalmente desenvolvidos e prontos para uso. 

e Biblioteca de imagens. 


* Manual de soluções (em inglês). 
O material de apoio disponível no site está agrupado em quatro pastas: 


O Capítulos adicionais Aqui, professores e alunos encontram quatro capítulos adicionais (em inglês) para aprofun- 
darem seus estudos de pesquisa operacional. São eles: Chapter 21, “Forecasting models”, Chapter 22, “Probabilistic 
dinamic programming”, Chapter 23,“Markovian decision process” e Chapter 24,ºCase analysis”; além de dois apén- 
dices: o apêndice D apresenta o conteúdo para a revisão do estudo de vetores e matrizes, enquanto o apêndice E traz 
dezenas de estudos de caso relacionados aos temas de cada um dos capítulos apresentados no livro. 

O Softwares Nesta pasta estão disponíveis os softwares AMPL” (diretório AmplSystem), TORA” (diretório toraSys- 
tem), planilhas Excel e diversos modelos do Excel Solver, AMPL” e TORA” espalhados pelo livro e categorizados 
em subpastas intituladas de acordo com o capítulo. Por exemplo, para acessar os arquivos referentes ao Capítulo 2, 
acesse a pasta ch2Files dentro da pasta Arquivos dos capítulos e planilhas Excel. 

O Manual de soluções Os professores terão acesso às resoluções dos conjuntos de problemas de cada capitulo. 

O Biblioteca de imagens Esta pasta disponibiliza, para professores, as imagens, as tabelas e os gráficos que aparecem 

no livro. 


A seleção desse material disponível no site de apoio do livro foi bascada na experiência do autor em relação à fre- 
quência de utilização desses assuntos em cursos de introdução de PO. 
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Capitulo 


Guia do capitulo. As primeiras atividades formais de pesquisa 
operacional (PO) foram iniciadas na Inglaterra durante a Segunda 
Guerra Mundial, quando uma equipe de cientistas britânicos de- 
cidiu tomar decisões com bases cientificas sobre a melhor utiliza- 
ção de material de guerra. Após a guerra, as idéias propostas para 
operações militares foram adaptadas para melhorar a eficiência ¢ a 
produtividade no setor civil. 

Este capítulo o familiarizará com a terminologia básica de pes- 
quisa operacional, incluindo modelagem matemática, soluções viá- 
veis, otimização e cálculos iterativos. Você aprenderá que a defini- 
ção correta do problema é a fase mais importante (e a mais difícil) 
da prática de PO, Este capítulo também enfatiza que, embora a mo- 
delagem matemática seja a pedra fundamental da PO, fatores intan- 
gíveis (não quantificáveis), como o comportamento humano, devem 
ser levados em conta na decisão final. À medida que você progredir 
na leitura do livro, uma variedade de aplicações lhe será apresen- 
tada por meio de exemplos resolvidos è problemas referentes aos 
assuntos do capítulo. Em particular, o Capítulo 24 (disponível em 
inglês no site do livro) é inteiramente dedicado à apresentação de 
análises de casos totalmente desenvolvidos. Os materiais dos capitu- 
los fazem remissão aos casos de modo que a utilização da PO possa 
ser avaliada na prática, 


1.1 MODELOS DE PESQUISA OPERACIONAL 


Imagine que você tenha um compromisso de trabalho de cin- 
co semanas entre Fayetteville (FYV) e Denver (DEN). Você pega 
um avião em Fayetteville na segunda-feira e volta na quarta-feira. 
Uma passagem aérea normal de ida e volta custa $ 400, mas há um 
desconto de 20% se as datas do bilhete abrangerem um final de se- 
mana. Uma passagem só de ida em qualquer direção custa 75% do 
preço normal. Como seria mais conveniente você comprar as passa- 
gens para o período de cinco semanas? 

Podemos considerar a situação como um problema de tomada 
de decisão cuja solução requer a resposta a três perguntas: 


I. Quais são as alternativas para a decisão? 
2. Sob quais restrições a decisão é tomada? 
3. Qual seria um critério objetivo para avaliar as alternativas? 


Três alternativas são consideradas: 


l. Comprar cinco passagens normais FYV-DEN-FYYV partindo as 
segundas-feiras e retornando às quartas-feiras da mesma semana. 


2. Comprar uma passagem FYV-DEN, quatro DEN-FYV-DEN 
que abranjam finais de semanas e uma DEN-FYYV, 


3. Comprar uma passagem FYV-DEN-FYV para cobrir a segun- 
da-feira da primeira semana e a quarta-feira da última semana, 
e quatro DEN-FYV-DEN para cobrir as viagens restantes. To- 
dos esses bilhetes nessa alternativa abrangeriam pelo menos um 
final de semana. 


A restrição a essas opções é que você possa ser capaz de sair de 
FYV na segunda-feira è voltar na quarta-feira da mesma semana. 

Um critério objetivo óbvio para avaliar as alternativas propos- 
tas é o preço dos bilhetes. A alternativa de menor custo é a melhor. 
Especificamente, temos 


O que é pesquisa operacional? 


Custo da alternativa 1 = 5 x 400 = $ 2.000 

Custo da alternativa 2 = 0,75 x 400 + 4 x (0,8 x 400) 
40,75 x 400 = $ 1.880 

Custo da alternativa 3 = 5 x (0,8 x 400) = $ 1.600 


Portanto, você deve escolher a alternativa 3. 

Embora o exemplo precedente ilustre os três principais compo- 
nentes de um modelo de PO — alternativas, critério objetivo e res- 
trições —, as situações são diferentes no que se refere aos detalhes 
do modo como cada componente é desenvolvido e construído, Para 
ilustrar esse ponto, considere a montagem de um retângulo de área 
máxima com um pedaço de fio de comprimento L polegadas. Qual 
deveria ser a largura e a altura do retângulo? 

Em comparação com o exemplo das passagens aéreas, O núme- 
ro de alternativas no exemplo presente não é finito; ou seja, a lar- 
pura e a altura do retângulo podem assumir um número infinito de 
valores. Para formalizar essa observação, as alternativas do proble- 
ma são identificadas definindo a largura e a altura como variáveis 
(algébricas) contínuas. 

Seja 

w = largura do retângulo em polegadas 


h = altura do retângulo em polegadas 
Com base nessas definições, as reslrições da situação podem ser 
expressas verbalmente como 


l. Largura do retângulo + Altura do retângulo = Metade do com- 
primento do fio. 


2. Largura e altura não podem ser negativas. 

Essas restrições são expressas algebricamente como 
L2w+h)j=L 
2 w20 A20 


Agora, O único componente restante é o objetivo do problema, 
ou seja, a maximização da área do retângulo. Seja z a área do retân- 
gulo, então o modelo completo se torna 


Maximizar z = wh 
sujeito a 
2(w+h)=L 
wh z0 
A solução ótima desse modelo é w = À = F „© que significa a 
construção de uma forma quadrada, 


Com base nos dois exemplos precedentes, o modelo geral de 
FO pode ser organizado no seguinte formato geral: 


Maximizar ou minimizar função objetivo 


sujeito a 


restrições 


Uma solução do modelo é viável se satisfizer todas as restrições, 
É ótima se, além de ser viável, resultar no melhor valor (máximo ou 
minimo) da função objetivo. No exemplo das passagens aéreas, O 
problema apresenta três alternativas viáveis, sendo que a terceira dá 
a solução ótima. No problema do retângulo, uma alternativa viável 


m 


com w èd assumindo valores 


deve satisfazer a condição w + A = - 

não negativos. Isso leva a um número infinito de soluções viáveis e, 
diferentemente do problema das passagens aéreas, a solução ótima 
é determinada por uma ferramenta matemática adequada (nesse 
caso, cálculo diferencial). 

Embora modelos de PO sejam elaborados para “otimizar” 
um critério objetivo específico sujeito a um conjunto de restri- 
ções, a qualidade da solução resultante depende de quanto o 
modelo representa o sistema real. Considere, por exemplo, o 
modelo das passagens aéreas. Se não conseguirmos identificar 
todas as alternativas dominantes para comprar os bilhetes, a 
solução resultante vai ser ótima apenas em relação às opções 
representadas no modelo. Mais especificamente: se deixarmos a 
alternativa 3 fora do modelo, a solução “ótima” resultante seria 
comprar as passagens por $ 1.880, que é uma solução subótima. 
A conclusão é que ‘a’ solução ótima de um modelo é a melhor 
somente para aquele modelo. Se o modelo representar o sistema 
real razoavelmente bem, sua solução vai ser ótima também para 
a situação real. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 1.1A - 


1, No exemplo das passagens aéreas, identifique uma quarta solu- 
ção viável. 

2. No problema do retângulo, identifique duas soluções viáveis e 
determine qual delas é a melhor. 


3. Determine a solução ótima do problema do retângulo, (Suges- 
tão: use a restrição para expressar a função objetivo em termos 
de uma só variável, portanto utilize o cálculo diferencial.) 

4. Amy, Jim, John e Kelly estão em pé na margem leste de um rio 
e querem atravessar para a margem oeste usando uma canoa. 
A canoa pode levar no máximo duas pessoas por vez. Amy. que 
tem a constituição mais atlética, pode atravessar O rio à remo 
em | minuto. Jim, John e Kelly levariam 2,5 e 10 minutos, res- 
pectivamente. Se houver duas pessoas na canoa, a mais lenta 
determinará o tempo da travessia. O objetivo é que os quatro 
estejam do outro lado do rio no menor tempo possível, 

(a) Identifique no minimo dois planos viáveis para atravessar O 
rio (lembre-se de que a canoa é o único meio de transporte, 
e não pode ir nem voltar vazia), 

(b) Defina o critério para avaliar as alternativas. 

*(c)' Qual é o menor tempo para transportar os quatro para o 
outro lado do rio? 

*5. Em um jogo de beisebol, Jim é o lançador e Joe é o rebatedor. 
Suponha que Jim possa atirar uma bola com velocidade ou 
uma bola curva de maneira aleatória. Se Joe previr correta- 
mente que será uma bola curva, poderá manter uma média de 
rebates de 0,500. Ao contrário, se Jim atirar uma bola curva e 
Joe se preparar para uma bola com velocidade, sua média de 
rebates ficará em 0,200. Por outro lado, se Joe previr corre- 
tamente que será uma bola com velocidade, conseguirá uma 
média de rebates de 0,300; caso contrário, sua média será de 
apenas 0,100, 

(a) Defina as alternativas para essa situação. 

(b) Defina a função objetivo para o problema e discuta em que 
ela difere de um critério de otimização familiar (maximiza- 
ção ou minimização). 

6. Durante a construção de uma casa, seis vigas de 8 metros cada 
devem ser recortadas para atingir o comprimento correto de 7,5 
metros. Às operações para cortar uma viga envolvem a sequên- 
cla expressa na Tabela 1.1: 


“O asterisco (*) designa problemas cuja solução será dada no Apêndice C, 


Pesquisa operacional 


Tabela 1.1 Sequência de operações para cortar uma viga 


Operação | Tempo 
(segundos) 

L. Colocar viga nos cavaletes 15 

2. Medir o comprimento correto (7.5 metros) 5 

3. Marcar a linha de corte para serra circular 5 

4. Recortar a viga até o comprimento correto 20 

5. Armazenar a viga cortada em uma área designada 20 


Há três pessoas envolvidas: dois carregadores devem trabalhar 
simultaneamente nas operações 1,2 e 5,e um cortador se encar- 
regard das operações 3 e 4. Ha dois pares de cavaletes nos quais 
as vigas a recortar são colocadas na preparação para o corte, e 
cada par pode suportar até três vigas lado a lado. Sugira uma 
boa programação para recortar as seis vigas. 


1.2 SOLUÇÃO DO MODELO DE PO 


Em PO, não temos uma única técnica para resolver todos os 
modelos matemáticos que podem surgir na prática. Em vez disso, o 
tipo e a complexidade do modelo matemático é que determinam a 
natureza do método de solução. Por exemplo, na Seção 1.1, a solu- 
ção do problema das passagens aéreas requeria uma simples orde- 
nação das alternativas com base no preço total de compra, ao passo 
que a solução do problema do retângulo utilizou cálculo diferencial 
para determinar a área máxima. 

A técnica mais utilizada de PO é a programação linear. Ela é 
aplicada a modelos cujas funções objetivo e restrição são lineares. 
Outras técnicas são a programação inteira (na qual as variáveis as- 
sumem valores inteiros), a programação dinâmica (na qual o mo- 
delo original pode ser decomposto em subproblemas mais fáceis 
de tratar), a otimização em redes (na qual o problema pode ser 
modelado como uma rede) e a programação não linear (na qual as 
funções do modelo são não lineares). Essas são apenas algumas das 
muitas ferramentas de PO disponiveis. 

Uma peculiaridade da maior parte das técnicas de PO é que as 
soluções não são obtidas em formas fechadas (semelhantes a formu- 
las). Em vez disso, são determinadas por algoritmos. Um algoritmo 
fornece regras de cálculo fixas que são aplicadas repetidas vezes ao 
problema, sendo que em cada repetição (denominada iteração) a 
solução fica mais próxima de se tornar ótima. Como os cálculos asso- 
ciados a cada iteracao costumam ser entediantes e volumosos, é im- 
perativo que esses algoritmos sejam executados por computadores, 

Alguns modelos matemáticos também podem ser tão comple- 
xos que é impossível resolvê-los por quaisquer dos algoritmos de 
otimização disponíveis. Nesses casos, pode ser necessário abando- 
nar a busca de uma solução órima e simplesmente procurar uma boa 
solução usando heuristicas OU regras práticas. 


1.3 MODELOS DE FILAS E SIMULAÇÃO 


Modelos de filas e simulação tratam do estudo de filas de espera. 
Não são técnicas de otimização; em vez disso, determinam medidas 
de desempenho de filas de espera como o tempo médio de espera 
na fila, o tempo médio para conclusão de um serviço é a utilização 
de instalações de serviços. 

Modelos de filas utilizam probabilidade e modelos estocásticos 
para analisar filas de espera, e a simulação estima as medições de 
desempenho reproduzindo o comportamento do sistema real. De 
certo modo, a simulação pode ser considerada a segunda melhor 
coisa; a primeira seria a observação de um sistema real. A principal 
diferença entre os modelos de filas e a simulação é que os modelos 
de filas são puramente matemáticos e, portanto, sujeitos a premis- 
sas específicas que limitam seu escopo de aplicação. Por sua vez, : 


Capitulo 1 O que é pesquisa operacional? 


simulação é flexivel e pode ser utilizada para analisar praticamente 
qualquer situação de enfileiramento, 

A utilização de simulação não deixa de ter suas desvantagens. O 
processo de desenvolvimento de modelos de simulação é dispendio- 
so tanto em tempo quanto em recursos, Além do mais, a execução 
de modelos de simulação, mesmo nos computadores de maiores ve- 
locidades de processamento, costuma ser lenta. 


1.4 ARTE DA MODELAGEM 


Os modelos hipotéticos desenvolvidos na Seção 1.1 são repre- 
sentações verdadeiras de situações reais. Essa é uma ocorrência rara 
em PO porque, de modo geral, a maioria das aplicações envolve 
(graus variados de) aproximações. A Figura 1.1 ilustra os níveis de 
abstração que caracterizam o desenvolvimento de um modelo de PO. 
Abstraimos o mundo real considerado da situação real, concentran- 
do-nos nas variáveis dominantes que controlam o comportamento 
do sistema real. O modelo expressa de maneira tratável as funções 
matemáticas que representam o comportamento do mundo real 
considerado. 

Para ilustrar níveis de abstração em modelagem, considere a 
Tyko Manufacturing Company, na qual são fabricados diversos 
recipientes de plástico. Quando uma ordem de produção é emiti- 
da para o departamento de produção, as matérias-primas neces- 
sárias são requisitadas dos estoques da empresa ou compradas 
de fontes externas, Tão logo o lote de produção esteja concluído, 
o departamento de vendas se encarrega de distribuir o produto 
aos clientes. 


Figura 1.1 
Niveis de abstração no desenvolvimento do modelo 


Mundo real 


Mundo real 
considerado 


Modelo 


Uma questão lógica na análise da situação da Tyko é a deter- 
minação do tamanho de um lote de produção. Como essa situação 
pode ser representada por um modelo? 

Examinando o sistema como um todo, diversas variáveis podem 
afetar diretamente o nível de produção, entre elas a seguinte lista 
(parcial) categorizada por departamentos. 


1. Departamento de produção: capacidade de produção expressa 
em termos de horas/maquina e horas de trabalho disponíveis, 
estoque para o processo e padrões de controle de qualidade. 

2. Departamento de materiais: estoque disponível de matérias-pri- 
mas, programações de entrega de fontes externas e limitações 
de armazenagem. 


3. Departamento de vendas: previsão de vendas, capacidade dos 
sistemas de distribuição, efetividade das campanhas publicita- 
ras e efeito da concorrência. 


Cada uma dessas variáveis afeta o nível de produção da Tyko. 
Tentar estabelecer relações funcionais explícitas entre elas e o nível 
de produção é uma tarefa realmente dificil. 

Um primeiro nivel de abstração requer definir as [fronteiras 
do mundo real considerado. Com um pouco de reflexão, podemos 
aproximar o sistema real por duas variáveis dominantes: 


l. Taxa de produção. 


2. Taxa de consumo. 


A determinação da taxa de produção envolve variáveis como 
capacidade de produção, padrões de controle de qualidade e dispo- 
nibilidade de matérias-primas. A taxa de consumo é determinada 
pelas variáveis associadas ao departamento de vendas. Em essência, 
asimplificação do mundo real para o mundo real considerado é con- 
seguida ao se ‘aglomerar diversas variáveis do mundo real em uma 
única variável do mundo real considerado. 

Agora fica mais fácil abstrair um modelo partindo do mundo 
real considerado. A partir das taxas de produção e consumo podem- 
se estabelecer medições de excesso ou escassez de estoque. O mo- 
delo abstraido pode então ser construído para balancear os custos 
conflitantes de excesso e escassez de estoque — isto é, minimizar o 
custo total do estoque. 


1.5 MAIS DO QUE APENAS MATEMÁTICA 


Devido à natureza matemática de modelos de PO, tendemos 
a achar que um estudo de PO sempre está relacionado a análise 
matemática. Embora a modelagem matemática seja a pedra funda- 
mental da PO, abordagens mais simples devem ser exploradas em 
primeiro lugar. Em alguns casos, pode-se chegar a uma solução “de 
bom senso” por meio de simples observações, De fato, visto que o 
elemento humano invariavelmente afeta a maioria das tomadas de 
decisão, um estudo do perfil psicológico das pessoas pode ser a cha- 
ve para a resolução do problema. Apresentamos aqui três exemplos 
que apóiam esse argumento. 


1. Atendendo a reclamações quanto à lentidão no serviço de 
elevadores em um grande edifício de escritórios, inicialmente a 
equipe de PO analisou a situação como um problema de fila de 
espera que poderia exigir a utilização de análise matemática com 
modelos de fila ou simulação. Após estudar o comportamento das 
pessoas que reclamaram, o psicólogo da equipe sugeriu a instalação 
de espelhos de corpo inteiro nas entradas dos elevadores. Como um 
milagre, as reclamações cessaram porque as pessoas ficavam ocupa- 
das em se olhar e observar as outras pessoas nos espelhos enquanto 
esperavam pelo elevador. 

2. Em um estudo das instalações de check-in de um grande ae- 
roporto britânico, uma equipe de consultoria dos Estados Unidos- 
Canadá usou a teoria de filas para investigar e analisar a situação. 
Parte da solução recomendou a utilização de sinalização bem visível 
para alertar os passageiros que estivessem a 20 minutos do horário 
de partida previsto a passar para a frente da fila e requisitar serviço 
imediato. À solução não foi bem-sucedida porque os passageiros, na 
maioria britânicos, estavam “condicionados a um comportamento 
muito rigoroso em relação a filas’ e, por conseguinte, relutavam em 
passar à frente dos outros que estavam esperando na mesma fila. 

3. Em uma siderúrgica, lingotes eram, inicialmente, produ- 
zidos com minério de ferro para, depois, ser utilizados na fabri- 
cação de barras e vigas de aço. O gerente percebeu uma longa 
espera entre a produção de lingotes e a transferéncia para a 
próxima fase de fabricação (onde os produtos finais eram fabri- 
cados). Para reduzir o custo de reaquecimento, o ideal seria que 
a fabricação começasse logo após que os lingotes saíssem dos 
fornos. À princípio, o problema foi tratado como uma situação 
de balanceamento de linha de produção, que poderia ser resol- 
vido pela redução da produção de lingotes ou pelo aumento da 
capacidade do processo de fabricação. A equipe de PO usou um 
gráfico simples para sumarizar a produção dos fornos duran- 
te os três turnos do dia e constatou que, embora o terceiro turno 
começasse às 23h, grande parte dos lingotes era produzida entre as 
2h e as 7h. Investigações adicionais revelaram que os operadores 
do terceiro turno preferiam longos períodos de descanso no ini- 
cio do turno e então recuperavam a produção perdida durante o 
horário da manhã. O problema foi resolvido ‘nivelando’ a produ- 
ção de lingotes durante o turno. 


Três conclusões podem ser tiradas desses exemplos: 


1. Antes de partir para a sofisticada modelagem matemática, a 
equipe de PO deve explorar a possibilidade de usar idéias “agressivas” 
para resolver a situação. A solução do problema do elevador pela ins- 
talação de espelhos tem suas raízes na psicologia humana, e não na 
modelagem matemática. Também é mais simples e menos cara que 
qualquer recomendação que um modelo matemático pudesse ter pro- 
duzido. Talvez seja por essa razão que as equipes de PO costumam 
incluir os conhecimentos técnicos de “estranhos” vindos de áreas que 
não a matemática (a psicologia, no caso do problema do elevador). 
Esse ponto foi reconhecido e implementado pela primeira equipe de 
PO na Grã-Bretanha durante a Segunda Guerra Mundial, 

2. Soluções têm raízes em pessoas, e não em tecnologia. Qual- 
quer solução que não leva em conta o comportamento humano é 
candidata ao fracasso. Ainda que a solução matemática para o pro- 
blema do aeroporto britânico fosse sensata, o fato de a equipe de 
consultoria não estar a par das diferenças culturais entre os Esta- 
dos Unidos e a Grã-Bretanha (americanos e canadenses tendem 
a ser menos formais) resultou em uma recomendação impossível 
de ser implementada. 

3. Um estudo de PO nunca deve começar com um viés em favor 
de utilizar uma ferramenta matemática específica antes que sua utili- 
zação possa ser justificada. Por exemplo, como a programação linear é 
uma técnica de sucesso, há uma tendência à usá-la como a ferramenta 
preferencial para modelar ‘qualquer’ situação. Tal abordagem costu- 
ma resultar em um modelo matemático muito distante da situação 
real. Portanto, é imperativo que em primeiro lugar analisemos os da- 
dos disponíveis utilizando as técnicas mais simples onde for possi- 
vel (por exemplo, médias, gráficos e histogramas), com o objetivo de 
apontar a fonte do problema. Uma vez definido o problema, pode-se 
tomar uma decisão em relação à ferramenta mais adequada para a 
solução.” No problema da siderúrgica, um simples gráfico que mostra- 
va a produção de lingotes foi o bastante para esclarecer a situação, 


1.6 FASES DE UM ESTUDO 


O estudo de PO está intrinsecamente ligado a trabalho de equi- 
pe, em que os analistas de PO e o cliente trabalham lado a lado, 
© conhecimento técnico de modelagem dos analistas de PO deve 
ser complementado pela experiência e cooperação do cliente para 
quem o estudo está sendo realizado. 

Como uma ferramenta de tomada de decisões, PO é uma ciência e 
também uma arte. É uma ciência em virtude das técnicas matemáticas 
que incorpora ¢ é uma arte porque o sucesso das fases que resultam na 
solução do modelo matemático depende em grande parte da criativi- 
dade e da experiência da equipe de pesquisa operacional, Willemain 
(1994) aconselha que a “prática efetiva [de PO] requer mais do que 
competência analítica: requer também, entre outros atributos, julga- 
mento técnico (por exemplo, quando e como usar determinada técni- 
ca) e habilidades de comunicação e sobrevivência organizacional”. 

É difícil prescrever cursos de ação específicos (semelhantes aos 
determinados pela teoria exata de modelos matemáticos) para esses 
fatores intangíveis. Entretanto, podemos oferecer diretrizes gerais 
para a implementação da PO na prática, 

As principais fases de implementação da PO na prática incluem: 


l. Definição do problema. 

2. Construção do modelo. 

3. Solução do modelo. 

4. Validação do modelo. 

5. Implementação da solução. 


A fase 3, que trata da solução do modelo, é a mais bem-defi- 
nida e, em geral, a mais fácil de implementar em um estudo de PO 
porque lida em grande parte com modelos matemáticos precisos. 
A implementação das fases remanescentes é mais uma arte do que 
uma teoria. 


Pesquisa operacional 


Definição do problema envolve definir o escopo do problema 
sob investigação. Essa função deve ser executada por toda a equipe 
de PO, A meta é Identificar os três elementos principais de um pro- 
blema de decisão: (1) descrição das alternativas de decisão, (2) de- 
terminação do objetivo do estudo e (3) especificação das limitações 
sob as quais o sistema modelado funciona, 

Construção do modelo implica uma tentativa de traduzir a de- 
finição do problema em relações matemáticas. Se o modelo resul- 
tante se ajustar a um dos métodos matemáticos padrão, tal como 
programação linear, podemos, geralmente, chegar a uma solução 
utilizando algoritmos disponíveis. Alternativamente, se as relações 
matemáticas forem muito complexas para permitir a determinação 
de uma solução analítica, a equipe de PO pode optar por simplificar 
o modelo e usar uma abordagem heurística, ou pode considerar a 
utilização de simulação, se adequado. Em alguns casos, modelos ma- 
temáticos, de simulação e heuristicos podem ser combinados para 
resolver o problema de decisão. como demonstram os casos anali- 
sados no Capitulo 24. 

Solução do modelo é de longe a fase mais simples de todas as 
fases da PO porque se bascia na utilização de algoritmos de oti- 
mização bem-definidos. Um aspecto importante da fase de solução 
do modelo é a análise de sensibilidade, que trata de obter informa- 
ções adicionais sobre o comportamento da solução ótima quando o 
modelo passa por algumas mudanças de parâmetros. A análise de 
sensibilidade é particularmente necessária quando os parâmetros 
do modelo não podem ser estimados com precisão. Nesses casos, é 
importante estudar o comportamento da solução ótima na vizinhan- 
ça dos parâmetros estimados. 

Validação do modelo verifica se o modelo proposto faz ou não 
o que diz fazer — isto é, ele prevê adequadamente o comportamen- 
to do sistema em estudo? Inicialmente, a equipe de PO deve estar 
certa de que o resultado do modelo não inclua “surpresas”. Em ou- 
tras palavras, a solução faz sentido? Os resultados são intuitivamen- 
te aceitáveis? Do lado formal, um método comum para verificar a 
validade de um modelo é comparar seus resultados com dados his- 
tóricos. O modelo é válido se, sob condições similares de entradas, 
reproduz razoavelmente o desempenho anterior. Todavia, de modo 
geral, não há nenhuma garantia de que o desempenho futuro con- 
tinuará a reproduzir o comportamento passado, Além disso, como 
o modelo costuma ser baseado no exame cuidadoso de dados pas- 
sados, a comparação proposta costuma ser favorável. Se o modelo 
proposto representar um novo sistema (não existente), não haverá 
dados históricos disponíveis. Nesses casos, podemos usar a simula- 
ção como uma ferramenta independente para verificar os resultados 
do modelo matemático. 

Implementação da solução de um modelo validado envolve a 
tradução dos resultados em instruções operacionais inteligiveis que 
serão emitidas para as pessoas que administrarão o sistema recomen- 
dado. A carga dessa tarefa cabe primariamente à equipe de PO, 


1.7 SOBRE ESTE LIVRO 


Morris (1967) afirma que “o ensino de modelos não é equiva- 
lente ao ensino de modelagem”. Anotei essa afirmação importante 
durante a preparação da oitava edição, fazendo um esforço para 
apresentar a arte da modelagem em PO com a inclusão de modelos 
realistas em todo o livro. Devido à importância dos cálculos em PO, 
o livro apresenta uma grande quantidade de ferramentas para exe- 
cutar essa tarefa, que vão do tutorial de auxílio TORA aos pacotes 
comerciais Excel, Excel Solver é AMPL. 

Um primeiro curso de pesquisa operacional deve dar ao estu- 
dante uma boa base na matemática da PO, bem como uma aprecia- 
ção de suas aplicações potenciais. Isso dará aos usuários de PO o tipo 
de confiança que normalmente faltaria se o treinamento estivesse 
concentrado somente nos aspectos filosóficos e artísticos desse tipo 
de pesquisa. Uma vez estabelecida a base matemática, você poderá 
aumentar suas capacidades no lado artístico da modelagem em PO 


* Decidir por um modelo matemático específico antes de justificar sua utilização é como pôr a carroça à frente dos bois’ e me faz lembrar da história de uma pessoa que viajava de avião com 
frequência e era paranóica com a possibilidade de uma bomba terrorista a bordo da aeronave. Ela calculou a probabilidade da ocorrência de tal evento e, mesmo sendo pequena, não era 
suficientemente pequena para acalmar sua ansiedade. Dali em diante, ela sempre carregava uma bomba em sua maleta porque, segundo seus cálculos a probabilidade de haver duas bombas 


a bordo era praticamente zero! 


Capitulo 1 O que é pesquisa operacional ?—_AAR AAA 5 


por meio do estudo dos casos práticos publicados, Para ajudá-lo nes- aplicações na vida real no Apêndice E (disponível em inglês no site 
sa questão, o Capitulo 24 inclui 15 casos totalmente desenvolvidos e do livro). Estudos de casos adicionais estão disponíveis em periódi- 
analisados que abrangem grande parte dos modelos de PO apresen- cos e publicações, Em particular, a revista Interfaces (publicada por 
tados neste livro. Há também cerca de 50 casos que são baseados em Informs)’ é uma rica fonte de aplicações diversas em PO. 
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Capitulo 
O O lti—‘“CO 


Modelagem com 


programação linear 


Guia do capitulo. Este capítulo se concentra na formulação de 
modelos e cálculos em programação linear (PL). Começa com a mo- 
delagem e a solução gráfica de um problema de duas variáveis que, 
embora muito simplificado, proporciona um entendimento concreto 
dos conceitos básicos da PL e lança as bases para o desenvolvimen- 
to do algoritmo simplex do Capítulo 3. Para ilustrar a utilização de 
PL no mundo real, são formuladas e resolvidas aplicações nas áreas 
de planejamento urbano, arbitragem de moedas, investimento, pla- 
nejamento de produção e controle de estoques, mistura de gasolina, 
planejamento de mão-de-obra e programação. Quanto à questão do 
cálculo por computador, são usados dois tipos distintos de software 
neste capitulo: 1) TORA, um programa tutorial totalmente autodo- 
cumentado e baseado em menus, elaborado para ajudá-lo a enten- 
der a base da PL de forma interativa e 2) Excel Solver bascado em 
planilhas e a linguagem de modelagem AMPL, pacotes comerciais 
projetados para problemas práticos. 

O material das seções 2.1 e 2.2 é crucial para se entender os de- 
senvolvimentos subsequentes de PL no livro. Você verá que o mó- 
dulo gráfico interativo do TORA é especialmente útil em conjunto 
com a Seção 2.2. À Seção 2.3 apresenta diversas aplicações de PL, 
cada uma seguida por problemas pertinentes. 

A Seção 2.4 apresenta os pacotes comerciais Excel Solver è 
AMPL. Os modelos da Seção 2.3 são resolvidos com AMPL e Sol- 
ver, e todos os códigos estão incluídos na pasta ch2Files. Modelos 
Solver e AMPL adicionais serão incluídos oportunamente nos ca- 
pítulos subsequentes e uma apresentação detalhada da sintaxe do 
AMPL aparece no Apêndice A. Um bom modo de aprender AMPL 
e Solver é experimentar os vários modelos apresentados no livro e 
tentar adaptá-los aos problemas apresentados ao final de cada se- 
ção. Há remissões aos códigos AMPL e ao material do Apêndice A 
para facilitar o processo de aprendizado. 

Os materiais TORA, Solver e AMPL foram deliberadamente 
distribuídos e apresentados em seções separadas ou com os subti- 
tulos Momento TORA Solve AM PL para minimizar interferências 
no texto principal, Não obstante, aconselhamos o leitor a resolver 
os problemas apresentados nos finais de seção com a utilização do 
computador. À razão é que às vezes um modelo pode parecer *cor- 
reto” até você tentar obter uma solução; só então pode descobrir 
que a formulação precisa de modificações. 

Este capítulo inclui resumos de duas aplicações da vida real, 12 
exemplos resolvidos, 2 modelos Solver, 4 modelos AMPL, 94 pro- 
blemas de final de seção ¢ 4 casos. Os casos estão no Apêndice E 
(disponivel em inglês no site do livro). Os programas AMPL/Excel 
solver/TORA estão na pasta ch2Files. 


Aplicação real — Frontier Airlines compra combustivel 
com economia 


O abastecimento de uma acronave pode ocorrer em qualquer 
uma das escalas ao longo da rota do vão. O preço do combustivel 
varia conforme as escalas e é possível conseguir economizar subs- 
tancialmente ao abastecer a aeronave com combustível a mais (ope- 
ração denominada tankering) em um lugar onde ele seja mais barato 
para ser utilizado em etapas subsequentes do vôo. À desvantagem 
do rankering é a queima de uma quantidade maior de gasolina resul- 
tante do peso adicional. PL (e heurística) é usada para determinar a 
quantidade ótima de rankering que equilibraria o custo da queima 
de mais gasolina com a economia do custo de combustível. O estu- 
do, realizado em 1981, resultou em economia líquida de aproxima- 


damente $ 350.000 por ano. O Caso 1 do Capítulo 24 (disponível em 
inglês no site do livro) fornece os detalhes do estudo. Interessante 
é que, com a recente elevação do custo do combustivel, muitas li- 
nhas aéreas agora utilizam um software de tankering bascado em 
PL para comprar combustível, 


2.1 MODELO DE PL DE DUAS VARIÁVEIS 


Esta seção trata da solução gráfica de um problema de PL de duas 
variáveis. Embora seja raro existirem problemas de duas variáveis na 
prática, seu tratamento proporciona bases concretas para o desenvol- 
vimento do algoritmo simplex geral apresentado no Capitulo 3. 


Exemplo 2.1-1 (Companhia Reddy Mikks) 


A Reddy Mikks produz tintas para interiores e exteriores com 
base em duas matérias-primas, M1 ¢ M2. A Tabela 2.1 apresenta os 
dados basicos do problema: 


Tabela 2.1 Produção de tintas da Reddy Mikks 


Toneladas de matéria- 
prima por tonelada de 


Disponibili- 
Tinta para Fintapara dade maxima 
exteriores interiores diária (ton) 
Matéria-prima, Mi 6 4 24 
Matéria-prima, M2 | 2 6 
Lucro por tonelada ($1.000) 5 4 


Uma pesquisa de mercado indica que a demanda diária de tin- 
tas para interiores não pode ultrapassar a de tintas para exteriores 
por mais de 1 tonelada. Além disso, a demanda máxima diária de 
tinta para interiores é 2 t. 

A Reddy Mikks quer determinar o mix ótimo (o melhor) de 
produtos de tintas para interiores e exteriores que maximize o lucro 
total diário. 

© modelo de PL, como qualquer modelo de PO, tem três com- 
ponentes básicos. 

1. Variáveis de decisão que procuramos determinar. 

2. Objetivo (meta) que precisamos otimizar (maximizar ou mini- 
mizar). 

3. Restrições que a solução deve satisfazer. 

A definição adequada das variáveis de decisão é uma primeira 
etapa essencial no desenvolvimento do modelo. Uma vez concluída, 
a tarefa de construir a função objetivo e as restrições torna-se mais 
direta. 

Para o problema da Reddy Mikks, precisamos determinar as 


quantidades diárias a produzir de tintas para exteriores ¢ interiores. 
Assim, as variáveis do modelo são definidas como 


x, = toneladas de tinta para exteriores produzidas diariamente 


x, = toneladas de tinta para interiores produzidas diariamente 


Capitulo 2 Modelagem com programação linear 


Para construir a função objetivo, observe que a empresa quer 
maximizar (isto é, aumentar o máximo possível) o lucro total diário 
para as duas tintas. Dado que os lucros por tonelada de tintas para 
exteriores e interiores são de 5 e 4 (mil) dólares, respectivamente, 
decorre que 

Lucro total da tinta para exteriores = 5x, (mil) dólares 
Lucro total da tinta para interiores = 4x, (mil) dólares 


Representando o lucro total diário (em milhares de dólares) 
por z, o objetivo da empresa é 


Maximizar z = Sx, + dx, 


Em seguida, construímos as restrições que limitam a utilização 
da matéria-prima e a demanda do produto, As restrições sobre a 
matéria-prima são expressas em palavras como 


Utilização de uma matéria-prima «| Máxima disponibilidade 
para ambas as tintas = de matéria-prima 


A utilização por dia da matéria-prima M1 é de ót por tonelada 
de tinta para exteriores, e de 4 t por tonelada de tinta para interiores, 
Assim, 

Utilização da matéria-prima M1 para tinta para exteriores = 6x, Udia 


Utilização da matéria-prima M1 para tinta para interiores = 4x, t/dia 
Então temos que 

Utilização da matéria-prima M1 para ambas as tintas = 6x, + dx, t/dia 
De maneira semelhante, 

Utilização da matéria-prima M2 para ambas as tintas = Ly, + 2x, Udia 


Como as disponibilidades diárias das matérias-primas M1 e M2 
estão limitadas a 24 e 6 t, respectivamente, as restrições relacionadas 
são dadas como 


6x, + dx, = 24 (matéria-prima M1) 
x, + 2x, 56 (matéria-prima M2) 
A primeira restrição relacionada à demanda estipula que o ex- 
cesso da produção diária de tinta para interiores em relação à de 


tinta para exteriores, x, — x, não deve ultrapassar 1 1, o que poderia 
ser traduzido para 


x,- X, £ | (limite de mercado) 


A segunda restrição relacionada à demanda estipula que a de- 
manda diária máxima de tinta para interiores está limitada a 2 1,0 
que é traduzido para 


x,5 2 (limite de demanda) 


Uma restrição implicita (ou *s ‘subentendida’) é que as variá- 
veis x, e x, não podem assumir valores negativos, As restrições de 
nao- negatividade, x 20, x, 20, são as responsáveis por esse reguisi- 
to. O modelo completo da Reddy Mikks é 

Maximizar z = 5x, + 4x 


+ 
É 


sujeito a 


6x, + dx, < 24 (1) 
X+21,8 6 (2) 
+18 | (3) 

i 2 (4) 
tea: 0 (5) 


Quaisquer valores de x, è x, que satisfaçam fodas as cinco res- 
trições constituem uma solução viive, Caso contrário, a solução é 
inviável. Por exemplo, a solução x, = 3 t/d e x, = 1 t/d é viável porque 
não viola nenhuma das FEEL entre elas as de não- negatividade. 
Para verificar esse resultado, substitua (x, = 3, x, = 1) no lado es- 
querdo de cada restrição. Na restrição (1) temos 6x, +dr,=60x3+ 
4x] =22, aus é menor do que o lado direito da restrição (= (= 24). As 
restrições 2 a 5 resultarão em conclusões semelhantes (Verifique!). 
Por outro lado, a solução x = de x, = 1 é inviável porque não satisfaz 
a restrição (1) — ou seja, 6 x4+4x1=28, que é maior do que o 
lado direito (= 24). 

A meta do problema é achar a melhor solução viável, ou a solu- 
ção ótima, que maximize o lucro total. Antes de podermos fazer isso, 
precisamos saber quantas soluções viáveis o problema da Reddy 
Mikks tem. A resposta, como veremos pela solução gráfica na Seção 
2.2, é um “número infinito” que impossibilita a resolução do proble- 
ma por enumeração, Em vez disso, precisamos de um procedimento 
sistemático que localizara a solução ótima em um número finito de 
etapas. O método gráfico da Seção 2,2 e sua generalização algébrica 
no Capítulo 3 explicarão como se pode conseguir isso. 


Propriedades do modelo de PL. No Exemplo 2.1-1,0 objetivo g 
as restrições são todos funções lincares. Linearidade implica que a 
PL deve satisfazer três propriedades básicas: 


l. Proporcionalidade: essa propriedade requer que a contribui- 
ção de cada variável de decisão, tanto na função objetivo quanto 
nas restrições, seja diretamente proporcional ao valor da variável. 
Por exemplo, no modelo Reddy Mikks, as quantidades 5x e 4x, dão 
os lucros para a produção de x, e x, toneladas de tinta para exterio- 
res e interiores, respectivamente, sendo que os lucros unitários por 
tonelada, 5 e 4, darão as constantes de proporcionalidade. Por outro 
lado, se a Reddy Mikks conceder algum tipo de desconto por quan- 
tidade quando as vendas ultrapassarem certas quantidades, o lucro 
não será mais proporcional às quantidades de produção, x ex, ea 
função lucro se torna não linear. 

2. Aditividade: essa propriedade requer que a contribuição total 
de todas as variáveis da função objetivo e das restrições seja a soma 
direta das contribuições individuais de cada variável. No modelo 
da Reddy Mikks, o lucro total é igual à soma dos dois componentes 
individuais do lucro. Contudo, se os dois produtos competirem por 
participação de mercado de modo tal que um aumento nas vendas 
de um deles provoque um efeito adverso nas vendas do outro, então 
a propriedade de aditividade não é satisfeita e o modelo deixa de 
ser linear. 

3. Certeza: todos os coeficientes da função objetivo e das restri- 
ções do modelo de PL são determinísticos, o que significa que são 
constantes conhecidas — uma ocorrência rara na vida real, na qual 
o mats provável é que os dados sejam representados por distribui- 
ções de probabilidade. Em essência, os coeficientes em PL são apro- 
ximações do valor médio das distribuições de probabilidade. Se os 
desvios-padrão dessas distribuições forem suficientemente peque- 
nos, a aproximação será aceitável, Grandes desvios-padrão podem 
ser levados em conta diretamente com a utilização de algoritmos 
estocásticos de PL (Seção 19.2.3) ou indiretamente pela aplicação 
de análise de sensibilidade à solução ótima (Seção 3.6), 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.1A 


1. Construa, para o modelo Reddy Mikks, cada uma das seguintes 
restrições e as expresse com o lado esquerdo linear e com o lado 
direito constante: 

*(a) A demanda diária de tinta para interiores ultrapassa a de 
tinta para exteriores por no minimo | t. 
(b) A utilização diária da matéria-prima M2 em toneladas é de 
no máximo 6 e de no mínimo 3. 
*(c) A demanda de tinta para interiores não pode ser menor do 
que a demanda de tinta para exteriores. 
(d) A quantidade minima que deve ser produzida de ambas as 
tintas, para interiores e para exteriores, é 3 i 


*(e) A proporção de tinta para interiores em relação à produção 
total de ambas as tintas, para interiores e exteriores, não 
deve ultrapassar 0,5 t. 
2. Determine a melhor solução viável entre as seguintes soluções 
(viáveis e inviáveis) do modelo da Reddy Mikks: 
(a) x= lx =d 


(b) x, =2,x, =2 
(ec) x, =3,x,=15 
(d) x, =2,x,=1 
(e) X =2,X, =-| 


*3. Para a solução viável x, = 2, x, = 2 do modelo da Reddy Mikks, 
determine as quantidades não utilizadas das matérias-primas 
Ml e M2, 


4. Suponha que a Reddy Mikks venda sua tinta para exteriores a 
um único varejista com um desconto por quantidade. O lucro 
por tonelada é $ 5.000 se o contratante comprar não mais do 
que 2 t diárias e, caso contrário, é $ 4.500, Expresse a função 
objetivo matematicamente. A função resultante é linear? 


2.2 SOLUÇÃO GRÁFICA EM PL 
O procedimento gráfico inclui duas etapas: 


1. Determinação da região de soluções viáveis. 


2. Determinação da solução ótima entre todos os pontos viáveis 
da região de soluções. 


O procedimento utiliza dois exemplos para mostrar como a ma- 
ximização e a minimização das funções objetivo são tratadas, 


2.2.1 Solução de um modelo de maximização 


Exemplo 2.2-1 


Este exemplo resolve o modelo da Reddy Mikks do Exemplo 
21-1, 


Etapa 1. Determinação da região de soluções vidveis 

Em primeiro lugar, levamos em conta as restrições de não-ne- 
gatividade x, = 0 e x, 20. Na Figura 2.1, o eixo horizontal x, e o eixo 
vertical x, representam as variáveis tinta para exteriores e tinta para 
interiores, respectivamente. Assim, a não-negatividade das variáveis 
restringe a área da região de soluções ao primeiro quadrante que se 
encontra acima do eixo x, ¢ à direita do eixo x, 

Para levar em conta as quatro restrições restantes, em primeiro 
lugar substitua cada desigualdade por uma equação e depois repre- 
sente em gráfico a linha reta resultante localizando dois pontos dis- 
tintos nela. Por exemplo, após substituir Gx, + dx, £ 24 pela linha reta 
x, + 4x, = 24, podemos determinar dois pontos distintos, primeiro 


ao fazer x, = 0 para obter x, = — = 6,€, após, ao fazer x, = 0 para 
l = 4 é 


(4,0), como in a reta (1 ) na Figura Zl. 

Em seguida, considere o efeito da desigualdade. Tudo que ela 
faz é dividir o plano (x,, x,) em dois meios-espaços, um de cada 
lado da reta representada no gráfico, Só uma dessas duas metades 
satisfaz a desigualdade, Para determinar o lado correto, tome (0,0) 
como um ponte de referência. Se ele satisfizer a desigualdade, o 
lado no qual ele se encontra é a meia-região viável; caso contrário, 
o viável é o outro lado, A utilização do ponto de referência (0,0) é 
ilustrada com a restrição 6x, + dx, = 24, Como 6 x 0 + 4 x 0 = 0 é me- 
nor do que 24, a mela-regiao que representa a desigualdade inclui 
a origem (como é mostrado pela seta na Figura 2.1). 

Em termos de cálculo, é conveniente selecionar (0, 0) como o 
ponto de referência, a menos que, por acaso, a reta passe pela ori- 
gem, quando então qualquer outro ponto pode ser usado, Por exem- 
plo. se usarmos o ponto de referência (6, 0), 0 lado esquerdo da 
primeira restrição é 6 x 6 + 4x O = 36, que é maior do que seu lado 
direito (= 24), 0 que significa que o lado no qual (6, 0) se encontra 

não é viável para a desigualdade 6x, + dx, 5 24. A conclusão é con- 
sistente com a baseada no ponto de referência (0,0). 


- Pesquisa operacional 


Figura 2.1 
Região viável do modelo da Reddy Mikks 


Restrições: 


6 
6x, + 4v,524 (1) 
dj + 2X, E 6 (2) 
5 
= + ty = | (3) 
4 ta = 2 (4) 
xy > Ü (5) 
v= 0 (6) 
5 
2 
l Espaço 
E de soluções 
A 
xy 
0 l 2 


A aplicação do procedimento do ponto de referência a todas as 
restrições do modelo produz as restrições mostradas na Figura 2.1 
(verifique!). A região de soluções viáveis do problema representa 
a área do primeiro quadrante na qual todas as restrições são satis- 
feitas simultaneamente. Na Figura 2.1, qualquer ponto que esteja 
dentro ou sobre o contorno da área ABCDEF é parte da região de 
soluções viáveis. Todos os pontos fora dessa área são inviáveis. 


Momento TORA 


O menu do módulo gráfico de PL do TORA por certo será 
útil para ajudá-lo a reforçar seu entendimento do modo como as 
restrições de PL são representadas graficamente, Selecione ‘Linear 
Programming’ no Main menu. Após entrar com o modelo, selecione 
‘Solve Graphical’ no menu Solve/Modify. Na tela apresentada você 
poderá fazer experimentos interativos representando as restrições 
graficamente, uma por vez, e assim poderá ver como cada restrição 
afeta a região de soluções. 


Etapa 2. Determinação da solução ótima 

A região viável da Figura 2.1 é delimitada pelos segmentos de 
reta que unem os pontos A, B,C D, E e F. Qualquer ponto dentro ou 
sobre o contorno do espaço ABCDEF é viável. Como a região viável 
ABCDEF consiste em um número infinito de pontos, precisamos de 
um procedimento sistemático para identificar a solução ótima. 

A determinação da solução ótima requer identificar a direção 
na qual a função lucro z = 5x, + 4x, aumenta (lembre-se de que 
estamos maximizando 2). Podemos fazer isso designando valores 
crescentes arbitrários a z. Por exemplo, usar z = 10 e z = 15 equiva- 
leria a representar em gráfico as duas Totas, ox, + 4x, = 10 e 5x, + Ax, 
= 15, Assim, a direção do aumento de z é à mostrada na Figura 2.2. 
A solução ótima ocorre em É, que é o ponto na região de soluções 
além do qual qualquer aumento adicional levará z para fora dos 
contornos de ABCDEF., 

Os valores de x, e x, relacionados com o ponto ótimo C são de- 
terminados pela resolução das equações relacionadas com as retas 
{1} e (2), isto é, 


Ox, + dx, = 24 


x, +2x,=6 


Capitulo 2 Modelagem com programação linear 


A solução é x, =3 ex = l5, comz=5x3+4x 15 = Z1. Isso 
representa um mix de pt oduto diário de 3 t de tinta para exteriores è 
1,5 t de tinta para interiores. O lucro diário associado é $ 21.000. 


Figura 2.2 
Solução ótima do modelo da Reddy Mikks 


Uma característica importante da solução ótima de PL é que ela 
sempre está relacionada com um ponto extremo da região de solu- 
ções (em que duas retas se cruzam). Isso é válido até se, por acaso, 
a função objetivo for paralela a uma restrição. Por exemplo, se a 


função objetivo for z = 6x + 4x, que é paralela à restrição 1, sempre 
podemos dizer que a solução ótima ocorre no ponto extremo B ou 
no ponto extremo C. Na verdade, qualquer ponto sobre o segmento 
de reta BC será uma alternativa Ótima (veja t também o Exemplo 

3.5-2), mas a observação importante aqui é que o segmento de reta 
BCE totalmente definido pelos pontos extremos Be C. 


Momento TORA 


Você pode usar TORA interativamente para ver se a solução 
ótima estará sempre relacionada a um ponto extremo. Na tela de 
saída, você pode clicar em *View/Modify Input Data’ para modificar 
os coeficientes da função objetivo e resolver novamente o proble- 
ma graficamente. Você pode usar as seguintes funções objetivo para 
testar a idéia proposta: 

(a) 2 =5x, +x, 
(b) z=5x, + dr, 
(c) z =x, + 3x, 
(d) z = =x, + 2x, 
(e) z=-2x +x, 
(i) z=—-x, —x, 


A observação de que a solução ótima em PL está sempre asso- 
ciada a um ponto extremo significa que a solução ótima pode ser 
encontrada pela simples enumeração de todos os pontos extremos, 
como mostra a Tabela 2.2. 


Tabela 2.2 Enumeração dos pontos extremos 


Ponto extremo (x43 xo) z 
A (0; 0) ü 
B (4: (1) 20 
C (3; 1,5) 21 (OTIMA) 
D (2: 2) 18 
E (1;2) 13 
F (0; 1) 4 


A medida que o número de restrições e variáveis aumenta, O 
número de pontos extremos também aumenta, e o procedimento de 
enumeração proposto torna-se menos viável em termos de cálculo. 
Não obstante, a idéia mostra que, do ponto de vista da determinação 
da solução ótima em PL, o espaço de solução ABCDEF com seu 
número infinito de soluções pode, de fato, ser substituído por um nú- 
mero finito de soluções — ou seja, os pontos extremos A, B, C, D, 
E e F. Esse resultado é fundamental para o desenvolvimento do 
algoritmo algébrico geral denominado método simplex, que estuda- 
remos no Capítulo 3 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.2A 


l. Determine a região de soluções viáveis para cada uma das sc- 
guintes restrições independentes, dado que x, x, 20, 
*(a) -3x + 1,56 
(b) x, — 2 2x, 25 
(c) 2x, -3r £12 
*(d) x, — x; <0 


(e) =x, +x, 20 


2. Identifique a direção de crescimento de z em cada um dos se- 
guintes casos; 

*(a) Maximizar z =", =x, 
(b) Maximizar z = —Sx, - 6x, 
(c) Maximizar z = =x, + 2x, 

*(d) Maximizar z = -3x, + x, 

3. Determine a região de soluções viáveis ¢ a solução ótima do 
modelo da Reddy Mikks para cada uma das seguintes altera- 
ções independentes: 

(a) A demanda diária de tinta para exteriores é de no máximo 2,5 t. 

(b) A demanda diária de tinta para interiores é de no mínimo 2 t. 

(c) A demanda diária de tinta para interiores é exatamente | t 
superior à de tinta para exteriores. 

(d) A disponibilidade diária da matéria-prima M1 é de pelo 
menos 241. 

(e) A disponibilidade diária da matéria-prima M1 é de pelo 
menos 24 t,e a demanda diária de tinta para interiores é 
maior do que a de tinta para exteriores por no minimo | t. 

d. Uma empresa que funciona dez horas por dia fabrica dois pro- 
dutos em três processos sequenciais A Tabela A resume os da- 
dos do problema. 


Tabela A 


Minutos por unidade 
Lucro por 


Produto Processo | Processo 2 Processo 3 unidade ($) 


p 


10) 6 8 2 
2 5 20 LO 3 


Determine o mix ótimo dos dois produtos. 


*5, Uma empresa fabrica dois produtos, A e B. O volume de vendas 
de A é de no minimo 80% do total de vendas de ambos (A ¢ B) 
Contudo, a empresa não pode vender mais do que 100 unidades 
de A por dia. Ambos os produtos usam uma matéria-prima cuja 
disponibilidade máxima diária é 240 Ib. As taxas de utilização 
da matéria-prima são 2 lb por unidade de A e 4 lb por unidade 
de 8. Os lucros unitários para A e B são $ 20 e 5 50, respectiva- 
mente. Determine o mix de produto ótimo para a empresa. 


6. A Alumeo fabrica chapas e barras de alumínio. A capacidade 
máxima de produção estimada são 800 chapas ou 600 barras por 
dia. À demanda máxima diária são 550 chapas e 580 barras. O 
lucro por tonelada é $ 40 por chapa e $ 35 por barra. Determine 
o mix ótimo de produção diária. 

*7, Um indivíduo quer investir $ 5.000 no próximo ano em dois 
tipos de investimento: o Investimento A rende 5% e o inves- 
timento B rende 8%. Pesquisas de mercado recomendam uma 
alocação de no minimo 25% em A e no máximo 50% em 6. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


Além do mais, O Investimento em À deve ser no minimo metade 
do investimento em B. Como o fundo deveria ser alocado aos 
dois investimentos? 

A Divisão de Educação Continuada (DEC) da Ozark Commu- 

nity College oferece um total de 30 cursos a cada semestre, Os 

cursos oferecidos são, geralmente, de dois tipos: práticos, como de 
marcenaria, edição de textos e manutenção de carros; e na área 
de Humanas, como história, música e belas-artes. Para satisfazer 
as demandas da comunidade, devem ser oferecidos no minimo 
dez cursos de cada tipo a cada semestre, À DEC estima que as re- 
ceitas geradas pelos cursos práticos e da área de Humanas sejam 
de aproximadamente $ 1.500 e $ 1.000 por curso, respectivamente. 

(a) Elabore uma oferta ótima de cursos para a escola. 

(h) Mostre que o ganho por curso adicional é de $ 1,500, que é 
igual à receita por curso prático, O que esse resultado signi- 
fica em termos de oferta de cursos adicionais? 

© ChemLabs usa as matérias-primas / e // para produzir dois 

produtos líquidos para limpeza doméstica, A e B. As disponibi- 

lidades diárias das matérias-primas J e JI são de 150 e 145 unida- 

des, respectivamente, Uma unidade do produto A consome 0,5 

unidade da matéria-prima fe 0,6 unidade da matéria-prima FT, 

e uma unidade do produto £ usa 0,5 unidade da matéria-prima 

fe 0,4 unidade da matéria-prima JI. Os lucros por unidade dos 

produtos A e B são $ 8e $ 10, respectivamente. A demanda did- 

ria do produto A varia entre 30 e 150 unidades e a do produto 

B, entre 40 e 200 unidades. Encontre as quantidades ótimas de 

produção de A e B. 

No armazém de secos e molhados Ma-and-Pa, o espaço de prate- 

leira é limitado e deve ser usado com efetividade para aumentar 

o lucro. Os dois itens de cereal, Grano e Wheatie, disputam um 

espaço total de prateleira de 60 pés”, Uma caixa de Grano ocupa 

0.2 pés” e uma caixa de Wheatie precisa de 0,4 pés”. As deman- 

das diárias máximas de Grano e Wheatie são de 200 e 120 caixas, 

respectivamente. Uma caixa de Grano gera um lucro liquido de 
$ 1,¢ uma caixa de Wheatie gera um lucro liquido de $ 1,35. Os 
proprietários da loja acham que, como o lucro unitário 
do Wheatie 35% mais alto do que o do Grano, o espaço des- 
tinado ao Wheatic deve ser 35% malor do que o destinado 

ao Grano, o que equivale a destinar aproximadamente 57% 

do espaço total ao Wheatie e 43% ao Grano, O que você acha 

disso? 

Jack pretende entrar na Ulern University e já percebeu que ‘sd 

trabalho e nenhuma diversão faz do Jack um bobalhão O re- 

sultado é que ele quer partilhar seu tempo disponivel de aproxi- 
madamente dez horas por dia entre estudo e diversão. Ele esti- 
ma que se divertir é duas vezes mais interessante do que estudar 

e, além disso, ele quer estudar pelo menos o mesmo tempo que 

dedica à diversão. Contudo, Jack percebeu que, se quiser rea- 

lizar todas as suas tarefas escolares, não pode se divertir mais 
do que 4 horas por dia. Como ele deve alocar seu tempo para 
maximizar seu prazer em termos de estudar e se divertir? 

A Wild West produz dois tipos de chapéus de vaqueiro. Um cha- 

péu do tipo | requer duas vezes mais mão-de-obra do que um 

do tipo 2. Se todas as horas de trabalho forem dedicadas só ao 
tipo 2, a empresa pode produzir um total de 400 chapéus por 

dia. Os limites de mercado respectivos para os dois tipos são 150 

e 200 chapéus por dia. O lucro é $ 8 por chapéu do tipo 1 e $5 

por chapéu do tipo 2, Determine o número de chapéus de cada 

lipo que maximizaria o lucro. 

A Show & Sell pode anunciar seus produtos na rádio local e 

na televisão. A verba de propaganda é limitada a $ 10.000 por 

mês. Cada minuto de propaganda pelo rádio custa $ 15 e cada 
minuto de comerciais na TY custa $ 300, A Show & Sell gosta de 
anunciar pelo rádio no minimo duas vezes mais do que na TY. 

Ao mesmo tempo, não é prático usar mais do que 400 minutos 

por mês de propaganda pelo rádio. Por experiência anterior, a 

empresa estima que anunciar na TV é 25 vezes mais eficiente do 

que anunciar no rádio, Determine a alocação ótima da verba de 
propaganda entre rádio e TY. 


Pesquisa operacional 


“14. A Wyoming, Electric Coop tem uma usina de geração de energia 
por turbinas a vapor. Como o Estado de Wyoming é rico em depó- 
sitos de carvão, a usina utiliza carvão para gerar vapor. No entan- 
to, isso pode resultar em emissões que não cumprem os padrões 
da Agência de Proteção Ambiental (Environmental Protection 
Agency — EPA). As regulamentações da Agência de Proteção Am- 
biental limitam a descarga de dióxido de enxofre a 2.000 partes por 
milhão por tonelada de carvão queimado e a descarga de fumaça 
palas chaminés da usina a 20 Ib por hora. A Coop recebe duas ca- 
tegorias de carvão pulverizado, Cl e C2, para utilização na geração 
de vapor. As duas categorias costumam ser misturadas antes da 
queima. Para simplificar. podemos considerar que a quantidade 
(em partes por milhão) do poluente enxofre descarregado é uma 
média ponderada entre as proporções de cada categoria usada na 
mistura. Os dados da Tabela B são baseados no consumo de 1 t por 
hora de cada uma das duas categorias de carvão. 


Tabela B 


Descarga de 
enxofre em partes 


Descarga de 
fumaça em Ib 


Vapor gerado 


Categoria em Ib 


do carvao por milhão por hora por hora 
Cl 1.500 Zyl 12.000 
C2 2.100 0,9 9.000 


(a) Determine a razão ótima para a mistura das duas categorias 
de carvão. 

(b) Determine que efeito teria o aumento de 1 lb no limite da 
descarga de fumaça sobre a quantidade de vapor gerada 
por hora. 


15. A Top Toys está planejando uma nova campanha publicitária 
por rádio e TV. Um comercial de rádio custa $ 300 e um anún- 
cio de TV custa $ 2.000, A verba total alocada à campanha é de 
$ 20.000, Contudo, para garantir que cada mídia terá no mini- 
mo um comercial de rádio e um anúncio de TV, o máximo que 
pode ser alocado a qualquer uma delas não pode passar de 80% 
da verba total. Estima-se que o primeiro comercial de rádio al- 
cançará 5.000 pessoas, e que cada comercial adicional alcançará 
apenas 2.000 novas pessoas. No caso da TY, o primeiro anúncio 
alcançará 4.500 pessoas e cada anúncio adicional alcançará mais 
3.000, Como a verba deve ser alocada entre rádio e TV? 

16. A Burroughs Garment Company fabrica camisas masculinas e 
blusas femininas para a Walmark Discount Stores. A Walmark 
aceitará toda a produção fornecida pela Burroughs. O proces- 
so de produção inclui cortar, costurar e embalar. À Burroughs 
emprega 25 trabalhadores no departamento de corte, 35 no 
departamento de costura e 5 no departamento de embalagem. 
A empresa trabalha em turnos de & horas por dia, 5 dias por 
semana. A Tabela C dá os requisitos de tempo e os lucros 
por unidade para as duas peças de vestuário. 


Tabela C 
Minutos por unidade 
Lucro por 
Peça Corte Costura Embalagem unidade ($) 
Camisas 20) 70 12 8 
Blusas 60 60 4 12 


Determine a programação semanal ótima de produção para 
a Burroughs. 


17. Uma fabricante de móveis produz mesas e cadeiras. O depar- 
tamento de serraria corta a madeira para ambos os produtos, 
que então é enviada separadamente para os respectivos depar- 
tamentos de montagem. Os itens montados são enviados ao 
departamento de pintura para acabamento, A capacidade diá- 
ria do departamento de serraria é de 200 cadeiras e 80 mesas. 
© departamento de montagem de cadeiras pode produzir 120 
cadeiras por dia ¢ o de montagem de mesas tem uma capaci- 


Capítulo 2 Modelagem com programação linear 


dade diária de montagem de 60 mesas. A capacidade diária do 
departamento de pintura é 150 cadeiras ou 110 mesas. Dado 
que o lucro por cadeira é $ 50 e o de uma mesa é $ 100, determi- 
ne o mix de produção ótimo para a empresa. 

*18. Uma linha de montagem que consiste em três estações consecu- 
tivas produz dois modelos de rádio: HiFi-l e HiFi-2. A Tabela D 
dá os tempos de montagem para as três estações de trabalho. 


Tabela D 


Minutos por unidade 


Estação de trabalho Hifi-/ HiFi-2 
| 6 4 
2 5 5 
3 4 6 


A manutenção diária para as estações 1,2 e 3 consome 10%, 
14% e 12%, respectivamente, de um máximo de 480 minutos 
disponíveis para cada estação por dia. Determine o mix ótimo 
de produtos que minimizará as horas ociosas (ou não utilizadas) 
nas três estações de trabalho. 
19. Experimento com TORA, Digite o seguinte PL no TORA e sele- 
cione o modo de solução gráfica para revelar a tela gráfica de PL. 


Minimizar z = ax, + 8x, 


sujeito a 


ax, =X, 0 
x, = 10 
gS 9 
Cae: 0 


Em seguida, pegue uma folha de papel e desenhe e subdivida 
os eixos x, e x, em escalas adequadas ao problema (você também 
pode clicar*Print Graph’ no topo da jancla direita para obter uma 
planilha com subdivisões pronta para usar). Agora, represente ma- 
nualmente no gráfico uma restrição na folha preparada e então cli- 
que na janela esquerda da tela para verificar sua resposta. Repita o 
mesmo para cada restrição e depois encerre o procedimento com 
um gráfico da função objetivo. O processo sugerido foi elaborado 
para testar e reforçar seu entendimento da solução gráfica de PL 
verificando de imediato a resposta no TORA. 


20. Experimento com o FORA, Considere o seguinte modelo de PL: 


Maximizar z = 5x, + 4x, 


sujeito a 

bx +áx, = 24 
6x, +3x, < 225 
Rom S 5 
x+2x, E b 
-y +x, E | 
MS É 

Mad E 


Em PL, diz-se que uma restrição é redundante se sua retirada 
do modelo não modificar a região de soluções viáveis. Use o 
recurso gráfico do TORA para identificar as restrições redun- 
dantes e em seguida mostre que a retirada dessas restrições 
(pela simples ação de não representá-las em gráfico) não afeta 
a região de soluções ou a solução ótima, 
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21. Experimento com o TORA. No modelo da Reddy Mikks, use o 
TORA para mostrar que a retirada das restrições de matéria- 
prima (restrições | e 2) resultariam em uma região de soluções 
ilimitada. Nesse caso, o que se pode dizer sobre a solução ótima 
do modelo? 


22. Experimento com o TORA. No modelo da Reddy Mikks, supo- 
nha que a seguinte restrição seja adicionada ao problema: 


x, 23 
Use o TORA para mostrar que o modelo resultante tem res- 
trições conflitantes que não podem ser satisfeitas simultanea- 
mente e, portanto, não tem nenhuma solução viável. 


2.2.2 Solução de um modelo de minimização 
Exemplo 2.2-2 (Problema da dieta) 


A Ozark Farms usa no minimo 800 |b de ração especial por dia. 
Essa ração especial é uma mistura de milho e soja com as composi- 
ções elencadas na Tabela 2.3. 


Tabela 2.3 Composição de ração da Ozark Farms 


lb por Ib de ração 


Ração Proteina Fibra Custo($/lb) 
Milho (1,09 0,02 030 


Soja 0,60 0,06 0,90 


Os requisitos nutricionais da ração especial são de no mínimo 
30% de proteína e de no máximo 5% de fibra. A Ozark Farms quer 
determinar a mistura que gera a ração de minimo custo diário. 

Como a ração consiste em milho e preparado de soja, as variá- 
vels de decisão do modelo são definidas como 


x, = lb de milho na mistura diária 


x, = lb de preparado de soja na mistura diária 


A função objetivo procura minimizar o custo total diário da ra- 
ção e, por isso, é expressa como 


Minimizar z = 0,3% + 0,9x, 


As restrições do modelo refletem a quantidade diária neces- 
sária e os requisitos nutricionais. Como a Ozark Farms precisa de 
no mínimo 800 lb de ração por dia, a restrição associada pode ser 
expressa como 


x, ++4,2800 
Quanto à restrição ao requisito nutricional de proteina, a quan- 
tidade de proteina presente em x, Ib de milho e x, Ib de preparado 


de soja é (0,09x, + 0,6x,) Ib. Essa quantidade deve ser igual a no 
minimo 30% do total da mistura das rações (x, + x,) Ib, isto é, 


0,09r, + 0,60, 2 0,3(x, + x) 


De modo semelhante, o requisito de no maximo 5% de fibras 
É expresso por 


0,02x, + 0,06x, = 0,05(x, + 4) 
Podemos simplificar as restrições passando os termos em x ex, 
para o lado esquerdo de cada desigualdade, deixando somente uma 


constante no lado direito. Assim, o modelo completo se torna 


Minimizar z = 0,3x, + 0,9x, 


12 
sujeito a 
x, +x, = 800 
0,21x, -0,30x, = 0 
0,03, —0,01x, = ü 
fat. É ü 


1? 


A Figura 2.3 apresenta a solução gráfica do modelo. Diferente 
das restrições do modelo da Reddy Mikks (Exemplo 2.2-1),a segun- 
da e a terceira restrições passam pela origem, Para representar em 
gráfico as retas associadas precisamos de um ponto adicional, que 
pode ser obtido com a designação de um valor a uma das variáveis 
e depois com a resolução para a outra variável, Por exemplo, na 
segunda restrição, x, = 200 fará 0,21 x 200 — 0,3x, = 0, ou x, = 140, 
Isso significa que a linha reta 0,21x, = 03x, = 0 passa por (0,0) e 
(200, 140). Observe também que (0, 0) nao pe ser usado como um 
ponto de referência para as restrições 2 ¢ 3 porque ambas as retas 
passam pela origem. Em vez disso, pode- se usar um oulro ponto 
(por exemplo, (100,0) ou (0,100)) para essa finalidade. 


Solução 


Como o presente modelo busca a minimização da função 
objetivo, precisamos reduzir o valor de z o máximo possível na 
direção mostrada na Figura 2.3. A solução ótima é o extremo das 
duas retas x, + 1, = SWe 021x, - 03x, =D,0 que dá como resultado 
x, = 47059 Ib ex, = 329,41 Ib. O custo da tração é z = 0,3 x 470,59 + 
0,9 x 329,42 = $ 437.65 por dia, 


Comentários. Precisamos observar o modo como as restrições do 
problema são construídas. Como o modelo está minimizando o custo 
total, poderiamos a rgumenar que a solução buscará exatamente 800 t 
de ração. De fato, é isso o que a solução ótima encontrada nos dá. 


Figura 2.3 
Solução gráfica do modelo da dieta 


Ótima: x, = 470,6 Ib 
x, = 329,4 Ib 
z= 5437,64 


Portanto, isso significa que a primeira restrição pode ser totalmente 
eliminada pela simples inclusão da quantidade de 800 t nas restri- 
ções remanescentes? Para achar a resposta, expressaremos as novas 
restrições para proteina e fibra como 


0,09x, + 0,6x, > 0,3 x 800 
0,02x, + 0,06x, < 0,05 x 800 


Pesquisa operacional 


Ou 


0,09%, + 0,6x, > 240 
0,02x, + 0,06x, = 40 


A nova formulação dá a solução x, = 0 e x, = 400 Ib (Verifique 
com o TORA!) que não satisfaz o requisito Ieplicho de 800 Ib de 
ração. Isso significa que a restrição x, + x, 2 800 deve ser usada expli- 
citamente e que as restrições de pr oteina e fibra devem permanecer 
exatamente iguais às criadas originalmente. 

Seguindo essa mesma linha de raciocínio, poderiamos ficar 
tentados a substituir x, + x, 2 800 por x, + x, = 800. No presente 
exemplo, as duas restrições dão a mesma resposta, mas, de modo 
geral, esse pode não ser o caso, Por exemplo, suponha que a mistura 
diária deva incluir no mínimo 500 Ib de milho. Nesse caso, a solução 
ótima exigiria usar 500 Ib de milho e 350 Ib de soja (Verifique com 
TORA!) o que equivale a uma mistura diária de 500 + 350 = 850 Ib. 
Impor a restrição de igualdade a priori levará à conclusão de que o 
problema não tem nenhuma solução viável (Verifique com TORA !). 
Por outro lado, a utilização da desigualdade inclui também o caso da 
igualdade e, portanto, não impede que o modelo produza exatamen- 
te 800 Ib de mistura de rações, caso as restrições remanescentes O 
permitissem, À conclusão é que não devemos “adivinhar a solução 
impondo a restrição adicional de igualdade e devemos usar sem- 
pre desigualdades, a menos que a situação estipule explicitamente 
o uso de igualdades. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.2B 


1. Identifique a direção de decrescimento de z em cada um dos 

seguintes casos: 
*(a) Minimizar z = 4x, — 2x, 

(b) Minimizar z = -3x, + x, 
(c) Minimizar z =—x, — 2x, 

2. Suponha que, no modelo da dieta, a disponibilidade diária de 
milho esteja limitada a 450 Ib. Identifique a nova região de solu- 
ções e determine a nova solução ótima. 


3. No caso do modelo da dieta, que tipo de solução ótima o mo- 
delo daria se a mistura não pudesse passar de 800 |b por dia? A 
solução faz sentido? 


4. John deve trabalhar no minimo 20 horas por semana para re- 
forçar sua renda enquanto ainda está na escola, Ele tem a opor- 
tunidade de trabalhar em duas lojas de varejo, Na loja 1, pode 
trabalhar entre 5 e 12 horas por semana, ¢ na loja 2, entre 6 e 
10 horas. Ambas pagam o mesmo salário por hora, Para decidir 
quantas horas trabalhará em cada loja, John quer basear sua de- 
cisão no estresse causado pelo trabalho, Com base em conver- 
sas com os atuais empregados, John estima que, em uma escala 
ascendente de | a 10, os fatores de estresse são 8 e 6 nas lojas le 
2, respectivamente, Como o estresse aumenta com o tempo, ele 
considera que o estresse total para cada loja no final da semana 
seja proporcional ao número de horas que ele trabalhar na loja. 
Quantas horas John deve trabalhar em cada loja? 

*§ A OilCo está construindo uma refinaria para fabricar quatro 
produtos: óleo diesel, gasolina, lubrificantes e combustivel para 
jatos. A demanda minima (em barrisídia) para cada um des- 
ses produtos é 14.000, 30.000, 10.000 e 8.000, respectivamente. 
A QilCo tem contratos de fornecimento de óleo cru para o [ra 
e Dubai. Por causa das cotas de produção especificadas pela 
Organização dos Paises Exportadores de Petróleo (Opep), a 
nova refinaria pode receber no mínimo 40% de seu óleo cru 
do lrã e a quantidade restante de Dubai, À OilCo prevê que 
a demanda e as cotas de óleo cru permanecerão estáveis nos 
próximos dez anos. 

As especificações dos dois óleos crus resultam em duas mis- 
turas de produtos diferentes: um barril de óleo cru do Irã rende 
0.2 barril de diesel, 0.25 barril de gasolina, 0,1 barril de lubrifi- 
cante e 0,15 barril de combustivel para jatos. Os rendimentos 
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correspondentes do óleo cru de Dubai são 0,1; 0,6; 0,15 e 0,1, 
respectivamente. A OilCo precisa determinar a capacidade mi- 
nima da refinaria (em barrisídia). 

6. A Day Trader quer investir uma quantia de dinheiro para gerar 
um rendimento anual de no mínimo $ 10.000. Há dois grupos de 
ações disponíveis: as de primeira linha e as de alta tecnologia, 
cujos rendimentos médios anuais são 10% e 25%, respectiva- 
mente. Embora as ações de empresas de alta tecnologia apre- 
sentem um rendimento médio mais alto, são mais arriscadas, é a 
Trader quer limitar a quantia investida nessas ações a não mais 
do que 60% do investimento total. Qual é a quantidade minima 
que a Trader deve investir em cada grupo de ações para cumprir 
a meta de rendimento do investimento? 


“7. Uma central industrial de reciclagem usa dois tipos de sucata 
de alumínio, A e B, para produzir uma liga especial, A sucata A 
contém 6% de alumínio, 3% de silício e 4% de carbono. À sucata 
B tem 3% de alumínio, 6% de silício e 3% de carbono, Os custos 
por tonelada das sucatas A e B são $ 100 e $ 80, respectivamen- 
te. Às especificações da liga especial requerem que 1) 0 teor de 
alumínio deva ser no minimo 3% e no máximo 6%: 2) o teor 
de silício deva ficar entre 3% e 5%;€ 3) 0 teor de carbono deva 
ficar entre 3% e 7%. Determine o mix ótimo (de mínimo custo) 
de sucatas que deve ser usado para produzir 1.000 toneladas 
da liga, 


8 Experimento com o FORA. Considere o Modelo da Dieta e su- 
ponha que a função objetivo é dada por 


Minimizar z = 15x, + 0,8x, 


Use o TORA para mostrar que a solução ótima esta relaciona- 
da com dois pontos extremos distintos e que ambos dão o mesmo 
valor para a função objetivo. Nesse caso, diz-se que o problema 
tem soluções ótimas alternativas. Explique as condições que le- 
vam a essa situação e mostre que, na verdade, o problema tem um 
número infinito de soluções ótimas alternativas; depois, esboce 
uma fórmula para determinar todas essas soluções. 


2.3 APLICAÇÕES SELECIONADAS DE PL 


Esta seção apresenta modelos realistas de PL nos quais a defini- 
ção das variáveis e a construção da função objetivo e das restrições 
não são tão diretas como no caso do modelo de duas variáveis. En- 
tre as áreas abrangidas por essas aplicações citamos as seguintes: 


1. Planejamento urbano. 

2. Arbitragem de moedas, 

3. Investimento, 

4. Planejamento de produção e controle de estoque. 
5. Mistura e refino de petróleo. 


6. Planejamento de mão-de-obra. 


Cada modelo é desenvolvido completamente e sua solução óti- 
ma é analisada e interpretada. 


2.3.1 Planejamento urbano! 


Planejamento urbano trata de três áreas gerais: 1) construção 
de novos projetos habitacionais; 2) recuperação de áreas habitacio- 
nais e recreacionais urbanas deterioradas; e 3) planejamento de ins- 
talações públicas (como escolas e aeroportos). As restrições associa- 
das com esses projetos são tanto econômicas (terreno, construção, 
financiamento) quanto sociais (escolas, parques, nível de renda). Os 
objetivos do planejamento urbano variam. No desenvolvimento 
de projetos habitacionais, de modo geral o lucro é o motivo para a 
consecução do projeto. Nas duas categorias restantes, os objetivos 
envolvem considerações sociais, políticas, econômicas e culturais, 
De fato, em um caso divulgado em 2004, o prefeito de uma cidade 
de Ohio queria condenar uma área antiga da cidade para dar lugar 


‘Esta seção é baseada em Laidlaw (1972). 
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a um projeto habitacional de alto padrão. O motivo era aumentar a 
arrecadação de impostos para ajudar a amenizar a insuficiência or- 
camentária. O exemplo apresentado nesta seção for motivado com 
base no caso de Ohio. 


Exemplo 2.3-1 (Modelo de renovação urbana) 


A cidade de Erstville enfrenta uma séria carência orçamentária. 
Em busca de uma solução de longo prazo, a câmara de vereadores 
da cidade aprova uma melhoria da base de cobrança de impostos 
que prevê a condenação de uma área habitacional do centro da ci- 
dade e sua substituição por um conjunto habitacional moderno. 

O projeto envolve duas fases: 1) demolição das casas que es- 
tão aquém do padrão para liberar terreno para o novo projeto; e 2) 
construção do novo conjunto urbano. A seguir daremos um resumo 
da situação. 


1. Um total de 300 casas aquém do padrão podem ser demolidas. 
Cada casa ocupa um lote de (1,25 acres. O custo da demolição de 
uma casa condenada é de $ 2.000, 

2. Os tamanhos de lotes para domicílios (unidades) simples, du- 
plos, triplos e quádruplos são de 0,18; 0.28; 0,4 e 0,5 acres, res- 
pectivamente. Ruas, espaços abertos e instalações públicas ocu- 
pam 15% da área disponível, 

3. No novo conjunto habitacional, as unidades triplas e quádruplas 
representam no mínimo 25% do total, Unidades simples devem re- 
presentar no minimo 20% de todas as unidades, ¢ unidades du- 
plas, no minimo 10%, 

4. O imposto cobrado por unidade para unidades simples, duplas. 
triplas e quádruplas é de $ 1.000, 1.900, $ 2.700 e $ 3.400, res- 
pectivamente, 

5. O custo da construção por unidade domiciliar simples, dupla. 
tripla e quádrupla é de $ 50.000, $ 70.000, $ 130.000 e $ 160.000, 
respectivamente. O financiamento acordado com um banco lo- 
cal será de no máximo $ 15 milhões. 


Quantas unidades de cada tipo devem ser construídas para ma- 


ximizar a arrecadação de impostos? 


Modelo matemático. Além de determinar o número de unidades 
de cada tipo a ser construído, precisamos também decidir quantas 
casas devem ser demolidas para liberar espaço para o novo projeto 
habitacional. Assim, as variáveis do problema podem ser definidas 
da seguinte maneira: 


x, = número de unidades simples 
x, = número de unidades duplas 
x, = número de unidades triplas 
x, = número de unidades quádruplas 


x, = número de casas antigas a demolir 


O objetivo é maximizar a arrecadação de impostos de todos os 
quatro tipos de residências, isto é, 


Maximizar z = 1.000x, + 1.900x, + 2.700x, + 3.400x, 


A primeira restrição do problema trata da disponibilidade de 
terreno, 


Área usada para «| Área líquida 
construção de novas casas disponível 


Pelos dados do problema, temos 
Área necessária para novas casas = 0,18x, + 0,28x, + 0,4x, + 0.5x, 


Para determinar a área disponível, cada casa demolida ocupa 
um lote de 0,25 acres, o que resulta em um total de 0,25x, acres. Dei- 
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xando 15% para espaços abertos, ruas e instalações públicas, a área 
liquida disponível é 0,55(0,25x,) = 0,2125x,. A restrição resultante é 


0,18x, + 0,28x, + 04x, + 0,5x, < 0,2125x, 
ou 
0,18x, + 0,28x, + 0,dx, + 05x, -0,2125x, <0 


O número de casas demolidas não pode exceder 300, 0 que é 
expresso como 


x, = 300 


Em seguida, adicionamos as restrições que limitam o número de 
unidades de cada tipo de casa. 

(Número de unidades simples) (20% do total de unidades) 

(Número de unidades duplas) (10% do total de unidades) 


(Número de unidades triplas e quádruplas) (25% do total de unidades) 
Essas restrições são expressas matematicamente como 
x, 202% +4, E S E 
201% +x, +3, +X) 
x, +x, 20,25, + x, tr +r) 


A única restrição restante trata de manter o custo de demoli- 
ção/construção dentro do orçamento permitido, isto é, 


(Custo de demolição e construção) (Orçamento disponivel) 
Exprimindo todos os custos em milhares de dólares, obtemos 
(30x, + 70x, + 130x, + 160x,) + 2x, £ 15.000 
Assim, o modelo completo se torna 
Maximizar z = 1.000x, + 1.900x, + 2,700x, + 3.400x, 
sujeito a 


018x + 0,287, + 04x, + 0,5x,-0,2125x,<0 
x, = 300 
—0,8x, + 0,2x, + 0,2x, + 02x, 5 
D,1x, = 0,9x, + 0,1x, + 01x, = 0 
0,254, + 0,252, — 0,75x, — 0,75x,5 0 
SOx, + 70x, + 130x, + 160x, + 2x, £ 15,000 
AX Et 


Solução 

A solução ótima (usando o arquivo amplEX2.3-1.txt ou 
solverÊx2,3-L xls), tendo: 
Arrecadação total de impostos = z = $ 343.965 
Número de unidades residenciais simples = x, = 35,83 = 36 unidades 
Número de unidades residenciais duplas = x, = 98,53 = 99 unidades 
Número de unidades residenciais triplas = x, = 44,79 = 45 unidades 
Número de unidades residenciais quadruplas = x, = 0 unidades 
Número de casas demolidas = x, = 244,49 = 245 unidades 
Comentários. À programação linear não garante automatica- 
mente uma solução com números inteiros, e essa é a razão do 
arredondamento de valores contínuos para o inteiro mais próxi- 
mo. À solução aproximada exige a construção de 180 (= 36 + 99 


+ 45) unidades e a demolição de 245 casas velhas, o que rende 
$ 345.600 em impostos. Entretanto, não esqueça que, de modo 


Pesquisa operacional 


geral, a solução aproximada pode não ser viável. De fato, a so- 
lução aproximada encontrada ultrapassa a restrição orçamentária 
em $ 70.000 (verifique!). O interessante é que a verdadeira solução 
ótima com números inteiros (usando os algoritmos do Capítulo 9) é 
x,=36,1,=98,x,=45,x,=0€ x, = 245, com z = $ 343.700. Obser- 
ve atentamente que a solução aproximada resulta em um melhor 
valor para a função objetivo, o que parece contraditório. A razão 
é que a solução aproximada exige a produção de uma unidade 
residencial dupla a mais, o que só é viável se houver um aumento 
de $ 70.000 no orçamento. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3A 


À. Uma empresa imobiliária está desenvolvendo um projeto 
habitacional de casas de aluguel e um espaço para o comér- 
cio varejista. O projeto habitacional consiste em apartamen- 
tos funcionais, apartamentos duplex e unidades residenciais 
simples. A demanda máxima de inquilinos potenciais é es- 
timada em 500 apartamentos funcionais, 300 apartamentos 
duplex e 250 unidades residenciais simples, mas o número 
de apartamentos duplex deve ser igual a no minimo 50% do 
número de apartamentos funcionais e unidades residenciais 
simples. O espaço para o comércio varejista é proporcional 
ao número de unidades residenciais à razão de no minimo 
10 pés”, 15 pés” e 18 pés” para apartamentos funcionais, 
apartamentos duplex e unidades residenciais simples, res- 
pectivamente. Contudo, a disponibilidade de terreno limita o 
espaço de comércio varejista a não mais do que 10,000 pés”, 
A receita mensal de aluguéis é estimada em $ 600,5 750 e 
$ 1,200 para apartamentos funcionais, apartamentos duplex 
e unidades residenciais simples, respectivamente. O aluguel 
de espaços para comércio varejista é $ 100/pés”. Determine 
a área ótima de espaço para comércio varejista € o número 
de unidades residenciais. 

2. A Câmara de Vereadores da cidade de Fayetteville está em 
processo de aprovação da construção de um novo centro de 
convenções de 200.000 pés”. Foram propostos dois locais e am- 
bos requerem a aplicação da lei do ‘dominio eminente” para a 
aquisição da propriedade. À Tabela E apresenta dados sobre as 
propriedades (contíguas) propostas em ambos os locais, acom- 
panhados do custo de aquisição, 


Tabela E 
Local Local 2 


Área Custo Área Custo 
Propriedade (1.000 pés?) ($ 1.000) (1.000 pés?) ($ 1.000) 


| 20 1.000 80 2,800 
2 50 2.100 60 1.900 
3 50 2.350 50 2.800 
4 30 1.850 70 2.500 
3 60 2.950 


A aquisição parcial da propriedade é permitida. No minimo 
75% da propriedade 4 deve ser adquirida se for selecionado o 
local 1,e no minimo 50% da propriedade 3 deve ser adquirida se 
for selecionado o local 2, Embora a propriedade do local 1 seja 
mais cara (com base no valor por pés”), o custo da construção é 
menor do que no local 2 porque o estado da infra-estrutura no 
local 1 é muito melhor. O custo de construção é de $ 25 milhões 
no local 1 e de $27 milhões no local 2. Qual dos locais deve ser 
selecionado e quais propriedades devem ser adquiridas? 

*3. Uma cidade executará cinco projetos de renovação habitacional 
urbana nos próximos cinco anos, Cada projeto será iniciado em 
um ano diferente e terá duração diferenciada. A Tabela F apre- 
senta os dados básicos da situação. 
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Tabela F 


Custo Receita anual 
Ano l Ano? Ano3 Ano4 Ano5 (milhões 4) (milhões $) 


Projeto 1 Inicio Final 5,0 0,05 
Projeto 2 Início Final 80 0,07 
Projeto 3 Início Final 15,0 0,15 
Projeto 4 Início Final LZ 0,02 
Orçamento 

(milhões $)30 60 4 7,0 70 


Os projetos 1 e 4 devem estar totalmente concluídos dentro 
dos prazos. Os dois projetos restantes podem ser concluidos 
parcialmente dentro das limitações orçamentárias, se necessa- 
rio. Todavia, cada projeto deve estar no mínimo 25% conclui- 
do dentro do prazo. Ao final de cada ano, a seção concluída de 
um projeto será imediatamente ocupada por inquilinos ée uma 
quantidade proporcional de receita será realizada. Por exemplo, 
se 40% do projeto | estiver concluído no ano | e 60% no ano 
3, a receita associada para os cinco anos na projeção do plane- 
jamento será de 0,4 x $ 50.000 (para o ano 2) + 0,4 = $ 50.000 
(para o ano 3) + (0,4 + 0,6) x $ 50.000 (para o ano 4) + (0,4 + 
0,6) x $ 50.000 (para o ano 5) = (4 x 0.4 + 2 x 0,6) x $ 50.000, 
Determine a programação ótima para os projetos que maximi- 
zará a receita total na projeção de cinco anos. Para simplificar, 
desconsidere a desvalorização do valor ao longo do tempo. 

4. A cidade de Fayetteville está concebendo um projeto de reno- 
vação urbana que incluirá conjuntos habitacionais de casas pe- 
minadas para baixa e média rendas, apartamentos de luxo para 
rendas mais altas e conjuntos habitacionais públicos. O projeto 
também inclui uma escola primária e lojas de varejo. O tama- 
nho da escola primária (número de salas de aula) é proporcio- 
nal ao número de alunos, e o espaço para comércio varejista é 
proporcional ao número de unidades residenciais. A Tabela G 
apresenta os dados pertinentes à situação. 


Tabela G 
Conjunto 
Renda Renda habita- Lojas 
mais Renda mals cional Sala de de 
baixa média elevada público aula varejo 
Número minimo de 
unidades 100 125 15 300 () 
Numero maximo de 
unidades 200 190 260 EL) 25 


Tamanho do lote 

por unidade (acre) 0,05 O07 
Número médio de 

alunos por unidade 1,3 12 [1,5 14 
Demanda pelo varejo 

por unidade (acre) 0,023 
Renda anual 

por unidade($) TODO 12.000 20,000 5.000 — 15.000 


0,03 0,025 0,045 0,1 


0,034 O46 0,023 0,034 


A nova escola pode ocupar uma área máxima de 2 acres a 
uma taxa de no máximo 25 alunos por sala de aula. O custo ope- 
racional anual por sala de aula é $ 10.000, O projeto será locali- 
zado em uma propriedade desocupada de 50 acres pertencente 
ao municipio. Além disso, o projeto pode fazer uso de uma pro- 
priedade adjacente ocupada por 200 cortiços condenados. Cada 
casa condenada ocupa 0,25 acres. O custo para comprar e de- 
molir uma unidade de cortiço é $ 7.000. Espaços abertos, ruas e 
estacionamentos consomem 15% do terreno total disponível, 


Desenvolva um modelo de programação linear para determinar 
o plano ótimo para o projeto. 


* Esta seção é baseada em J. Kornbluth e G, Salkin (1987), Capitulo 4, 


15 


5. A Realco possui 800 acres de terreno virgem perto de um 
lago panorâmico no coração das Ozark Mountains. No passa- 
do, pouca ou nenhuma regulamentação foi imposta aos novos 
empreendimentos ao redor do lago. Agora, as margens estão 
cheias de casas de veraneio e fossas sépticas em uso, a maioria 
instalada inadequadamente. Ao longo dos anos, o vazamento 
dessas fossas sépticas causou grave contaminação da água. 

Para impedir a degradação do lago, os responsáveis apro- 
varam rigorosas posturas municipais aplicáveis a todos os em- 
preendimentos futuros: 1) só poderão ser construídas unidades 
habitacionais simples, duplas e triplas, sendo que as simples 
abrangerão no minimo 50% do total; 2) para limitar o número 
de fossas sépticas, serão exigidos lotes de tamanhos mínimos de 
2,3e dacres para unidades residenciais simples, duplas e triplas, 
respectivamente: 3) é obrigatória a criação de áreas de recrea- 
ção de | acre na proporção de uma área para cada 200 famílias; 
4) para preservar a ecologia do lago, a água subterrânea não 
pode ser bombeada para uso domiciliar, nem para o jardim. 


O presidente da Realco está estudando a possibilidade de ex- 
plorar a propriedade de 800 acres. O novo projeto incluirá uni- 
dades residenciais simples, duplas e triplas. Estima-se que 15% 
da área será alocada para ruas e utilidades públicas. A Realco 
estima que o retorno dos diferentes tipos de unidades residen- 
ciais será como mostrado na Tabela H. 


Tabela H 


Unidade residencial Simples Dupla Tripla 


Retorno líquido por unidade ($) 10.000 12.000 15.000 


O custo do serviço de ligação da area à rede de abastecimen- 
to de água é proporcional ao número de unidades construídas, 
Contudo, a prefeitura cobra um mínimo de $ 100.000 para o 
projeto, Adicionalmente, a expansão do sistema de água em re- 
lação à sua presente capacidade está limitada a 200.000 galões 
por dia durante períodos de pico. Os dados apresentados na Ta- 
bela | resumem o custo de conexão à rede de abastecimento de 
água, bem como o consumo de água para uma família média, 


Tabela | 


Unidade residencial Simples Dupla Tripla Recreação 
Custo da conexão à 

rede de abastecimento 

de água por unidade ($) 1.000 1.200 1.400 800 
Consumo de agua 

por unidade (galão/dia) 400 600 840 450 


Desenvolva um plano ótimo para a Realco, 

6. Considere o modelo da Realco do Problema 5. Suponha que 
há um terreno adicional de 100 acres que possa ser adquirido 
por $ 450.000, 0 que aumentará a área total para 900 acres. Esse 
negócio seria lucrativo para a Realeo? 


2.3.2 Arbitragem de moedas” 

Na economia globalizada de hoje, uma empresa multinacional tem 
de lidar com as moedas dos países onde opera. A arbitragem de moedas, 
ou compra e venda simultâneas de moedas, em diferentes mercados, ofe- 
rece oportunidades para movimentação vantajosa de dinheiro de uma 
moeda para outra. Por exemplo, converter £ 1.000 em dólares america- 
nos em 2001 a uma taxa de câmbio de $ 1,60 por £ 1 resultará em $ 1,600, 
Um outro modo de fazer a conversão é primeiro trocar a libra esterlina 
por ienes japoneses e depois converter os tenes em dólares americanos 
usando as taxas de câmbio de 2001 de £ 1 = ¥ 175e $ 1 = ¥ 105. 


AE 1.000% ¥ 175) | 

A quantia resultante em dólares é fito cado = $ 1.666,67. 
"105 

Esse exemplo demonstra a vantagem de converter a moeda britani- 

ca primeiro em iene japonês e depois em dólares. Esta seção mostra 

como o problema de arbitragem que envolve muitas moedas pode ser 

formulado è resolvido como um problema de programação linear. 
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Exemplo 2.3-2 (Modelo da arbitragem de moedas) 


Suponha que uma empresa tem um total de 5 milhões de dóla- 
res que podem ser trocados por euros (€), libras esterlinas (£), ienes 
(¥) e dinares do Kuwait (KD). Os cambistas estabeleceram os se- 
guintes limites para a quantidade trocada em uma única transação: 
5 milhões de dólares, 3 milhões de euros, 3,5 milhões de libras, 100 
milhões de tenes e 2.8 milhões de KDs. A Tabela 2.4 mostra taxas de 
câmbio típicas no mercado à vista. As taxas abaixo da diagonal são 
as inversas das taxas acima da diagonal. Por exemplo, a taxa (€ $)= 
litaxa(S €) = 1/0,769 = 1,30. 


Tabela 2.4 Taxas de câmbio típicas do mercado à vista 


$ € £ ¥ KD 
5 l 0,769 0,625 105 0,342 
€ 5385 | 0,813 137 0,445 
£ sane IE | 169 0,543 
¥ he a a | 0,0032 
KD am Tass TS Ti: | 


É possível aumentar o estoque de dólares (acima dos $5 milhões 
iniciais) fazendo as moedas circularem pelo mercado de câmbio? 


Modelo matemático. À situação começa com $ 5 milhões. Essa 
quantia passa por várias conversões para outras moedas antes de 
ser afinal convertida novamente em dólares. Assim, O problema 
busca determinar a quantia de cada conversão que maximizará O 
estoque total de dólares. 

Para a finalidade de desenvolvimento do modelo e para sim- 
plificar a notação, usaremos o código numérico da Tabela 2.5 para 
representar as moedas. 


Tabela 2.5 Código numérico 


Moeda $ € E ¥ KD 
Código 1 2 3 4 5 


Definam-se: 
x, = quantia da moeda / convertida na moeda j,i ej = 1,2,...,5 


Por exemplo, x é a quantia em dólares convertida em euros, ¢ 
x, é a quantia de dinares convertida em dólares. Definimos ainda 
duas variáveis adicionais que representam a entrada e a saida do 
problema de arbitragem: 


! = quantia inicial de dólares (= $ 5 milhões) 
v = estoque final de dólares (a ser determinado pela solução) 
Nossa meta é determinar o maior estoque final de dólares possi- 


vel, y, sujeito às restrições aplicadas ao fluxo de moedas e aos limites 
máximos permitidos para as diferentes transações, 


Figura 2.4 
Definição da variável de entrada/saída, x, entre $ e £. 


Começamos desenvolvendo as restrições do modelo. A Figura 
2.4 demonstra a idéia de converter dólares em libras. A quantia de 
dólares x,, na moeda de origem 1 é convertida em 0625x, libras na 
moeda final 3. Ao mesmo tempo, a quantia de dólares transacionada 
não pode exceder o limite estabelecido pelo cambista, x, < 5, 


Pesquisa operacional 


Para conservar o Nuxo de dinheiro de uma moeda para outra, 
cada moeda deve satisfazer a seguinte equação de entrada-saida: 


= 


| Quantia total disponivel ) 


Quanta total convertida 
de uma moeda (entrada) 


em outras moedas (saida) 
l. Dolar (f= 1) 
Total disponível de dólares 
= Quantia inicial de dólares + 
Quantia equivalente de dólares em outras moedas 
=I+(€5D)+(E5S)+r(Y=5+(KD=5) 


E a fd: CA ta 
a a (z = © fr Ps ii [8 Pa 5 


Total de dólares distribuidos 
= Estoque final de dólares + 
Quantia de dólares equivalente em outras moedas 


= y+ ($ — €) + ($ — £) + ($ — ¥)+ ($ — KD) 


=Y + tt At Eyt ds 


l 
er 


0342 * 


Dado / = 5,a restrição do dólar se torna 


Pox o pe RE o JR pm fea + 
| 


Aa t y + | E =5 
o es A : 41 
0,625 105 OH 


2. Euro(i=2) 
Total disponível em euros = (5> €) + (£ > €) + (¥—> €)+ (KD = €) 
= 0,769x,, + l 


Tat Das 


tat p 


Total distribuido de curos = (€> $) + (E€ 4 £ + (€ — ¥) + (€ — KD) 


é P Rig Tag Nee 


| 
0,813 X55 


I 


Assim, a restrição é 

ca I 
E + Xj, +X), Hã (0,769 )x,, + Ta ta? 
1 | 


E Ea Ta x,=0 


3. Libra (f= 3) 
Total disponível em libras = ($ > £) + (€ > £) + (¥ — £) + (KD = £) 


= 0,625x,, + 0,813x,, + Xu + 


| l 
169 7437 pan Ts 


Total distribuído de libras = (£ — 3) + (£ => €) + (£ — Y) + (£ => KD) 


SX be tk 


Assim, a restrição é 
e = = a r a te 
E +X, trt- Odd, + 081405, + 
| 


169 tst gs “ss =9 


4. lene (i= 4) 
Total disponível em ienes = ($ — ¥) + (E — ¥) + (£ — ¥) + (KD — ¥) 
= 105x,, + 137x,, + 169x,, + x 


0,0032 “s 


Total distribuido de tenes = (¥ — $) + (¥-4 €) + (¥ = £} + (f > KD) 


= Ri tly Tita tte 


Assim, a restricao é 
Soe tta- Ge + 13 (+ 169x, + 
| 
0.0032 


5. Dinares (r= 5) 
Total disponivel em dinares 
= (KD = $) + (KD > €) + (KD = £) + (KD = ¥) 
= 0342x,, + 045r + 0543x + 0,0032, 


x, j=0 


‘Total de dinares distribuidos 
={$ > KD) + (€ > KD)+ (£ > KD) + (E > KD) 


= Mia tra 


Capitulo 2 Modelagem com programação linear 


Assim, a restrição é 
Xu + Ea + Hat Hm (0,342, 


ih 


+ 0,445x,, + 0,543x,, + 0,0032x,,) = 0 


As Únicas restrições remanescentes são os limites das transa- 
ções, que são 5 milhões de dólares, 3 milhões de euros, 3,5 milhões 
de libras, 100 milhões de ienes e 2,8 milhões de KDs, que podem ser 
expressas como 


Agora, o modelo completo é dado por 


Maximizar z = y 
sujeito a 
| 


ee ase a O Didi, RS BTA = 

Fe Rg hal ey Ns OTe E eg a T aee =5 
0,625 LOS ü, 342 

Sa mig: ME Ss | z= 

X + XX, +%,— (UM, + an et a tet Ga Xu) =) 
- | l 

. ee Sy aire ; a = 

X, +X, try +%,—(0,625x,, + 0,813x,, + ate TER Ka) W 


| 
0,0032 


Moy tXo Aa + Ag (0342, + 04454, + O ddr, + 0.00324.) = 0 


Ka tig tN tta (105x, + 1372, + 169x + Xu) =) 


x, 20, para todo ie j 
Solução 


A solução ótima (usando o arquivo amplEx2.3-2.txt ou 
solverEx2.3-2.xls) é mostrada na Tabela 2.6. 


Tabela 2.6 Solução ólima 


Solução Interpretação 
y = 509052 Quantia final = $ 5.090.320 
Ganho líquido em dólares = $ 90,320, 
o que representa uma laxa 
de retorno de 1,8064% 
rj = 1,46206 Comprar $ 1.462.060 de euros 
Xyg=5 Comprar $ 5.000.000 de dinares 
X35=3 Comprar € 3.000.000 de dinares 
Xy = 3,5 Comprar £ 3.500.000 de dólares 
xy = 0,931495 Comprar £ 931.495 de euros 
x; = 100 Comprar ¥ 100,000,000 de dólares 
X42 = 100 Comprar ¥ 100,000,000 de curos 
X43 = 100 Comprar ¥ 100,000,000 de libras 
Xs; = 2,085 Comprar KD 2.085.000 de libras 
X54 = 0,96 Comprar KD 960,000 de ienes 


Comentarios. A princípio pode parecer que a solução não tem sen- 
lido porque recomenda usar x,, + X, = 146200 + 5 = 6,46206, ou 
$ 6.462.060 para comprar euros e dinares, quando a quantia inicial 
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de dólares é apenas 5 5.000.000. De onde vêm os dólares a mais? O 
que ocorre na prática é que a solução dada é apresentada ao cam- 
bista como mwm pedido, o que significa que não esperamos até acu- 
mular quantidade suficiente de moedas de certo tipo antes de fazer 
uma compra. No final, o resultado de todas essas transações é um 
custo liquido de $ 5.000.000 para o investidor. Isso pode ser visto 
somando todas as transações em dólares na solução: 


EFEN ; 1 aie E | 
foytX +X, tX tX- Fens + a + FT Xt x, | 


5090) a é 35 , l_e 
=5 09032 + 146206 + 5- | >=> + Z |=5 
do: : | 0.625 105 J * 
Note que x, e x, estão em libras e ienes, respectivamente, e, 
portanto, têm de ser convertidos em dólares. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3B 


1. Modifique o modelo de arbitragem para levar em conta a co- 
missão que chega a 01% sobre qualquer compra de moeda. 
Considere que a comissão não afeta os fundos circulantes e que 
é cobrada na conclusão da ordem de compra inteira. Compare 
essa solução com a do modelo original. 


*2. Suponha que a empresa esteja disposta a converter os $ 5 mi- 
lhões iniciais em qualquer outra moeda que dará a taxa de re- 
torno mais elevada. Modifique o modelo original para determi- 
nar qual moeda é a melhor, 


Ei 


Suponha que a quantia inicial seja J = $ 7 milhões e que a em- 

presa queira convertê-la otimamente para uma combinação de 

euros, libras e ienes. O mix final não pode incluir mais do que 

2 milhões de euros, 3 milhões de libras e 200 milhões de ienes. 

Modifique o modelo original para determinar o mix de compra 

útimo das três moedas. 

4. Suponha que a empresa deseje comprar 6 milhões de dólares. Os 
limites de transação para as diferentes moedas são os mesmos 
do problema original. Elabore um esquema de compra para essa 
transação, dado que o mix não pode incluir mais do que 3 milhões 
de euros, 2 milhões de libras ¢ 2 milhões de dinares do Kuwait. 

5. Suponha que a empresa tenha 2 milhões de dólares, 5 milhões 

de euros e 4 milhões de libras. Elabore uma ordem de compra e 

venda que melhorará os estoques globais de moedas converti- 

das em ienes. 


2.3.3 Investimento 


Hoje, há inúmeras oportunidades de investimento disponíveis 
para os investidores. Exemplos de problemas de investimento são 
orçamentos de capital para projetos, estratégia de investimentos em 
títulos, seleção de carteira de ações e determinação da política de 
empréstimos bancários. Em muitas dessas situações, a programação 
linear pode ser usada para selecionar o mix ótimo de oportunidades 
que maximizará o retorno, atendendo às condições estabelecidas 
pelo investidor. 


Exemplo 2.3-3 (Modelo de política de empréstimo) 


O Thriften Bank está em processo de elaboração de uma po- 
litica de empréstimo que envolve um máximo de $ 12 milhões, A 
Tabela 2.7 apresenta os dados pertinentes aos tipos de empréstimos 
disponíveis. 


Tabela 2.7 Empréstimos disponíveis no Thriften Bank 


Tipo de empréstimo Taxa de juros Taxa de inadimplência 


Pessoal 0,140 0,10 
Automóvel 0,150 0,07 
Habitacional 0,120 0,03 
Agricola 0,125 0,05 
Comercial 0,100 0,02 


A inadimplência são débitos incobraveis e não geram receita de juros 
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A concorrência com outras Instituições financeiras requer que 
o banco destine no mínimo 40% dos fundos a créditos agrícola e co- 
mercial. Para auxiliar o setor de construção de residências da região, 
a quantia destinada ao crédito habitacional deve ser igual a no mi- 
nimo 50% dos empréstimos pessoais para aquisição de automóveis 
e aquisição habitacional. O banco também estabeleceu uma política 
de não permitir que a taxa global de inadimplência sobre todos os 
empréstimos exceda 4%. 


Modelo matemático. A situação procura determinar a quantidade 
de empréstimos em cada categoria, o que resulta nas seguintes de- 
finições das variáveis: 

x, = empréstimos pessoais (em milhões de dólares) 

x, = empréstimos para compra de automóveis 

x, = empréstimos habitacionais 

x, = empréstimos agricolas 

x, = empréstimos comerciais 

O objetivo do Thriftem Bank é maximizar seu retorno líquido, 

que é a diferença entre receita de juros e créditos inadimplentes, A 
receita de juros é obtida somente com base em empréstimos em boa 
posição. Portanto, como 10% dos empréstimos pessoais são créditos 
inadimplentes. o banco receberá juros sobre apenas 90% do valor 
emprestado — isto é, receberá 14% de juros sobre 0,9x, do emprés- 
timo original, x,. O mesmo raciocínio é aplicado aos outros quatro 
tipos de empréstimos. Assim, 


Total de juros = 0,14(0,9x,) + 0,13(0,93x,) + 0,12(0,97x,) 
+ 0,125(0.95x,) + 0,1(0,98x,) 
= 0,1 26x, + 0,1209x, + 0,1164x, + 0,11875x, + 0,098x, 


Também temos 


Créditos inadimplentes = 0,1x, + 0,07x, + 0,03%, + 0,05%, + 0,02x, 
Desse modo, a função objetivo é expressa como 
Maximizar z = Total de juros — Créditos inadimplentes 
= (0,126x, + 0,1209x, + 0.11642, + 0,11875x, + 0,098x,) 
= (Q, lx; + 0,07x, + 0,03x, + 0,05%, + 0,022.) 
= 0,026x, + 0,0500x, + 0.08642, + 0,06875x, + 0,078x, 


O problema tem cinco restrições: 


1. O total de fundos não deve exceder $ 12 (milhões) 


UE a ae ee ee P oe ra O 


2. Os empréstimos agrícolas e comerciais são iguais a no minimo 
40% de todos os empréstimos 


x, +x, S04(x, +x, $4, +4, +x) 
ou 
04x, + 0,4%, + 0,4%, — 0,6x, — 0,6x, 2 0 


3. O crédito habitacional deve ser igual a no mínimo 50% dos em- 
préstimos pessoais, para compra de automóveis e habitacional 


x,205x,+1,+%,) 
ou 
0,5%, + 0,5x,—0,5x,50 


4. Créditos inadimplentes não devem exceder 4% de todos os em- 
préstimos 


Ox, + O,07x, + 003%, + 0,05x, + 0.02%, S O,04(x, + x, + x, +x, + a) 
ou 
0,06x, + 0,03x, - 0,01x, + 0,01x, - 0,02x, < O 


Pesquisa operacional 


5. Não-negatividade 
x,20,1x,20,1,20,2,20,1x,20 


Uma premissa sutil adotada na formulação precedente é que 
todos os empréstimos são concedidos aproximadamente ao mesmo 
tempo. Essa premissa nos permite ignorar diferenças no valor tem- 
po dos fundos alocados aos diferentes empréstimos. 


Solução 
A solução ótima é 
z= 099048; x, =0Ux,=0x,=7,2/1,=0x,=48 
Comentarios 


1. Você deve estar imaginando por que não definimos o lado di- 
reito da segunda restrição como 0,4 x 12 em vez de 0,4(x, +x, +X, + 
x, +x.) Afinal, parece lógico que o banco queira emprestar todos os 
$ 12 milhões. A resposta é que a segunda utilização não “rouba” essa 
possibilidade do modelo. Se a solução ótima precisar do total de $ 
12 milhões, a restrição dada o permitirá. Mas ha duas razões impor- 
tantes por que você não deve usar 0,4 x 12:(1) se as outras restrições 
do modelo forem tais que o total dos $ 12 milhões não puder ser usa- 
do (por exemplo, o banco pode impor limites aos diferentes emprés- 
timos), então escolher 0,4 x 12 poderia levar a uma solução inviável 
ou incorreta;2) se você quiser experimentar para ver qual é o efeito 
da alteração do montante de fundos disponíveis (digamos, de $ 12 
para $ 13 milhões) sobre a solução ótima, há uma chance real de que 
você possa esquecer de alterar 0,4 x 12 para 0,4 x 13, caso em que a 
solução que você obtém não será correta. Um raciocínio semelhante 
se aplica ao lado esquerdo da quarta restrição. 

2. A solução ótima exige a alocação de todos os $ 12 milhões: 
$ 7,2 milhões para crédito habitacional e $ 4,8 milhões para crédito 
comercial, As categorias restantes nada recebem. O retorno sobre o 
investimento é calculado como 

Taxa de retorno = fa = [e] = 0,08034 
i i 

Isso mostra que a taxa de retorno anual combinada é 8,034%, 
que é menor do que a melhor taxa liquida de juros (= 0,0864 para 
empréstimos habitacionais), e ficamos imaginando por que a so- 
lução ótima não aproveita essa oportunidade. A resposta é que a 
restrição que estipula que o crédito agricola e o crédito comercial 
devem representar no minimo 40% de todos os empréstimos (res- 
trição 2) obriga a solução a destinar $ 4,8 milhões para o crédito 
comercial à taxa líquida mais baixa de 0078, o que reduz a taxa 
global de juros para 0,0864 x 72 + 0,078 x = = 0,08034. De 


F 


a 


fato, se eliminássemos a restrição 2, a solução ótima alocaria todos 
os fundos ao crédito habitacional à taxa mais elevada de 8,04%. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3€ — 


I. A Fox Enterprises está considerando seis possíveis projetos para 
construção nos próximos quatro anos. Os retornos esperados (ao 
valor presente) e desembolsos de caixa esperados para os proje- 
tos são dados na Tabela 2.8. À Fox pode executar qualquer um 
dos projetos parcial ou completamente. A execução parcial de 
um projeto resultará em retornos é desembolsos proporcionais 


Tabela 2.8 Retornos ¢ desembolsos de caixa esperados 


Desembolso de caixa ($ 1,000) 


Retorno 
Projeto Anol Ano2 Ano3 Anod ($ 1.000) 
l 10,5 144 22 24 32,40 
2 8.3 12,6 us 3,1 35,80 
3 10,2 14,2 4.6 42 17,75 
4 72 105 75 5,0 14,80 
3 12,5 10,1 d 6,3 18,20 
6 92 78 6,9 5,1 12,35 
Fundos 


disponiveis ($ 1.000) 60,0 70.0 35,0 20,0 


Capitulo 2 Modelagem com programação linear 


(a) Formule o problema de programação linear e determine o 
mix ótimo de projetos que maximize o retorno total. lenore 
a desvalorização do valor ao longo do tempo. 

(b) Suponha que, se uma parte do projeto 2 for executada, no mi- 
nimo uma parte igual do projeto 6 deve ser executada. Modifi- 
que a formulação do modelo e ache a nova solução ótima. 

(c) No modelo original, suponha que quaisquer fundos não uti- 
lizados até o final de um ano sejam usados no ano seguinte. 
Ache a nova solução ótima e determine quanto cada ano 
“toma emprestado” do ano anterior. Para simplificar, ignore 
a desvalorização do dinheiro ao longo do tempo. 

(d) No modelo original, suponha que os fundos disponíveis por 
ano, para qualquer ano, possam ser ultrapassados, se neces- 
sário, tomando emprestado de outras atividades financeiras 
internas da empresa. lenorando a desvalorização do dinhei- 
ro ao longo do tempo, reformule o modelo de PL e ache a 
solução ótima. A nova solução exigiria tomar emprestado 
em algum ano? Se sim, qual seria a taxa de retorno sobre o 
dinheiro emprestado? 


*2. O investidor Fulano de Tal tem $ 10.000 para investir em quatro 
projetos. A Tabela 2,9 da o fluxo de caixa para os quatro investi- 
mentos. 


Tabela 2.9 Fluxo de caixa 


Fluxo de caixa ($ 1,000) no início do 


Projeto Ano d Ano 2 Ano 3 Ano 4 Ano 5 
| —1,00 0,50 0,30 1,80 1,20 
2 —1,00 0.60 0,20 1,50 1,30 
3 0.00 —1,00 0,80) 1,90) 0.80 
+ -1,00 0.40 0,60 1,80 0.95 


A informação na Tabela 2.9 pode ser interpretada da seguinte 
maneira: para o projeto 1,5 1 investido no início do ano 1 rende- 
rá $ 0,50 no início do ano 2; $ 0,30 no início do ano 3, $ 1,80 no 
inicio do ano 4; e $ 1,20 no início do ano 5. As entradas restantes 
podem ser interpretadas de modo semelhante. A entrada 0,00 
indica que nenhuma transação ocorreu. Fulano de Tal tem a op- 
ção adicional de investir em uma conta corrente bancária que 
renda 6,5% ao ano. Todos os fundos acumulados ao final de um 
ano podem ser reinvestidos no ano seguinte. Formule a questão 
como um problema de programação linear para determinar a 
alocação ótima de fundos às oportunidades de investimento. 

3. A HiRise Construction pode apostar em dois projetos com du- 
ração de um ano. À Tabela 2.10 apresenta o fluxo de caixa tri- 
mestral (em milhões de dólares) para os dois projetos. 


Tabela 2.10 Fluxo de caixa trimestral 


Fluxo de caixa (em milhões de $) em 


Projeto J08 1/4/08 17/08 


1/10/08 31/12/08 
| -1,0 -3,1 -1,5 Ls 5.0 
I -3, -2,9 1,5 1,8 2,8 


A Hikise tem fundos em caixa de $ 1 milhão no inicio de 
cada trimestre e pode tomar emprestado no máximo $ 1 milhão 
a uma taxa de juros anual nominal de 10%. Qualquer quantia 
que tomar emprestada deve ser paga no final do trimestre. So- 
bras de caixa podem render juros a uma taxa nominal anual de 
8%. O acúmulo líquido no final de um trimestre será investido 
no trimestre seguinte. 

(a) Considere que a HiRise possa ter participação total ou 
parcial nos dois projetos. Determine o nivel de participa- 
ção que maximizará o caixa liquido acumulado em 31 de 
dezembro de 2008. 

(b) Em qualquer trimestre é possível tomar dinheiro empres- 
tado e ao mesmo tempo encerrar o trimestre com sobra de 
caixa? Explique. 


19 


4. Prevendo as enormes despesas com educação universitária, um 
casal deu início à um programa anual de investimentos quando 
seu filho fez oito anos. O programa deverá durar até ele fazer 18 
anos, O casal estima que poderá investir no inicio de cada ano 
os valores demonstrados na Tabela 2.11. 


Tabela 2.11 Projeção de investimento 


Ano l 2 3 4 5 6 T 8 9 10 


Quantia ($) 2.000 2.000 2.500 2.500 3.000 3.500 3.500 4.000 4.000 5.000 


Para evitar surpresas desagradáveis, eles querem investir O 
dinheiro com segurança nas seguintes opções: poupança garan- 
tida a 7,5% de rendimento anual; títulos do governo de seis anos 
que rendem 7,9% e cujo preço corrente de mercado equivale a 
98% de seu valor de face; e títulos municipais de nove anos que 
rendem 8,5% com preço corrente de mercado de 1,02 do valor 
de face. Como o casal deve investir o dinheiro? 

+S, Um executivo de negócios tem a opção de investir dinheiro em 
dois planos: o plano A garante que cada dólar investido ren- 
derá $ 0,70 um ano depois e o plano B garante que cada dólar 
investido renderá $ 2 após dois anos. No plano A os investimen- 
tos podem ser feitos anualmente; no plano B, os investimentos 
são permitidos somente para períodos múltiplos de dois anos. 
Como o executivo deveria investir $ 100.000 para maximizar os 
rendimentos ao final de três anos? 

6. Um apostador gosta de um jogo que exige dividir o dinheiro da 
aposta entre quatro opções. O jogo tem três resultados. A Tabe- 
la 2.12 apresenta o ganho ou a perda por dólar para as diferen- 
les opções do jogo. 


Tabela 2.12 Ganho e perda para opções de jogo 


Retorno por $ depositado na opção 


Resultado Í 2 3 4 
1 -3 4 ae 15 
2 5 =3 9 4 
3 3 -9 10 -Ë 


O apostador tem um total de $ 500, que pode ser apostado 
somente uma vez. O resultado exato do jogo nao é conhecido 
a priori. Por causa dessa incerteza, a estratégia do apostador é 
maximizar o retorno mínimo produzido pelos três resultados. 
Como ele deveria alocar os $ 500 entre as quatro opções? (Su- 
gestão: o retorno líquido do apostador pode ser positivo, zero 
ou negativo.) 


7. (Lewis, 1996) Um domicílio possui contas mensais (por exem- 
plo, hipoteca), trimestrais (por exemplo, pagamento de impos- 
tos), semestrais (por exemplo, seguro) ou anuais (por exemplo, 
renovações de assinaturas ¢ outras taxas). À Tabela 2.13 apre- 
senta as contas mensais para O próximo ano. 


Tabela 2.13 Contas mensais 


800 1.200 400 700 600 900 1.500 TODO 9O0 1.100 1.300 1.600 712.000 


Para arcar com essas despesas, a familia separa $ 1.000 por 
més, que é a média (total dividido por 12 meses). Se o dinheiro 
for depositado em uma conta de poupança normal, pode render 
4% de juros ao ano, contanto que fique na conta no minimo um 
mês. O banco também oferece certificados de depósito de três 
e seis meses que podem render 5,5% e 7% de juros ao ano, res- 
pectivamente. Desenvolva um programa de investimento para 
12 meses que maximize o retorno total da familia para o ano. 
Informe quaisquer premissas ou requisitos necessários para 
chegar a uma solução viável. 
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2.3.4 Planejamento de produção e controle de estoque 


Ha inúmeras aplicações de PL em controle da produção ¢ de 
estoque, indo desde a simples alocação de capacidade de máquina 
para atender à demanda até o caso mais complexo da utilização de 
estoque para “atenuar o efeito da mudança imprevisível na demanda 
para determinada projeção de planejamento e da utilização de con- 
tratação e demissão para enfrentar as mudanças nas necessidades de 
mão-de-obra. Esta seção apresenta três exemplos. O primeiro trata da 
programação de produtos usando as instalações normais de produção 
para atender à demanda durante um único periodo; o segundo trata 
da utilização do estoque em um sistema de produção que abrange 
vários períodos para atender à demanda futura; e o terceiro trata da 
utilização de um sistema combinado de estoque e contratação/demis- 
são de operários para “nivelar a produção durante um horizonte de 
planejamento de vários períodos com demanda variável. 


Exemplo 2.34 (Modelo de produção para um único periodo) 


Como precaução para o inverno, uma empresa de confecção 
está fabricando parcas e casacos com enchimento de penas de gan- 
so, calças com isolamento térmico e luvas. Todos os produtos são 
fabricados em quatro departamentos diferentes: corte, isolamento 
térmico, costura é embalagem. À empresa recebeu pedidos fechados 
para seus produtos. O contrato estipula uma multa para itens não 
entregues. A Tabela 2.14 mostra os dados pertinentes à situação. 


Tabela 2.14 Dados para a produção da confecção 


Tempo por unidade (hora) 


Penas de Capacidade 
Departamento Parca ganso Calças Luvas (hora) 
Corte 0,30 0.30 0,25 0,15 1.000 
Isolamento 0,25 0,35 0,30 0,10 1,000) 
Costura 0,45 0,50 0,40 0,22 1,000 
Embalagem 0,15 0,15 0,1 0,05 1.000 
Demanda S00 750 600 500 
Lucro por unidade ($) 30 40) 20 10 
Multa por unidade ($) 15 20 10 8 


Elabore um plano ótimo de produção para a empresa. 
Modelo matemático. A definição das variáveis é direta. Seja 


x, = número de parcas 

x, = número de jaquetas com enchimento de penas de ganso 
x, = número de calças 

x, = número de pares de luvas 


A empresa é multada se não atender à demanda, o que signi- 
fica que o objetivo do problema é maximizar as receitas líquidas, 
definidas como 


Receitas líquidas = Lucro total — Multa total 


O lucro total é expresso como 30x, + 40x, + 20x, + 10x, A multa 
total é uma função das quantidades não fornecidas (= Demanda — 
Unidades fornecidas de cada produto). Essas quantidades podem 
ser determinadas pelos seguintes limites de demanda: 


x, = 800.x, £ 750, x, < 600, x, < 500 


Uma demanda não é atendida se sua restrição for satisfeita 
como uma desigualdade. Por exemplo, se forem produzidas 650 par- 
cas, então x, = 650,0 que resulta em 800 — 650 = 150 parcas a me- 
nos. Podemos expressar a falta de qualquer produto algebricamente 
com a definição de uma nova variável não negativa, ou seja, 


sj = Número de unidades faltantes do produto j, j = 1,2,3,4 
Nesse caso, as restrições da demanda podem ser expressas como 


Pesquisa operacional 


x, +s, =800,x, +s, = 750, x, + 5, = 600, x, + 5, = 500 
x.20,s.20, f= 1,2,3,4 
| | 


Agora podemos calcular a multa por produto não entregue 
como 15s, + 20s, + 10s, + 8s, Assim, a função objetivo pode ser 
escrita como 

Maximizar z = 30x, + 40x, + 20x, + 10x,- (15s, + 20s, + 10s, + 8s,) 


Para completar o modelo, as restrições restantes tratam das ca- 
pacidades de produção, ou seja 


0,30%, + 0,30x, + 0,25x, + 0,15x, £ 1.000 (Corte) 

0, 25x. + 0,35x, + 0,30x, + 0, 10x, = 1.000 (Isolamento) 
0,45x, + 0, SOx, + 0,40x, + 0,224, = 1.000 (Costura) 

D, 15x, +0, 15x, +0, 10x, + 0,05x, = 1.000 (Embalagem) 


Portanto, o modelo completo se torna 
Maximizar z = 30x, + 40x, + 20x, + 10x, - (15s, + 20s, + 10s, + 88,) 
sujeito a 


0,304, + 0,30x, + 0,252, + 0,15%, 5 1.000 
0,25x, + 0,35x, + 0,30x, + 0,10x, £ 1.000 
0,45x, + 0,50x, + 0,407, + 0,22x, £ 1.000 
0,15%, + 0,15x, + 0,100, + 0,05x, = 1.000 

x, +s, = 800, x, +5, = 750,x,+5,=600,x,+5, = 500 


x 20,5, 20,j=1,2,3,4 
i i 


Solução 


A solução ótima é z = 3 64,625, x, = 850, x, = 750, x, = 3875, 
x,=500,5,=5,=8s,=0,5,=212,5.A solução satisfaz toda a demanda 
por ambos os tipos de jaquetas (parcas e de penas de ganso) e por 
luvas. À ausência de 213 (arredondada de 212,5) calças resultará em 
um custo de multa de 213 x $ 10 = $ 2.130. 


Exemplo 2.3-5 (Modelo de produção e estoque para 
vários períodos) 


A Acme Manufacturing Company firmou um contrato para en- 
trega de janelas de casa para os próximos seis meses. As demandas 
para cada més são de 100, 250, 190, 140,220 e 110 unidades, respec- 
tivamente. O custo de produção por janela varia de mês para mês, 
dependendo do custo da mão-de-obra, do material e de utilidades. 
A Acme estima que o custo de produção por janela nos próximos 
seis meses seja $ 50, $ 45, $ 55.5 46, 5 52 e $ 50, respectivamente. 
Para aproveitar a vantagem das variações no custo de fabricação, a 
Acme pode optar por produzir mais do que o necessário em deter- 
minado mês e reter as unidades excedentes para entregar em meses 
posteriores. Entretanto, isso incorrerá em custos de armazenagem 
de $8 por janela, por mês, considerando o estoque no final do més. 
Desenvolva um modelo de programação linear para determinar a 
programação ótima de produção. 


Modelo matemático. As variáveis do problema incluem a quantidade 
de produção mensal e o estoque no final do mês. Para i = 1,2,...,6, 
seja 


x, = número de unidades produzidas no mês į 
/ = número de unidades deixadas no estoque no final do mês é 
A relação entre essas variáveis e a demanda mensal para a pro- 


jeção de seis meses é representada pelo gráfico esquemático da Fi- 
pura 2.5. O sistema começa vazio, o que significa que | = 0. 


Capítulo 2 Modelagem com programação linear 


Figura 2.5 
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Representação esquemática do sistema de produção e estoque 


X] 4 NX 4 


100 250 190 


A função objetivo procura minimizar a soma dos custos de pro- 
dução e de estoque. Aqui temos 
Custo total de produção = 50x, + 45x, + 55x, + 48x, + 52x, + 50x, 


Custo total de estoque = 8(1 + L +++ 1,44.) 
Dessa maneira, a função objetivo é 


Minimizar z = 50x, + 43x, + Sax, + 46x, + 52x, + 50y, 
+8 +1,4+64+ +641) 
As restrições do problema podem ser determinadas diretamen- 


te de acordo com a representação na Figura 2,5. Para cada periodo, 
temos a seguinte equação de equilibrio: 


Estoque inicial + Quantia produzida — Estoque final = Demanda 
Essa relação é expressa matematicamente para cada um dos 
Meses COMO: 
F +x, -d = 100 (Mês 1) 
I +x,- d, = 250 (Mês 2) 
I +x -h = 190 (Mês 3) 
[+ x,=1,= 140 (Mês 4) 
F +x- 1, = 220 (Mês 5) 
[+ xd, = 110 (Mês 6) 
x, / 20, para todo i= 1,2,...,6 
J, = 0 
Para o problema, /, = 0 porque a situação parte de zero de esto- 
que inicial. Ademais, em qualquer solução ótima, o estoque final /, 
será zero, uma vez que não é lógico terminar a projeção com esto- 
que positivo, cujo único efeito seria incorrer em custo adicional de 


estoque sem atender a nenhuma finalidade. 
Agora, o modelo completo é dado por: 


Minimizar z = 50x, + 45x, + 55x, + 48x, + 52x, + 50x, 


=8(/,+/,+6+i&,+f+£) 


Figura 2.6 


v4 As XK 


140) 220 110 


sujeito a 


x -A = 100 (Mês 1) 
I + x,- L, = 250 (Mês 2) 
I +x,- 4%, = 190 (Mês 3) 
I, +x- d= 140 (Mês 4) 
I + x,- 1,= 220 (Mês 5) 
I +x,- 1, = 110 (Mês 6) 


xf 20, para tadoi=1 ,2,...,6 


Solução 


A solução ótima está resumida na Figura 2.6. Ela mostra que 
a demanda de cada mês é satisfeita diretamente pela produção do 
mês, exceto no mês 2, cuja quantidade produzida de 440 unidades 
abrange a demanda para ambos os meses, 2 e 3. O custo total asso- 
ciado é z = $ 49.980. 


Exemplo 2.3-6 (Modelo de nivelamento da produção 
para vários periodos) 


Uma empresa fabricará um produto para os próximos quatro 
meses: março, abril, maio e junho, A demanda em cada mês é de 520, 
720,520 e 620 unidades, respectivamente. À empresa dispõe de mão- 
de-obra constante de dez empregados, mas pode atender a necessi- 
dades variáveis de produção contratando e demitindo empregados 
temporários, se necessário. Os custos adicionais de contratação e 
demissão em qualquer mês são de 5 200 e $ 400 por empregado, res- 
pectivamente. Um operário permanente pode produzir 12 unidades 
por mês, e um temporário, por não ter experiência comparável, pro- 
duz apenas dez unidades por més. A empresa pode produzir mais 
do que o necessário em qualquer mës e transferir o excedente de 
produção para um mês posterior a um custo de carregamento de 
$ 50 por unidade por mês. Desenvolva uma política ótima de con- 
tratação/demissão para a empresa na projeção de um planejamento 
de quatro meses. 


Modelo matemático. Esse modelo é semelhante ao do Exemplo 
2.3-5 no sentido geral, pois cada mês tem sua produção, demanda e 
estoque final, Há duas exceções: 1) contabilizar a diferença entre a 


Solução ótima para o problema de produção e estoque 


100 440 0 


140) 220 110 


100 250 190 


140 220 110 
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mão-de-obra permanente e a temporária; e 2) contabilizar o custo 
de contratação e demissão para cada mês. 

Como os dez empregados permanentes não podem ser demitidos, 
o impacto que causam pode ser calculado com a subtração das unida- 
des que produzem da demanda mensal respectiva. À demanda restan- 
te, se houver, é satisfeita pela contratação e demissão de temporários. 
Do ponto de vista do modelo, a demanda liquida para cada mês é 


Demanda de março = 520 — 12 x 10 = 400 unidades 
Demanda de abril = 720-12 x 10 = 600 unidades 
Demanda de maio = 520 = 12 x 10 = 400 unidades 

Demanda de junho = 620 - 12 = 10 = 500 unidades 


Para é = 1,2,3,4, as variáveis do modelo podem ser definidas como 


x, = número líquido de temporários no início do més i 
após qualquer contratação ou demissão 


5, = numero de temporários contratados ou 
demitidos no inicio do més f 


[| = unidades de estoque final para o mês / 


Por definição, as variáveis xi e / devem assumir valores não ne- 
gativos. Por outro lado, a variável 5 : pode ser positiva quando novos 
temporários são contratados, negativa quando trabalhadores são 
demitidos e zero se não houver contratações nem demissões. O re- 
sultado é que a variável deve ser irrestrita em relação ae sinal. Esta 
é a primeira vez neste capítulo que usamos uma variável irrestrita, 
Como veremos em breve, é necessário fazer uma substituição para 
permitir a implementação de contratação e demissão no modelo. 

O objetivo é minimizar a soma do custo de contratação e demis- 
são mais o custo de manutenção de estoque de um mês para o més 
seguinte. O tratamento do custo de estoque é semelhante ao dado 
no Exemplo 2.3-5, ou seja, 


Custo de manutenção de estoque = 50(1 + [+ 1) 


(Observe que F, = 0 na solução ótima.) O custo de contratação e 
demissão é um pouco mais complicado. Sabemos que, em qualquer 
solução ótima, no mínimo 40 temporários (= eth) devem ser contra- 
tados no inicio de março para atender à demanda do mês. Contudo, 
em vez de tratarmos essa siluação como um caso especial, podemos 
deixar que o processo de otimização se encarregue disso automati- 
camente. Assim, dado que os custos de contratar e demitir um tem- 
porário são de $ 200 e $ 400, respectivamente, temos que 


Número de temporários 
| = 200) contratados no início de 
março, abril, maio e junho 


Custo de 
contratar e demitir 


Número de temporários 
+400) demitidos no início de 
março, abril, maio e junho 


Para expressar essa equação matematicamente, em primeiro 
lugar precisamos definir as restrições. 

As restrições do modelo tratam de estoque, contratação e de- 
missão. Primeiro desenvolvemos as restrições de estoque. Defina-se 
x, como o número de temporários disponíveis no mês /, e dado que a 
produtividade de um temporário é dez unidades por mês, o número 
de unidades produzidas no mesmo mês é 10x. Assim, as restrições do 
estoque serão 


10x, = 400 + F, (março) 
I, + 10x, = 600 + /, (abril) 
IL + 10x, = 400 + J, (maio) 

E, + 10x, = 500 (junho) 


Tttt 20 h, h E> 0) 


Pesquisa operacional 


Em seguida, desenvolvemos as restrições que tratam de contra- 
tação e demissão. Em primeiro lugar, observe que a mão-de-obra 
temporária começa com x, operários no início de março. No início 
de abril, x, será ajustada (para mais ou para menos) por $, para 
gerar x,. À mesma idéia é aplicada a x, e x,. Essas observações resul- 
tam nas seguintes equações 


x, =ô, 

X, =X, + J, 
x, =x, +5, 
x, =x, +5, 


Sp Sa Sy 5, irrestritas em sinal 


XX 044,20) 


As variáveis $, 5,, 4, € 5, representam contratação quando são 
estritamente positivas e demissão quando são estritamente negativas. 
Contudo, essa informação qualitativa” não pode ser usada em uma ex- 
pressão matemática. No lugar dela, usamos a seguinte substituição: 


5,=5;— Ss", emque 37,57 20 


Agora, a variável irrestrita 5, é a diferença entre duas variáveis 
não negativas, $> e 8º. Podemos pensar em 5º como o número de 
temporários contratados e em 5º como o número de temporários 
demitidos. Por exemplo, se $= 5e 5'=D então $, =5-0=+5,0 que 
representa contratação. Se 5- = 0 e $+ = 7, então § =0-7=-7,0 
que representa demissão. No primeiro caso, o custo de contratação 
correspondente é 200 $- = 200 x 5 = $ 1.000, e, no segundo caso, o 
custo de demissão correspondente é 400.57 = 400 x 7 = $ 2.800. Essa 
idéia é a base para o desenvolvimento da função objetivo, 

Em primeiro lugar, precisamos atacar um ponto importante: e 
se ambas, $- e 8, forem positivas? A resposta é que isso não pode 
acontecer porque implica que a solução exija contratação e demis- 
são no mesmo mês. O interessante é que a teoria da programação li- 
near (veja Capítulo 7) nos diz que 57 e 5* nunca podem ser positivas 
simultaneamente, um resultado que confirma a intuição. 

Agora podemos expressar o custo de contratação e de demissão 
da seguinte maneira: 


Custo de contratação = 200(57 + 57 + 57 + 57) 
Custo de demissão = 400(S* + Sy + 5% + 57) 
O modelo completo é 
Minimizar z = 50(/, + J, + 7, + 1) + 200050 + 55 + 57 +55) 


+ 400(S> + Sy + S3 + S?) 


sujeito a 


10x, = 400 + F, 
f+ 10x, = 600 + É 
I + 10x, = 400 + J, 
f+ 10x, = 500 


Eq — 4 
X=5/-5, 
A = 4 + Sy z 5; 
x, =*,+ 5; -S7 
x, =x, + 57-8; 


57.9). 57,93.57, 57,57, 57 20 
XX XX, 20 


11,420 


Capitulo 2 Modelagem com programação linear 


Solução 

A solução ótima é z = $ 19.500, x, = 50, x, = 50, v, = 45,4, = 45, 
$7 = 30,5", =5,/, = 100,1, = 50. Todas as variáveis restantes são zero. 
A solução exige contratar 50 temporários em março (5) = 50) e man- 
ter a mão-de-obra constante até maio, quando cinco temporários se- 
rao demitidos (57 = 5). Não haverá mais contratações nem demissões 
recomendadas até o final de junho, quando está previsto que todos 
os temporários serão demitidos. Essa solução requer o carregamento 
de 100 unidades de estoque até maio e 50 unidades até junho, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3D 


1. A AutoMate contratou a Toolco para fornecer chaves inglesas 
e talhadeiras para seu varejo de peças automotivas, A demanda 
semanal da AutoMate consiste em no minimo 1,500 chaves in- 
glesas e 1.200 talhadeiras. A Toolco não pode produzir todas as 
unidades requisitadas com sua atual capacidade de produção de 
um só turno e tem de usar horas extras, e possivelmente subcon- 
tratar parte da produção com outros fabricantes de ferramentas. 
O resultado é um aumento no custo de produção por unidade, 
como mostra a Tabela J. A demanda de mercado restringe a ra- 
zão entre talhadeiras e chaves inglesas a no mínimo 2:1. 


Tabela J 


Tipo de Faixa de produção Custo por 

Ferramenta produção semanal (unidades) unidade ($) 
Chave inglesa Normal 0-550 2,00 
Hora-extra 551-800 2,80 
Subcontratação 501-2 3,00 
Talhadeira Normal 0-620) 2,10 
Hora-extra 621-900 3,20 
Subcontratacao E 4,20 


(a) Formule o problema como de programação linear e deter- 
mine a programação ótima de produção para cada ferra- 
menta. 

tb) Relacione o fato de a função custo de produção ter custos 
unitários crescentes com a validade do modelo. 

2. Quatro produtos são processados sequencialmente em três má- 
quinas. À Tabela K apresenta os dados pertinentes ao problema. 


Tabela K 


Tempo de fabricação (horas) por unidade 
Custopor ———————— ———_._ Capacidade 


Máquina  hora(5) Produto J Produto 2 Produto 3 Produto 4 (hora) 


l 10 2 3 4 2 500 
2 5 3 2 | Z 380 
3 7 3 2 | 450) 
Preço unitário 
de venda (5) 75 70 54 45 


Formule o problema como um modelo de PL e ache a solu- 
ção ótima. 
*3. Um fabricante produz três modelos, I, I] e III, de um certo pro- 
duto usando as matérias-primas A e B. A Tabela L apresenta os 
dados para o problema. 


Tabela L 
Requisitos por unidade 
Matéria-prima I H HI Disponibilidade 
A 2 3 5 4.000 
B 4 2 7 6.000 
Demanda minima 200) 200 150 
Lucro por unidade ($) 30 20 50 
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O tempo de mão-de-obra por unidade do modelo I é duas 
vezes o do modelo Il e três vezes o do modelo TIL O total 
da mão-de-obra da fábrica pode produzir o equivalente a 
1.500 unidades do modelo I. Os requisitos de mercado es- 
pecificam as razões 3:2:5 para a produção dos três modelos 
respectivos. Formule o problema de programação linear e 
ache a solução ótima. 


4. A demanda de sorvete durante os meses de verão (junho, julho e 
agosto) na sorveteria All-Flavors Parlor é estimada em 500, 600 e 
400 caixas de vinte galões, respectivamente. Dois atacadistas, 1 e 2, 
fornecem sorvete a All-Flavors. Embora os sabores dos dois forne- 
cedores sejam diferentes são ambos utilizados. O número máximo 
de caixas que cada fornecedor pode entregar é 400 por mês. Além 
disso, os preços que os dois fornecedores cobram de um més para 
o seguinte mudam conforme o esquema da Tabela M. 


Tabela M 
Preço ($) por caixa no mês de 
Junho Julho Agosto 
Fornecedor | 100 110 120 


Fornecedor 2 115 108 125 


Para aproveitar a flutuação dos preços, a All-Flavors pode 
comprar mais do que o necessário para um més e armazenar o 
excedente para satisfazer a demanda em um mês posterior, O 
custo de refrigeração de uma caixa de sorvete é de $ 5 por mês. 
Na presente situação, seria realista considerar que o custo de 
refrigeração é uma função do número médio de caixas à mão 
durante o més, Desenvolva uma programação ótima para com- 
prar sorvete dos dois fornecedores, 


5. A demanda por um item nos próximos quatro trimestres é 
300, 400, 450 e 250 unidades, respectivamente. O preço por 
unidade começa em $ 20 no primeiro trimestre ¢ aumenta 
3 2a cada trimestre posterior. O fornecedor não pode entre- 
gar mais do que 400 unidades em qualquer trimestre. Embo- 
ra possamos aproveitar os preços mais baixos nos primeiros 
trimestres, incorremos em um custo de armazenagem de 
$ 3,50 por unidade por trimestre. Além disso, o número má- 
ximo de unidades que podem ser mantidas de um trimestre 
para o outro não pode passar de 100, Desenvolva uma pro- 
gramação ótima para a compra do item, de modo a satisfa- 
zër a demanda. 

é Uma empresa foi contratada para produzir dois produtos, A e 
B, nos meses de junho, julho e agosto. À capacidade total de 
produção (expressa em horas) varia mensalmente. À Tabela N 
apresenta os dados básicos da situação, 


Tabela N 

Junho Julho Agosto 
Demanda para A (unidades) 500 5.000 750 
Demanda para A (unidades) 1.000 1,200 1.200 
Capacidade (horas) 3.000 3.500 3.000 


As taxas de produção em unidades por hora são 1,25 e 1 para 
os produtos A e B, respectivamente. Toda a demanda deve ser 
atendida. Contudo, a demanda para um mês posterior pode 
ser completada com a produção de um anterior. Para qualquer 
carregamento de um mês para o seguinte são cobrados custos 
de permanência no estoque de $ 0,90 e $ 0,75 por unidade por 
mês para os produtos 4 e B, respectivamente. Os custos unitá- 
ros de produção para os dois produtos são $ 30 e 5 28 para À e 
B,respectivamente. Determine a programação ótima de produ- 
ção para os dois produtos. 

"7, O processo de fabricação de um produto consiste em duas ope- 
rações sucessivas, | e I. A Tabela O apresenta os dados perti- 
nentes para os meses de junho, julho e agosto. 
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Tabela O 

Junho Julho Agosto 
Demanda do produto acabado (unidades) 500 450 600) 
Capacidade de operação I (hora) 800 700 550 
Capacidade de operação l (hora) 1.000 850 700 


Para produzir uma unidade do produto são gastas 0,6 hora na 
operação | mais 0,8 hora na operação II. E permitida a super- 
produção de produtos semi-acabados (operação 1) ou acabados 
(operação 1) em qualquer mês para utilização em um més pos- 
terior. Os custos correspondentes de carregamento em estoque 
são $ 0,20 e $ 0,40 por unidade por mês. O custo de produção 
varia por operação e por mês, Para a operação 1,0 custo de pro- 
dução por unidade é $ 10,8 12 e $ 11 para junho, julho e agosto. 
Para a operação 1, o custo de produção por unidade correspon- 
dente é $ 15,3 18 e $16. Determine a programação ótima de pro- 
dução para as duas operações em uma projeção de três meses. 

8. Dois produtos são fabricados em sequência em duas máquinas. 
O tempo disponível em cada máquina é de oito horas por dia 
e pode ser aumentado com quatro horas extras, se necessário, a 
um custo adicional de $ 100 por hora. À Tabela P dá a taxa de 
produção para as duas máquinas, bem como o preço por unida- 
de dos dois produtos. Determine a programação ótima de pro- 
dução e a utilização recomendada das horas extras, se houver. 


Tabela P 


Taxa de produção (unidades/hora) 


Produto | Produto 2 
Máquina | 5 5 
Maquina 2 8 4 
Preço por unidade (5) 110 118 


2.3.5 Mistura e refinação 


Várias aplicações de PL tratam da mistura de diferentes ma- 
teriais de entrada para produzir produtos que obedecem a certas 
especificações ¢, ao mesmo tempo, minimizar o custo ou maximizar 
o lucro, Os materiais de entrada podem ser minérios, sucatas de me- 
tal, produtos químicos ou óleos crus, e os produtos de saída podem 
ser lingotes de metal, tintas ou gasolina de vários graus. Esta seção 
apresenta um modelo (simplificado) para a refinação de petróleo. O 
processo começa com a destilação de óleo cru para produzir frações 
intermediárias de gasolina e em seguida misturam-se essas fra- 
ções para produzir a gasolina final. 

Os produtos finais devem satisfazer certas especificações de 
qualidade (como a octanagem, ou índice de octano). Além disso, as 
capacidades de destilação e limites de demanda podem afetar dire- 


Figura 2.7 
Fluxo de produto no problema da refinaria 
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tamente o nivel de produção dos diferentes tipos de gasolina. Uma 
meta do modelo é determinar o mix ótimo de produtos finais que 
maximizará uma função lucro adequada. Em alguns casos, a meta 
pode ser minimizar uma função custo. 


Exemplo 2.3-7 (Refinação de óleo cru e mistura de gasolinas) 


A Shale Oil, localizada na ilha de Aruba, tem uma capacidade 
de 1.500.000 barris de óleo cru por dia. Entre os produtos finais da 
refinaria estão três tipos de gasolina sem chumbo, com diferentes 
octanagens (ON): normal com ON = 87, premium com ON = 89 é 
super com ON = 92. O processo de refinação abrange três estágios: 
1) uma torre de destilação que produz fração (ON = 82) à razão de 
0,2 barris por barris de óleo cru; 2) uma unidade de craqueamento 
que produz frações de gasolina (ON = 98) usando uma porção da 
fração produzida na torre de destilação à taxa de 0,5 barris por bar- 
ris de fração; e 3) uma unidade misturadora que mistura a fração de 
gasolina da unidade de craqueamento com a fração da torre de desti- 
lação. A empresa estima o lucro líquido por barril dos três tipos de 
gasolina em $ 6,70, $ 7,20 e $ 8,10, respectivamente. A capacidade 
de entrada da unidade de craqueamento é 200.000 barris de [ração 
por dia. Os limites da demanda para gasolina comum, premium e 
super são 50.000, 30,000 e 40.000 barris por dia. Desenvolva um 
modelo para determinar a programação ótima de produção para 
a refinaria. 


Modelo matemático. A Figura 2.7 resume os elementos do modelo. 
As variáveis podem ser definidas em termos das duas correntes de 
entrada para a unidade de mistura (fração e gasolina craqueada) e 
dos três produtos finais. Seja 


x. = barris/dia da corrente de entrada é usada 
para misturar o produto final j,i=1,2;/=1,2,3 


Usando essa definição, temos 
Produção diária de gasolina comum = x, + x, barris/dia 
Produção diária de gasolina premium = x, + x,, barrisídia 


Produção diária de gasolina super = x,, + x, barris/dia 


Produção diária Produção Produção 
da unidade |= diária de + diária de 
misturadora | gasolina comum gasolina premium 


A Produção diária 
de gasolina super 


= (x,, H Xa) + Gy, +X) + Ut, + 4) barrisídia 


xy + xy, ON = 87 


Unidade 
de yo + Aa, ON = 89 


mistura 


yy + X93, ON = 9? 
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Alimentação diária de fração de 
| Da (O | = x, +X +x, barris/dia 


para a unidade misturadora 


Alimentação diária da unidade de yori: 

; g E = Xy + Xa +x,, bams/dia 
craqueamento para a unidade misturadora e 
Alimentação diana de fração para Sees 

pi bis A PAR Mx, +x +X,,) barns/dia 
a unidade de craqueamento | slag et 
Quantidade diária 
de oleo cru 
usada na refinaria 


= 3(4,,+4,,+4,,) barns/dia +10(x,, + 4,4 +x.) barns/dia 


O objetivo do modelo é maximizar o lucro total resultante da 
venda de todos os três tipos de gasolina. Pelas definições dadas, obte- 
mos 

Maximizar z = 6,70(x,, + .x,,) + 7.20(x,, +x,,) + 8,10(x,, + .x,,) 

As restrições do problema são desenvolvidas da seguinte ma- 
neira: 

l. Fornecimento diário de óleo cru não deve exceder 1.500.000 
barrisídia: 
WX, +X). +X) + 10(x, + x, + x,,) S 1.500.000 
2. Capacidade de entrada da unidade de cragueamento não deve 
exceder 200.000 barrisídia: 
2(x,, + X, + X,,) = 200.000 
3. Demanda diário para gasolina comum não deve exceder 50.000 
barrisídia: 
Xa +X% = 50,000 


ol reolir 


d. Demanda diária para gasolina premium não deve exceder 30.000 
barrisídia: 


Ka Xp E 30.000 
5. Demanda didria para gasolina super não deve exceder 40.000 
barrisfdta: 
Beat = 40,000 


6. Octanagem para gasolina comum é ne mínimo 87: 


A octanagem de uma gasolina é a média ponderada das octana- 
gens das correntes de entrada usadas no processo de mistura e pode 
ser calculada como 
| ON médio da | 


gasolina comum 


ON da fração x barris/dia de fração + ON da unidade de 
craqueamento x barris/dia da unidade de craqueamento 
Total de barris/dia de gasolina comum 
_ 82x,, +98%,, 
yy + 
Assim, a restrição de octanagem para a gasolina comum se torna 
82x, tlr 
É Aê A 


28] 


A restrição é linearizada como 


82x, + 981, 28X, +%, 


is | oo 
7. Octanagem para premium é no minimo 89: 
82x, + 98x, 
da + Ka 


= 80 


que é lincarizada como 


Six, + 98x, 2 89(x,, + 4) 
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8 Ociandagem para super é no minimo 92: 


82x, + USA. > 9) 
s Ep oe 


ou 
Sax, + ION 2 IAT + Xa) 

Assim, o modelo completo é resumido como 

Maximizar z = 6,70(x,, + x,,) + 7,20(x,, + x,,) + 8,10(x,, + Yn) 


sujeito a 
WX, A + Xa) + Oly, + x, + 0) S 1.500.000 
2(x,,+*¥,,+4%,,) E 200.000 

= 50.000 
Xato S 30.000 
Xa +x = 40,000 
2 Six, t) 
S2x,,+ 98x,, 2 SM, + Xa) 
82r; + Ir 
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As últimas três restrições podem ser simplificadas para produzir 
um lado direito constante. 


Solução 


A solução ótima (usando o arquivo amplEx2.3-7.txt) é 
z = 1.482.000, x, = 20.625, x, = 9.375, x = 16.875, x, = 13.125, 
x,, = 15.000, x,, = 25.000, Essas expressões são traduzidas como 


Lucro diário = $ 1.482.000 

Quantidade diária de gasolina comum 

=", +X, = 20.625 + 9.375 = 30.000 barrisídia 

Quantidade diária de gasolina premium 

=X. + 4, = 16.875 + 13.125 = 30,000 barris/ dia 

Quantidade diária de gasolina super 

= Xa + 4,, = 15.000 + 25,000 = 40.000 barrisídia 

A solução mostra que a produção de gasolina comum é 20,000 
barrisídia abaixo da demanda máxima. A demanda para os outros 
dois tipos restantes é satisfeita. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3E 


1. A Hi-V produz três tipos de sucos de frutas em lata, A, Be C, 
usando morangos, uvas ¢ maçãs frescas. O fornecimento diário 
é limitado a 200 t de morangos, 100 t de uvas e 150 t de maçãs. 
O custo por tonelada de morangos, uvas e maçãs é $ 200, $ 100 e 
$ 90, respectivamente. Cada tonelada rende 1.500 Ib de suco de 
morango, 1.200 Ib de suco de uva e 1.000 Ib de suco de maçã. A 
bebida A é uma mistura 1:1 de suco de morango e de maga. 
A bebida 8 é uma mistura 1:1:2 de suco de morango, de uva e de 
maçã. À bebida C é uma mistura 2:3 de suco de uva e de maçã. 
Todas as bebidas são acondicionadas em latas de 16 oz (1 Ib). O 
preço por lata é $ 1,15,8 1,25 e $ 1,20 para as bebidas A, Be C. 
Determine o mix ótimo de produção para as três bebidas. 

*2, Uma loja de ferragens vende pacotes prontos de parafusos co- 
muns, parafusos com porca, porcas e arruelas. Parafusos comuns 
vêm em caixas de 100 lb e custam $ 110 cada; parafusos com 
porca vêm em caixas de 100 1b e custam $ 150 cada; porcas vem 
em caixas de 80 lb e custam $ 70 cada; e arruelas vêm em caixas 
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de 30 lb e custam $ 20 cada. A embalagem pronta pesa no mi- 
nimo | lbe deve incluir, por peso, no mínimo 10% de parafusos 
comuns e 25% de parafusos de porca, e no máximo 15% de 
porcas e 10% de arruelas. Para balancear o pacote, o número 
de parafusos de porca não pode ultrapassar o número de porcas 
ou o número de arruelas. Um parafuso de porca pesa 10 vezes 
mais do que uma porca e 50 vezes mais do que uma arruela. 
Determine o mix ótimo do pacote, 


A All-Natural Coop produz três cereais matutinos, A, Be C, 
usando quatro ingredientes: aveia granulada, uva-passa, coco 
ralado e lascas de amêndoas. As disponibilidades diárias dos in- 
gredientes são de 5t,2t,1 te | t respectivamente. Os custos cor- 
respondentes por tonelada são de $ 100, $ 120,5 110 e 5 200.0 
cereal A é uma mistura de 50:5:2 de aveia, passas e amén- 
doa. O cereal B é uma mistura de 60:2:3 de aveia, coco e amêndoa. 
© cereal C é uma mistura de 60:3:4:2 de aveia, passas, coco e 
amêndoas. Os cereais são produzidos em tamanhos grandes de 5 Ib. 
A All-Natural vende os cereais A, Be Ca$2,.$2,50¢$ 3,00 a caixa, 
respectivamente. A demanda minima diária dos cereais A, Be Cé 
de 500,600 e 500 caixas. Determine o mix de produção ótimo dos 
cereals e as quantidades associadas de ingredientes. 


Uma refinaria fabrica dois tipos de combustivel para jatos, Fl 
e F2, pela mistura de quatro tipos de gasolina: A, B, C e D. O 
combustível FI usa gasolinas A, B, Ce D na proporção LEZA, 
co combustível F2, na proporção 2:2:1:3, Os limites de forneci- 
mento para A, B, C e D sao 1,000, 1.200, 900 e 1.500 barrisídia, 
respectivamente. Os custos por barril para as gasolinas A, B, C 
e D são $ 120, $90, $ 100 e $ 150, respectivamente. Os combusti- 
veis Fl e F2 são vendidos por $ 200 e $250 o barril, A demanda 
minima para Fl e £2 é de 200 e 400 barris/dia, Determine o mix 
de produção ótimo para Fl e F2. 

Uma empresa petrolifera destila dois tipos de óleo cru, A e B, 
para produzir gasolina comum, gasolina premium e combusti- 
vel para jatos. Ha limites para a disponibilidade diária de óleo 
cru e para a demanda minima dos produtos finais. Se a produção 
não for suficiente para atender à demanda, a falta deve ser com- 
pletada com produtos de fontes externas com multa, A produção 
excedente não será vendida imediatamente e incorrerá em custos 
de armazenagem. À Tabela O apresenta os dados da situação. 


Tabela O 


Óleo Cru 


Óleo Cru À 
Óleo Cru B 0.25 0,3 
Demanda (barrisídia) 


Rendimento da 


fração por barril Preço! 


barril barris/ 
(3) dia 


O25 30 
O10 40 
400 


Comum Premiun Jato 

020 0.1 2400 
3000 
TOO 


Receita (/barril) 50 70 120 
Custo de armazenagem para 


produção excedente ($/barril) 


Multa pelo não atendimento 
da demanda (&/barril) 10 15 20 


6. 


Determine o mix ótimo de produtos para a refinaria. 


Na situação da refinaria do Problema 5, suponha que, na realidade, 
a umidade de destilação produza os produtos intermediários nafta 
e óleo leve, Um barril de óleo cru A produz 0,35 barril de nafta e 
0,6 barril de óleo leve, e um barril de óleo cru B produz 0,45 barril 
de nafta e 0,5 barril de óleo leve. Nafta e óleo leve são misturados 
para produzir os trés produtos finais de gasolina: um barril de ga- 
solina comum tem a proporção de mistura de 2:1 (nafta para óleo 
leve), um barril de gasolina premium tem a proporção de mistura 
de 1:1,¢ um barril de combustível para jatos tem a proporção de 
mistura de 1:2. Determine o mix de produção ótimo. 

A Hawaii Sugar Company produz açúcar mascavo, açúcar refi- 
nado (branco), açúcar de confeiteiro e melado usando xarope 
de cana-de-açúcar. A empresa compra 4.000 t de xarope por 
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semana é tem um contrato para entrega de no minimo 25 1 
por semana de cada tipo de açúcar. O processo de produção 
começa pela fabricação de açúcar mascavo e melado com base 
em xarope. Uma tonelada de xarope produz 0,3 t de açúcar mas- 
cavo e 0,1 tde melado. O açúcar refinado é produzido pelo pro- 
cessamento do açúcar mascavo, e 1t de açúcar mascavo rende 
0,8 tde açúcar refinado. O açúcar de confeiteiro é produzido do 
açúcar refinado por meio de um processo especial de moagem 
cuja eficiência de conversão é de 95% (1 t de açúcar refinado 
produz 0,95 t de açúcar de confeiteiro). Os lucros por tonelada 
de açúcar mascavo, açúcar refinado, açúcar de confeiteiro e me- 
lado são $ 150, $ 200, $ 230 e $ 35, respectivamente. Formule a 
questão como um problema de programação linear e determine 
a programação ótima semanal de produção, 


A refinaria Shale Oil mistura dois tipos de frações de petróleo, 
A e B, para produzir dois produtos de gasolina de alta octana- 
gem, |e Il. As taxas máximas de produção dos dois tipos de 
frações A e B são 450 e 700 barris/hora, respectivamente. As 
octanagens correspondentes são 98 e 89,c as pressões de vapor 
são 10 e & Ib/in*.As octanagens da gasolina 1 e da gasolina I] 
devem ser de no minimo 91 e 95, respectivamente. À pressão de 
vapor associada a ambos os produtos não deve exceder 12 Ib/in”. 
Os lucros por barril de Le Il são $7 e $ 10, respectivamente. Deter- 
mine a taxa ótima de produção para | e I bem como suas razões 
de mistura das frações A e B. (Sugestão: a pressão de vapor, assim 
como a octanagem, é a média ponderada das pressões de vapor das 
frações componentes da mistura.) 

Uma fundição utiliza sucata de aço, de alumínio e de ferro fun- 
dido para produzir dois tipos de lingotes de metal, | e 1, com 
limites específicos para os teores de alumínio, grafite e silício. 
Briquetes de alumínio e silício podem ser usados no processo de 
fundição para atender às especificações desejadas. As Tabelas 
R e 5 determinam as especificações do problema. 


Tabela R 


Insumo 


Sucata de aço 10) 5 
Sucata de aluminio 95 | 
Sucata de ferro fundido Ü 15 
Briquete de alumínio — 100 0 
Briquete de silício 0) 0 


10. 


Custo/ Toneladas 
tonelada disponiveis 


($) dia 


Teores (Sb) 
Alaninio Grafite Silício 


4 100 1.000 
2 150 500 
4 75 2.500 
ü Mo Qualquer quantidade 
00 380 Qualquer quantidade 


Tabela 5 


Lingote | Lingote I] 


Componente Minimo Maxime Minimo Máximo 


81% 108% 
15% 30% 
25% o 


6.2% 89% 
41% os 
2,8% 41% 


Aluminio 
Grafite 
Silício 


Demanda (tidia) 130 250 


Determine o mix de insumos ótimo que deve ser fundido, 


Duas ligas, A e B, sao fabricadas com base em quatro metais, I 
I], We IV, de acordo com as especificações da Tabela T. 


Tabela T 


Liga 


A 


Especificações Preço de venda (5) 
No máximo 80% de | 
No máximo 30% de I 
No minimo 50% de IV 
Entre 40% e 60% de H 
No minimo 30% de I 
No máximo 70% de IV 


200 


300 


Capitulo 2 Modelagem com programação linear 


Por sua vez, os quatro metais são extraídos de três minérios, 
conforme os dados da Tabela U. 


Tabela U 
Constituintes (9% ) 
Preço/ 
Quantidade tonelada 

Minério máxima (t) I H HE IV Outros (5) 

l 1.000 20 10 30 30 10 30) 

2 2.000 10 20 30 30 10) a) 

3 3.000 5 5 76. 2 () 50 


Quanto de cada tipo de liga deve ser produzido? (Sugestão: 
considere x, como toneladas de minério į alocadas à liga k e de- 
fina w, como a quantidade de toneladas produzidas da liga k.) 


2.3.6 Planejamento de mão-de-obra 


Variações na mão-de-obra para atender à demanda variável ao 
longo do tempo podem ser obtidas por meio do processo de con- 
tratação e demissão, como demonstrado no Exemplo 2.3-6. Há si- 
tuações em que o efeito das variações na demanda pode ser ‘absor- 
vido’ pelo ajuste dos horários de início ¢ término de um turno de 
trabalho. Por exemplo, em vez dos seguintes horários tradicionais 
de início de turnos de oito horas: 8h, 15h e 23h, podemos sobrepor 
turnos de oito horas cujos horários de início variem em função do 
aumento ou diminuição da demanda. 

A idéia de redefinir o horário de início de um turno para enfren- 
tar a variação da demanda pode ser estendida também para outros 
ambientes operacionais. O Exemplo 2.3-8 trata da determinação do 
número minimo de ônibus necessário para satisfazer as necessidades 
de transporte em horários de pico e fora de pico. 


Aplicação real — Planejamento de pessoal de vendas 
na Qantas Airways 


© horário de funcionamento das principais centrais de reserva 
da linha área australiana Qantas é das 7h às 22h, com seis turnos que 
iniciam em diferentes horários do dia. A Qantas usou programação 
linear (incluindo análise de filas) para determinar com eficiência O 
pessoal necessário para sua principal central de reservas por tele- 
fone e, ao mesmo tempo, oferecer serviço de boa qualidade a seus 
clientes. O estudo, executado no final da década de 1970, resultou 
em economias anuais de mais de 200,000 dólares australianos por 
ano, Esse estudo é detalhado no Caso 15, Capítulo 24 (disponível 
em inglês no site do livro). 


Exemplo 2.3-8 (Programação de ônibus) 


A cidade de Progress está estudando a viabilidade de introduzir 
um sistema de ônibus para transporte de massa que aliviará O pro- 
blema da mistura de nevoeiro com fumaça pela redução do trânsito 
no centro da cidade. O estudo procura o número minimo de ônibus 
que possa dar conta das necessidades de transporte. Após colher as 
informações necessárias, o engenheiro da prefeitura percebeu que 
o número minimo de ônibus necessários variava de acordo com a 
hora do dia, e que o número de ônibus requeridos poderia ser apro- 
ximado para valores constantes em intervalos sucessivos de quatro 
horas. À Figura 2.8 resume as constatações do engenheiro, Devido 
à manutenção diária obrigatória, cada ônibus pode circular apenas 
oito horas sucessivas por dia. 


Modelo matemático. Determine o número de ônibus em funciona- 
mento em cada turno (variáveis) que atenderá à demanda minima 
(restrições) e ao mesmo tempo minimizará o número total de ôni- 
bus em funcionamento (objetivo). 

É provável que você já tenha notado que a definição das variá- 
veis é ambígua. Sabemos que cada ônibus circulará por oito horas 
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consecutivas, mas não sabemos quando o turno deve começar. Se 
seguirmos o esquema normal de três turnos (8h01-1Gh, 16h01-24h e 
24h01-8h) e considerarmos que x, x, e x, são as quantidades de ôni- 
bus que começam no primeiro, segundo e terceiro turnos, podemos 
ver, pela Figura 2.8, que x, = 10, x, 2 12 e x, 28. O número minimo 
diário de ônibus correspondente é x, +x, + x, = 10 + 12 + 8 = 30. 


Figura 2.8 
Número de ônibus como função do horário do dia 
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A solução dada só é aceitável se os turnos coincidirem obri- 
gatoriamente com o esquema normal de três turnos. Entretanto, 
pode ser vantajoso permitir que o processo de otimização esco- 
lha o*melhor” horário de início para um turno. Uma maneira ra- 
zoável de conseguir isso é permitir o início de um turno a cada 
quatro horas. À parte inferior da Figura 2.8 ilustra essa idéia so- 
brepondo turnos de oito horas, podendo iniciar às 24h01, 4h01, 
8h01, 12h01, 16h01 e 20h01. Assim, as variáveis podem ser defi- 
nidas como 


x, = número de ônibus que começam às 24h01 
x, = número de ônibus que começam às 4h01 
x, = número de ônibus que começam às Sh0] 
x, = número de ônibus que começam às 12h01 
x, = número de ônibus que começam às 16h0] 


x, = número de ônibus que começam às 20h01 


Podemos notar, pela Figura 2.8, que, devido à sobreposição dos 
turnos, o número de ônibus para períodos sucessivos de quatro ho- 
ras é dado como mostrado na Tabela 2,15, 


Tabela 2.15 Número de ônibus para períodos de quatro horas 


Periodo Número de ônibus em circulação 
OhO1 — 4h x FS 
4h01 — 8h Xp + As 
ShOl — 12h X> + X3 
12h01 = 16h X3 + X4 
lohO1 - 20h X4 + Xs 
20h01 - Oh Xs + Xg 


Portanto, o modelo completo é expresso como 


Minimizar z =x, + x, +4, HY EN HY, 
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sujeito a 


x, + x, 2 4 (24h01—4h) 
x, +4, 2 8 (4h01-8h) 
X, +X, > 10 (Sh0l-12h) 
Ky hy = 7(12h01-16h) 
x, +X, > 12 (16h01-20h) 
x,+x, 2 4(20h01-24h) 


x.20,j=1,2,...,6 
I 


Solução 


A solução ótima exige a utilização de 26 ônibus para satisfazer 
a demanda com x, = 4 ônibus que iniciam as 0h01,x, = das 10h às 
4h01, x, = das Sh às 12h01 e x, = das 4h às 16h01, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3F 


*1. No exemplo de programação de ônibus, suponha que cada um 
deva circular em turnos de § ou de 12 horas. Se um ônibus cir- 
cular por 12 horas, o valor das horas extras pagas ao motorista 
será 150% a mais do que o valor das horas comuns. Você reco- 
mendaria a utilização de turnos de 12 horas? 


2. Um hospital emprega voluntários para trabalhar na mesa de re- 
cepção entre 8h e 22h, Cada voluntário trabalha três horas con- 
secutivas, exceto os que começam às 20h, que trabalham apenas 
duas horas. A necessidade minima de voluntários é aproximada 
por uma função escalonada com intervalos de duas horas que 
iniciam às Sh, como 4, 6,8, 18, 16, 18,20. Como a maioria dos 
voluntários é de pessoas aposentadas, elas estão dispostas a 
oferecer seus serviços a qualquer hora do dia (das 8h às 22h), 
Contudo, devido ao grande número de instituições de caridade 
que disputam os serviços desses voluntários, o número neces- 
sário deve ser mantido o mais baixo possível. Determine uma 
programação ótima para o horário de início dos voluntários, 

3. Considerando o Problema 2, suponha que nenhum voluntário 
comece a trabalhar ao meio-dia ou às 18h por causa do horário 
do almoço e do jantar, Determine a programação ótima. 


4. Em uma empresa de transporte por caminhões que fazem via- 
gens com carga incompleta, os terminais de carga utilizam tra- 
balhadores temporários contratados por tempo determinado 
para enfrentar picos de carregamento. No terminal de Omaha. 
Nebraska, a demanda mínima de trabalhadores temporários 
durante os sete dias da semana (começando às segundas-feiras) 
é 20, 14, 10, 15, 18, 10, 12. Cada trabalhador é contratado para 
cumprir uma jornada de cinco dias consecutivos. Determine 
uma prática ótima de contratação de trabalhadores temporá- 
rios por semana para a empresa. 

*5, Em grande parte dos campi universitários, os departamentos 
acadêmicos contratam alunos para prestar pequenos serviços, 
como atender telefone e fazer trabalhos de digitação. A neces- 
sidade desse tipo de serviço varia durante o horário normal de 
trabalho (8h às 17h). No departamento de Engenharia Indus- 
trial, o número minimo necessário de estudantes é dois entre 
she 10h, três entre 10h01 e 11h, quatro entre 11h01 e 13h,e 
três entre 13h01 e 17h. Cada estudante trabalha por três horas 
consecutivas (exceto os que começam às 15h01, que trabalham 
duas horas, e os que começam às 16h01, que trabalham uma 
hora). Devido a seu horário flexivel, de modo geral os estu- 
dantes podem se apresentar para o trabalho a qualquer hora 
durante o horário normal de trabalho, mas nenhum deles quer 
começar a trabalhar na hora do almoço (meio-dia). Determine 
o número minimo de estudantes que o Departamento de En- 
genharia Industrial deve contratar e especifique a que hora do 
dia cada um deve se apresentar para trabalhar, 

6. Uma grande loja de departamentos funciona sete dias por se- 
mana. O gerente estima que o número mínimo de vendedores 
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necessários para prestar serviço de imediato é de 12 às segun- 
das-feiras, 18 às terças-feiras, 20 às quartas-feiras, 28 às quintas- 
feiras, 32 às sextas-feiras e 40 aos sábados e domingos. Cada 
vendedor trabalha cinco dias por semana, com dois dias conse- 
cutivos de folga distribuídos durante a semana. Por exemplo, se 
dez vendedores começarem às segundas-feiras, dois podem tirar 
folga às terças e quartas, cinco às quartas e quintas, e três aos sã- 
bados e domingos. Quantos vendedores devem ser contratados 
e como seus dias de folga devem ser alocados? 


2.3.7 Aplicações adicionais 


As seções precedentes demonstraram a aplicação de PL em seis 
áreas representativas. O fato é que a PL tem diversas aplicações 
em um número enorme de áreas O problema ao final desta seção 
demonstra algumas dessas áreas, que abrangem de agricultura a 
aplicações militares. Esta seção também apresenta uma interessante 
aplicação que trata do corte de quantidades padronizadas de rolos 
de papel em tamanhos especificados pelos clientes. 


Exemplo 2.3-9 (Perda por corte ou corte de rolos de papel) 


A Pacific Paper Company produz rolos de papel com uma lar- 
gura de 20 pés cada. Pedidos especiais de clientes com larguras dife- 
rentes são produzidos pelo corte padronizado de rolos. Os pedidos 
típicos estão resumidos na Tabela 2.16. 


Tabela 2.16 Pedidos tipicos 


Pedido Largura desejada (pés) Numero de rolos desejado 
| 3 150 
2 7 200 
3 g 300 


Na prática, um pedido é atendido pelo ajuste das facas as largu- 
ras desejadas. De modo geral, ha várias maneiras de cortar um rolo 
padronizado para atender a determinado pedido. A Figura 2.9 mostra 
três ajustes viáveis de facas para o rolo de 20 pés. Embora haja outros 
ajustes viáveis, a discussão está limitada aos ajustes 1,2 ¢ 3 na Figura 
2.9. Há várias maneiras de combinar esses ajustes para atender aos 
pedidos para larguras de 5,7 e 9 pés. À seguir daremos exemplos de 
combinações viáveis. 


l. Cortar 300 rolos (padronizados) usando o ajuste 1 e 75 rolos 
usando o ajuste 2. 


2. Cortar 200 rolos usando o ajuste 1 e 100 rolos usando o ajuste 3. 


Qual das combinações é a melhor? Podemos responder a essa per- 
gunta considerando a “perda” gerada por cada uma delas. Na Figura 
2.9, as porções sombreadas representam sobras de rolos cujas larguras 
não são suficientes para atender aos pedidos em questão, Essas sobras 
são denominadas perdas por corte. Podemos avaliar a qualidade de 
cada combinação calculando sua perda por corte, Entretanto, como as 
sobras de rolos podem ter larguras diferentes, devemos basear nossa 
avaliação na área da perda por corte, e não na quantidade de sobra de 
rolos. Considerando que o comprimento do rolo padrão é L pés, pode- 
mos calcular a area de perda por corte da seguinte maneira: 


Combinação 1:300 (4 x L)+ 75 (3 x L)= 1,425 L pés 
Combinação 2: 200 (4 x L) + 100 (1 x L) = 900 L pés 


Essas áreas referem-se apenas às porções sombreadas na Figura 
2.9, Qualquer sobra de produção de rolos de 5,7 e 9 pés também 
deve ser considerada no cálculo da área de perda por corte, 

Na combinação 1,0 ajuste 1 produz uma sobra de 300 — 200 = 100 
rolos adicionais de 7 pés, e o ajuste 2 produz 75 rolos adicionais de 7 
pés. Assim, a área adicional de perda é 175 (7 x L) = 1.225 L pés. A 
combinação 2 não produz sobras dos rolos de 7 e 9 pés mas o ajuste 3 
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Figura 2.9 
Perda por corte (área sombreada) para ajustes das facas 1,2 e 3 


20 pés 


PPS OPS, 9 pés | 


Ajuste 3 


produz 200 — 150 = 50 rolos adicionais de 5 pés. com uma área adicio- 
nal de perda de 50 (5 x L} = 250 L pés”. Temos como resultado 


Área total de perda por corte para a combinação | 
= 1.475 L + 1.225 L= 2.050 L pés” 


Área total de perda por corte para a combinação 2 
= 900 L + 250 L = 1.150 L pés 


A combinação 2 é melhor porque resulta em menor área de 
perda por corte. 


Modelo matemático. O problema pode ser resumido da seguinte 
maneira: determinar as combinações de ajuste de facas (variáveis) 
que atenderão aos pedidos requisitados (restrições) com a minima 
drea de perda por corte (objetivo). 

A definição das variáveis, no modo como são dadas, deve ser 
traduzida para uma linguagem que o operador da máquina possa 
usar. Especificamente, as variáveis são definidas como o mmero de 
rolos padronizados a ser cortado conforme determinado ajuste de fa- 
cas. Essa definição requer identificar todos os possíveis ajustes de 
facas como resumidos na Tabela 2.17 (ajustes 1, 2 e 3 são dados na 
Figura 2.9). E bom que você tenha certeza de que os ajustes 4,5 ¢ 6 
são válidos ¢ que nenhum ajuste “promissor foi excluído, Lembre-se 
de que um ajuste promissor não pode resultar em uma sobra de rolo 
com 5 pés de largura ou mais. 


Tabela 2.17 Ajustes de facas 


Ajuste das facas 


Número 
Largura minimo 
requerida (pés) i 2 3 4 F&F 6 de rolos 
5 0 2 + | 0 150 
7 l 1 0 0 2 ü 200 
9 | | 0 0) 2 300 


Perda por corte por 
pé de comprimento 4 3 | 0 i : 


Para expressar o modelo matematicamente, definimos as varid- 
veis como 
x, = número de rolos padronizados a 
cortar conforme o ajuste Jj = 1,2,...,6 


As restrições do modelo referem-se diretamente à satisfação da 
demanda de rolos. 


29 


Número de rolos de 5 pés produzidos = 2x, + 2x, + dx, + x, 2 150 
Número de rolos de 7 pés produzidos = x, + x, + 2x, = 200 
Número de rolos de 9 pés produzidos = x, + x, + 2x, 2 300 

‘ara construir a função objetivo, observamos que a área total 
de perda por corte é a diferença entre a área total dos rolos pa- 


dronizados usados e a área total que representa todos os pedidos. 
Sendo assim, 


Area total de rolos padronizados = 20 L(x, +x, +x, +x, +x, +x) 
Area total dos pedidos = L(150 x 5 + 200 x 7 + 300 x 9) = 4.850 L 
Portanto, a função objetivo se torna 
Minimizar z = 20 L(x, + x, + x, tax +x, +a) -4.850 L 


Como o comprimento L do rolo padronizado é uma constante, 
de modo equivalente a função objetivo se reduz a 


Minimizar z =x, +x, +X +, HAHA, 
Portanto, o modelo pode ser expresso como 
Minimizar z =x FALHA, tA +H +N, 


sujeito a 


2x, + 2w, + 4x, +x, = 150 (rolos de 5 pés) 
A +20, 2 200 (rolos de 7 pés) 
x, +X, +2x, 2 300 (rolos de 9 pés) 


x20, j=1,2,..,6 

Solução 

A solução ótima exige o corte de 12,5 rolos padronizados con- 
forme o ajuste 4, 100 conforme o ajuste 5 e 150 conforme o ajuste 6. 
A solução não pode ser implementada porque x, não é um inteiro, 
Podemos usar um algoritmo de números inteiros para resolver o 
problema (veja Capítulo 9) ou adotar o método conservador e arre- 
dondar x, para 13 rolos. 


Comentarios. O modelo da perda por corte como apresentado aqui 
considera que todos os ajustes de facas viáveis podem ser determi- 
nados com antecedência. Essa tarefa pode ser dificil para problemas 
grandes, e pode ser que combinações viáveis deixem de ser conside- 
radas. O problema pode ser remediado usando um modelo de PL 
com programas de números inteiros embutidos elaborado para gerar 
ajustes de facas promissores sob pedido até encontrar a solução dti- 
ma. Esse algoritmo, às vezes denominado geração de coluna, é deta- 
lhado no Problema 7-3 do Apêndice E (disponível em inglês no site 
do livro). O método é baseado na utilização da teoria (razoavelmente 
avançada) de programação linear e pode servir para refutar o argu- 
mento de que, na prática, é desnecessário aprender a teoria da PL. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.3G 


*1, Considere o modelo de perda por corte do Exemplo 2.3-9, 

(a) Se cortarmos 200 rolos usando o ajuste 1 e 100 rolos usando 
o ajuste 3, calcule a área de perda por corte associada a cada 
um deles. 

(b) Suponha que o único rolo padronizado disponivel tenha 15 pés 
de largura, Gere todos os possíveis ajustes de facas para 
produzir rolos de 5, 7 e 9 pés, e calcule a perda por corte 
associada por comprimento em pés. 

(ce) No modelo original, se a demanda para rolos de 7 pes for 
reduzida em 80, qual será o número mínimo de rolos padro- 
nizados de 20 pés necessário para atender à demanda para 
os três tipos de rolos? 

(d) No modelo original, se a demanda para rolos de 9 pés for 
alterada para 400, quantos rolos padronizados adicionais de 
20 pés serão necessários para satisfazer a nova demanda? 

2. Alocação de espaço na prateleira. Uma loja de secos e molhados 
tem de decidir o espaço de prateleira a ser alocado a cada um dos 

cinco tipos de cereais matutinos, A demanda máxima diária é 100, 

85, 140,80 e 90 caixas, respectivamente, O espaço de prateleira em 


30 


polegadas quadradas (in?) para as respectivas caixas é 16, 24, 18, 
22 e 20.0 espaço de prateleira total disponível é 5.000 in’. O lucro 
por unidade é $ 1,10,5 1,30, $ 1,08,$ 1.25 e $ 1,20, respectivamente. 
Determine a alocação ótima de espaço para os cinco cereais, 

3. Votação de propostas de interesse. Em determinada cidade do 
Estado de Arkansas, há quatro questões em pauta para votação: 
construir novas rodovias, ampliar o controle de armas de fogo, 
aumentar os subsídios para agricultores e aumentar o imposto 
sobre a gasolina. Os eleitores da cidade estão subdivididos em 
100.000 na área urbana, 250.000 na área suburbana e 50,000 na 
área rural, todos com vários graus de suporte a favor ou contra 
as questões em pauta. Por exemplo, os eleitores das áreas rurais 
se opõem ao controle de armas de fogo e ao imposto sobre a 
gasolina, e estão a favor da construção de estradas e dos sub- 
sídios à agricultura. A cidade está planejando uma campanha 
publicitária pela TV com uma verba de $ 100.000 ao custo de 
$ 1.500 por anúncio publicitário. A Tabela V resume o impacto 
de um único anúncio em termos do número de volos pró e con- 
tra como uma função das diferentes questões: 


Tabela V 

Número esperado de votos pró (+) 

e contra (=) por anúncio 

Questão Area urbana Área suburbana Area rural 
Novas rodovias — 30.000 +60.000 + 30.000 
Controle de armas de fogo + 80,000 +30.000 -45.000 
Subsidios para a agricultura +40.000 +10.000 0) 
Imposto sobre a gasolina +90.000 0) — 25.000 


Lima questão será adotada se conseguir no minimo 51% dos 
votos. Quais questões serão aprovadas pelos eleitores e quantos 
anúncios devem ser alocados a cada uma das questões? 

4. Balanceamento de linha de montagem. Um produto é montado 
com três partes diferentes. As partes são fabricadas por dois de- 
partamentos a diferentes taxas de produção, como apresentadas 
na Tabela W. 


Tabela W 
Capacidade Taxa de produção (unidades/hora) 
(hora/ —— — 
Departamento empregado) Parte | Parte 2 Parte 3 
| 100 S 5 10 
2 SU 6 12 4 


Determine o numero maximo de unidades completas que po- 
dem ser produzidas por semana. (Sugestão: unidades completas 
= min funidades da parte 1, unidades da parte 2, unidades da 
parte 3}. Maximizar z = min{x,,.x,} é equivalente a max z sujeito 
azSx é zS.) 

5. Controle de poluição. Três tipos de carvão, C1, C2 e C3, são pul- 
verizados e misturados para produzir 50 t por hora necessárias 
para alimentar uma usina de geração de eletricidade. A quei- 
ma de carvão emite óxido de enxofre (em partes por milhão), 
que deve obedecer às especificações da Agência de Proteção 
Ambiental de no máximo 2.000 partes por milhão. A Tabela X 
resume os dados da situação. 


Tabela X 

Cl C2 C3 
Enxofre (partes por milhão) 2.500 2.500 2.500 
Capacidade do pulverizador (ton/hora) 30 50 30 
Custo por tonelada ($) 30 30) 30 


Determine o mix ótimo de carvões. 
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“6. Controle de semáforo. (Stark e Nicholes, 1972) O tráfego de auto- 
móveis de três rodovias, H1, H2 e H3, deve parar e esperar pelo 
sinal verde antes de sair de uma rodovia que cobre pedágio. As 
taxas de pedágio são $ 3, $ 4 e $5 para carros que saem de H1, H2 
e H3, respectivamente. As taxas de fluxo de H1, H2 e H3 são 500, 
600 e 400 carros por hora. O ciclo do semáforo não pode exceder 
a 22 minutos, e o sinal verde em qualquer rodovia deve durar no 
minimo 25 segundos. O sinal amarelo permanece 10 segundos, O 
posto de pedágio pode atender um máximo de 510 carros por hora. 
Considerando que nenhum carro passe no amarelo, determine o 
intervalo ótimo para o sinal verde para as três rodovias que maxi- 
mizará a receita do posto de pedágio por ciclo de tráfego. 

7. Ajuste de uma reta a dados empíricos (regressão). Em um cur- 
so de datilografia para iniciantes com duração de dez semanas, 
a velocidade média por aluno (em palavras por minuto) como 
uma função do número de semanas de aula é dada na Tabela Y. 


Tabela Y 


Semana, x le 3 4 5 6 T 8 q 10 


Palavras / 
minuto y § 9 15 


fr 


19 21 24 26 3) 3 3 


Determine os coeficientes a e b na relação linear ¥ = ax + b que 
melhor se ajuste aos dados apresentados. (Sugestão: minimize a 
soma dos valores absolutos dos desvios entre ¥ teórico e y empi- 
rico. Min lvl é equivalente a minimizar z sujeito a z Sx e z > -x.) 

8. Nivelamento de terreno para uma nova rodovia. (Stark e Ni- 
choles, 1972) O Departamento de Estradas de Rodagem do 
Arkansas esta planejando uma nova rodovia de 10 milhas em 
terreno irregular, como mostra o perfil na Figura 2.10. A largura 
do terreno de construção é de aproximadamente 50 jardas. Para 
simplificar a situação, o perfil do terreno pode ser substituído 
por uma função escalonada, como mostra a figura. Usando ma- 
quinaria pesada, a terra removida do terreno alto é transpor- 
tada para encher as áreas baixas. Também há duas áreas de es- 
cavação, I e II, localizadas nas extremidades da extensão de 10 
milhas das quais mais terra pode ser transportada se necessário, 


Figura 2.10 
Perfil do terreno para o Problema & 


Milha 


A área | tem uma capacidade de 20,000 jardas cubicas, e a área 
LH, uma capacidade de 15.000 jardas cúbicas, Os custos de remoção 
da terra das áreas 1 e H são, respectivamente, $ 1,50 e $ 1,90 por 
jarda cúbica. O custo de transporte por jarda cúbica por milha é 
$ 0,15, ¢ o custo de utilização da maquinaria pesada para carregar 
caminhões de transporte é $ 0,20 por jarda cúbica. Isso significa 
que | jarda cúbica da área | transportada a 1 milha de distância 
custará um total de (1,5 + 020) + 1 x 0,15 = $ 1,85,€ 1 jarda cúbica 
transportada de uma colina à distância de 1 milha para encher uma 
área custará 0,20 + 1 x 0,15 = 3 0,35. Desenvolva um plano de custo 
minimo para nivelar a extensão de 10 milhas. 
9. Planejamento militar. (Shepard et al., 1988) O Exército Vermelho 
(R) está tentando invadir o território defendido pelo Exército 
Azul (B). O Azul tem três linhas de defesa e 200 unidades regu- 
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lares de combate, além de também poder utilizar um contingente 
de reserva de 200 unidades. O Vermelho planeja atacar em duas 
frentes, norte e sul, e o Azul estabeleceu três linhas de defesa leste- 
oeste: [De TI. A finalidade das linhas de defesa I e I é retardar o 
ataque do Exército Vermelho por no mínimo quatro dias em cada 
linha e maximizar a duração total da batalha. O tempo de avanço 
do Exército Vermelho é estimado pela seguinte fórmula empirica: 


Unidades Azuis ) 


Duração da batalha em dias = a + b} ——————————— 
e Unidades Vermelhas 


As constantes a e b são uma função da linha de defesa e da 


frente norte/sul, como mostra a Tabela 7: 


Tabela Z 
él D 
i H fit I Il HH 
Frente norte 0,5 0,75 0,55 88 79 10,2 


Frente sul 1,1 13 1,5 10,5 8,1 92 


As unidades de reserva do Exército Azul podem ser usadas 
apenas nas linhas de defesa I e I]. A alocação das unidades pelo 
Exército Vermelho às três linhas de defesa é dada na Tabela Al. 


Tabela A1 i É 
Número de unidades de 
ataque do Exército Vermelho 
Linha de Linha de Linha de 
Defesa | Defesa if Defesa HH 
Frente norte 30) 60) 20 
Frente sul 30) 4() 20 


Como o Azul deve alocar seus recursos entre as três linhas de 


defesa e as frentes norte/sul? 
10 


+ 


Uma DBO mais elevada indica pior qualidade da água. 


A Agência de Proteção Ambiental estabelece um máximo 
permissivel de carga de DBO, expressa em lb de DBO por ga- 
lao. A remoção de poluentes das águas servidas ocorre de duas 


Figura 2.11 


Ponte rolante com duas cangas (Problema 11) 


Gerenciamento da qualidade da água. (Stark e Nicholes, 1972) 
Quatro cidades descarregam águas servidas na mesma corrente. 
A cidade | está a montante. seguida pela cidade 2, depois pela 
cidade 3 e, por fim, pela cidade 4, na direção a jusante. Medi- 
das ao longo da corrente, as distâncias entre as cidades são de 
aproximadamente 15 milhas. Um dos parâmetros de medida da 
quantidade de poluentes em águas servidas é a demanda bioló- 
gica de oxigênio (DBO), que é o montante de oxigênio reque- 
rido para estabilizar os resíduos poluentes presentes na água, 
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formas: 1) atividade natural de decomposição estimulada pelo 
oxigênio presente no ar; e 2) estações de tratamento nos pontos 
de descarga antes que os resíduos poluentes cheguem à cor- 
rente. O objetivo é determinar a melhor eficiência econômica 
de cada uma das quatro estações que reduzirá a DBO a níveis 
aceitáveis. À máxima eficiência possível de uma estação de tra- 
tamento é 99%, 

Para demonstrar os cálculos envolvidos no processo, conside- 
re as seguintes definições para a estação |: 
Q, = fluxo da corrente (galões/hora) no trecho 
de 15 milhas entre as cidades | e 2 na direção da cidade 2 


p, = taxa de descarga de DBO (em Ilbyhora) 
x, = eficiência da estação 1 (< 0,99) 
b = máxima carga de DBO permissível 
no trecho 1-2 (em Ib DBO/galão) 

Para satisfazer o requisito de carga de DBO no trecho 1-2. 
precisamos ter 

pd EE x) = bO, 

De maneira semelhante, a restrição de carga de DBO para o 
trecho 2-3 toma a forma 
(1 ig ) taxa de descarga de taxa de descarga de | . bO 

2A, DBO no trecho 1-2 DBO no trecho 2-3 |" 357 
ou 
(1 = rp, =x) + pl Sr x) = bQ, 


O coeficiente r,, (< 1) representa a fração de residuos removida 
no trecho 1-2 por decomposição, Para o trecho 2-3, a restrição é 


(1—-r,J[0 -—+,Je,1-2*,)4+ p.0 -—x,)] + p11 O- a) 56,0, 
Determine a maior eficiência econômica para as quatro esta- 
ções usando os dados da Tabela B1 (a fração de DBO removida 
por decomposição é 6% para os quatro trechos): 


Tabela B1 
Trecho 1-2 Trecho2-3 Trecho2-3 Trecho 3-4 
(i=1) (i=2) (f = 3) (f=d) 
Oi (galão/hora) 215.000 220.000 200.000 210.000 
pi (lb/hora) 500 3.000 6.000 1.000 


bi (lb DBO/galão) 0.00085 0.0009 0,0008 0.0008 
Custo do tratamento 


($b DBO removida) 0,20 (0,25 0,15 0,18 


LL, Estrutura de carregamento. (Stark e Nicholes, 1972) A ponte 


rolante com duas cangas de suspensão na Figura 2.11 é usada 

ara transportar concreto misturado até um canteiro de obras 
para vazar em barreiras de concreto. À caçamba de concreto 
fica pendurada no centro da canga. Os trilhos da extremidade 


Canga | 


| 


Canga 2 
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da ponte rolante podem suportar um maximo de 25 kip (kilo- 
pounds) cada e a capacidade de cada cabo da canga é de 20 kip. 
Determine as capacidades máximas de carga W e W. (Suges- 
tão: no equilíbrio, as somas dos momentos ao redor de qualquer 
ponto da trave ou da canga é zero.) 


12. Alocação de aeronaves às rotas. Considere o problema da designa- 
ção de aeronaves a quatro rotas conforme os dados da Tabela C1. 
Tabela C1 
Número de viagens 


= - z diárias na rota 
[ipo da Capacidade Numero de 


aeronave (passageiros) aeronaves ! 2 3 4 
l 50 3 3 2 2 | 
2 30) 8 4 x g 2 
3 20 10 5 5 4 2 
Número diário de clientes 1.000 2.000 900 1.200 


Os custos associados, entre eles os prejuízos pela perda de clien- 
tes devido à indisponibilidade de espaço. são dados na Tabela D1. 


Tabela D1 
Custo operacional ($) 
Tipo de por viagem na rota | 
aeronave ! 2 3 f 
l 1.000 1.100 1.200 1.500 
2 S00 900 1.000 1.000 
3 


600 S00 S00 “MH 


Penalidade (8)/ 

cliente perdido 40) 50) 45 70 
Determine a alocação ótima de aeronaves às rotas e determine 

o número associado de viagens. 


2.4 SOLUÇÃO POR COMPUTADOR COM SOLVER E AMPL 


Na prática, quando os modelos típicos de programação linear 
podem envolver milhares de variáveis e restrições, o único modo 
viável de resolver tais modelos é usar o computador. Esta seção 
apresenta dois tipos distintos de softwares populares: o Excel Sol- 
vere o AMPL. O Solver é particularmente atraente para usuários 
de planilhas. O AMPL é uma linguagem algébrica de modelagem 
que, como qualquer outra linguagem de programação, requer maior 
conhecimento técnico. Não obstante, o AMPL, e outras linguagens 
semelhantes; oferece grande flexibilidade na modelagem e execu- 
ção de modelos de PL grandes e complexos. Embora a apresentação 
nesta seção se concentre em PL, tanto o AMPL quanto o Solver 
podem ser usados em programação inteira e não lincar, como será 
mostrado mais adiante neste livro. 


2.4.1 Solução de PL com Excel Solver 


Com o Excel Solver, a planilha é o meio de entrada e saída para 
a PL. A Figura 2.12 mostra o layout dos dados para o modelo da 
Reddy Mikks (arquivo solverRM xls). A parte superior da figura 
inclui quatro tipos de informação: 1) células de dados de entrada 
(áreas sombreadas, B3:C9 e F6:F9); 2) células que representam as 
variáveis e a função objetivo que procuramos avaliar (células re- 
tangulares com moldura em linha grossa, B13:D13); 3) definições 
algébricas da função objetivo e o lado esquerdo das restrições (cé- 
lulas retangulares com moldura tracejada, D5:D9); e 4) células que 
fornecem nomes ou símbolos explicativos O Solver requer somente 
os três primeiros tipos. O quarto tipo aperfeiçoa a legibilidade do 
modelo e não tem nenhuma outra finalidade. 


“Outros pacoles comerciais são Aimmes, Games, Lingo, MPL, OPL Studio e Apress-Mosel. 


Pesquisa operacional 


O posicionamento relativo dos quatro tipos de informação na 
planilha não precisa seguir o layout da Figura 2.12. Por exemplo, 
as células que definem a função objetivo e as variáveis não preci- 
sam ser contíguas, nem têm de ser colocadas abaixo do problema. 
O importante é que saibamos onde elas estão para que possam ser 
referenciadas pelo Solver. Ainda assim, é uma boa idéia usar um 
formato semelhante ao sugerido na Figura 2.12 porque ele torna o 
modelo mais legível. 

Como o Solver está vinculado aos dados da planilha? Em pri- 
meiro lugar, fornecemos definições “algébricas” equivalentes para a 
função objetivo e o lado esquerdo das restrições usando os dados de 
entrada (células sombreadas B5:09 e F6:F9), e para a função obje- 
tivo e variáveis (células retangulares com moldura em linha grossa 
B13:D13); após, colocamos as fórmulas resultantes nas células apro- 
priadas do retângulo tracejado D5:D9. A Tabela El mostra as fun- 
ções PL originais e seu posicionamento nas células adequadas 


Tabela E1 

Expressão 2 = Inserida 

algébrica Fórmula na planilha a célula 
Objetivo, z 5x, + dr,  =BS*$B$13+4C5*$C$13 DS 
Restrição | Ox, + 4x, =B6*$B$13+C6*$CH13 Dá 
Restrição 2 xy + 2x5 =B7*$B$13+C7*$C$13 D7 
Restrição 3 —X, + X =B8*$B$13+C8*$C$13 Ds 
Restrição 4 Dx, + x =B9º$B$13+C9*$C$13 D9 


Na verdade, basta que você digite a fórmula para a célula DS e 
então a copie para as células D6:D9. Para fazer isso corretamente, 
devem ser usadas as referências fixas $B$13 e $C$13, que represen- 
tam x, e x, Para programas maiores é mais eficiente digitar 


=SOMARPRODUTO(B5:C5:8B$13:8C813) 


na célula D5 e copiar para as células D6:D9, 


Agora, todos os elementos do modelo de PL estão prontos para 
ser vinculados ao Solver. No menu “Ferramentas” do Excel, sele- 
cione ‘Solver™ para abrir a caixa de diálogo Parâmetros do Solver 
(Solver Parameters) mostrada no meio da Figura 2.12. Em primeiro 
lugar, defina a função objetivo, z, e o sentido da otimização digitan- 
do os seguintes dados: 


Definir Célula de Destino (Set Target Celly: | $D$5 
Igual a (Equal to): O Max 


Células Variáveis (Changing Cells): | $B$13:8C$13 


Essa informação deixa claro ao Solver que as variáveis definidas 
pelas células $B$13 e $C$13 são determinadas pela maximização da 
função objetivo na célula $D$5. 

A próxima etapa é estabelecer as restrições dos problemas cli- 
cando Adicionar (Add) na caixa de diálogo Parâmetros do Solver 
(Solver Parameters). A caixa de diálogo Submeter às Restrições 
(Add Constraint) será exibida (veja a parte inferior da Figura 2.12) 
para facilitar a digitação dos elementos das restrições (lado esquer- 
do, tipo de desigualdade e lado direito) como 


$D$6:8DS9<=8FS6:8F$9 


Um substituto conveniente para digitar as faixas de células é 
destacar as células D6:D9 para entrar com os lados esquerdos e en- 
tão as células F6:F9 para entrar com os lados direitos. O mesmo 
procedimento pode ser usado com Célula de Destino. 

As únicas restrições restantes são as restrições de não-negativida- 
de que são adicionadas ao modelo clicando em Adicionar na caixa 
de diálogo Submeter às Restrições para digitar 

SB$13:3C$13>=0 


Uma outra maneira de entrar com as restrições de não-nega- 
tividade é clicar Opções na caixa de diálogo Parâmetros do Solver 


‘Se 0 Solver não aparecer em ‘Ferramentas’. clique em Suplementos” no mesmo menu e selecione “Add-in Solver’; depois clique “OR. 
“Você notará que, na caixa de diálogo Adicionar Restrição (Figura 2.12), à caixa do meio, que especifica o tipo de desigualdade (<= e >=), tem duas opções adicionais ‘int’ e bin”, que repre- 
sentam indéiro é binário, c podem ser usadas em programação inteira para restringir variáveis à valores inteiros ou binários (veja Capítulo 9). 


Capitulo 2 Modelagem com programação linear 
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Figura 2.12 


Definição do modelo da Reddy Mikks com o Excel Solver (arquivo solverRM1.xls) 


Coll! Formula  (Copyto 
DS |=B5*B$13m05"C413 ii 
DIS |=D5 


Solver Parameters 


setiargercel: [ws Fal 


EquiTo: Ofe] Oma Oveheof 
‘By (Changing Celis: 


[essa CG] 


une ct to the Constraints: 


Sl S513 >= 0 
Dei 5059 <= Sia: feos 


Figura 2.14 


Utilização de nomes de faixa em Excel Solver (arquivo solverRM2.xls} 


Figura 2.13 
Caixa de diálogo de opções do Solver 


| Solver Options 


Max Time: seconds 


Iterations: 
Precision: 
Tolerance: 


setTegetCel;  [Totorvor Fa] 
; eee Equal To: ye Of: 
Convergence: |0.0001 | aT: Om] Omo Oysters: [0 | 


By Changing Cals: 
Assume Linear Model 


M] Assume Non-Nege tive 
Mase NON Negeuve| 


[C] Use Automatic Scaling [unrrecced SSS) (Goes) 
Derivatives Search Totals <= Limits 


Estimates UnitsHroduced >= ly 


© Tangent (@) Forward 


(@) Newton 
© Quadratic © Central 


© Conjugate 


34 


(Solver Parameters) para acessar a caixa de diálogo Opções do Sol- 
ver (Solver Options) (veja Figura 2.13), e então selecionar E Conside- 
rar Não-Negativos (Assume Non-Negative). Enquanto estiver na caixa 
Opções do Solver (Solver Options), você também precisa selecionar M 
Considerar Modelo Linear (Assume Linear Model). 

Em geral, os ajustes default remanescentes no Opções do Solver 
(Solver Options) não precisam ser alterados. Contudo, a precisão de 
0,000001 estabelecida por default pode ser muito ‘alta’ para alguns 
problemas, e o Solver pode retornar a mensagem “Solver não pode 
achar uma solução viável” quando, na verdade, o problema tem uma 
solução viável. Em tais casos, é necessário ajustar a precisão para me- 
nor, Se persistir a mesma mensagem, o problema pode ser inviável. 

Por questão de legibilidade, você pode usar nomes descritivos 
de faixas do Excel em vez de nomes de células. Uma faixa pode ser 
criada destacando as células desejadas, digitando o nome da faixa na 
caixa superior esquerda da planilha e então pressionando ‘Return’. 
A Figura 2.14 (arquivo solverR M2.xls) fornece os detalhes com um 
resumo de nomes de faixas usados no modelo. Você deve compa- 
rar o arquivo solverRM2.xls com o arquivo solverRM Lxls para ver 
como as faixas serão usadas nas fórmulas. 

Para resolver o problema, clique Resolver (Solve) em Parâme- 
tros do Solver (Solver Parameters) (Figura 2.14). Após, uma nova 
caixa de diálogo, Resultados do Solver (Solver Results), dara o sta- 
tus da solução. Se a montagem do modelo estiver correta, o valor 
ótimo de z aparecerá na célula D5 e os valores de x, e x, irão para as 
células B13 e C13, respectivamente, Por conveniência, usamos a cé- 
lula D13 para exibir o valor ótimo de z digitando a fórmula =D5 na 
célula D13 para exibir toda a solução ótima em células contiguas. 

Se um problema não tiver solução viável, o Solver emitirá a men- 
sagem explícita “Solver não pôde achar uma solução viável”. Se o 
valor objetivo ótimo for limitado, o Solver emitirá à mensagem um 
tanto ambigua “Os valores das Células de Destino não convergem”. 
Em qualquer um dos casos, a mensagem indica que há algo errado 
com a formulação do modelo, como será discutido na Seção 3,5. 

A caixa de diálogo Resultados do Solver (Solver Results) lhe 
dará a oportunidade de requisitar mais detalhes sobre a solução, in- 
cluindo o importante relatório de análise de sensibilidade, Discutire- 
mos os resultados adicionais na Seção 3.6.4, 

A solução do modelo da Reddy Mikks pelo Solver é direta. Ou- 
tros modelos podem exigir um ‘pouco de engenhosidade” antes de 
podermos defini-los de maneira conveniente. Uma classe de mode- 
los de PL que cai nessa categoria trata da otimização de redes, como 
será demonstrado no Capítulo 6. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.44 


l. Modifique o modelo Solver da Reddy Mikks da Figura 2.12 para 
levar em conta um terceiro tipo de tinta denominado ‘naval’, Os 
requisitos por tonelada das matérias-primas | ¢ 2 são 0,5 e 0,75. 
respectivamente. A demanda diária para a nova tinta está entre 
0,5 te 15140 lucro por tonelada é $ 3.500, 

2. Desenvolva o modelo Excel Solver para os seguintes problemas: 
(a) O modelo de dieta do Exemplo 2.2-2. 

(b) Problema 16, Conjunto 2.2a 
(c) O modelo de renovação urbana do Exemplo 2.3-1. 

*(d) O modelo de arbitragem de moedas do Exemplo 2.3-2. (Su- 
gestão: você verá que é conveniente utilizar toda a matriz de 
conversão de moedas em vez de apenas os elementos acima 
da diagonal. Claro que você pode gerar os elementos abaixo da 
diagonal com a utilização de fórmulas de Excel adequadas.) 

(e) O modelo de produção e estoque para múltiplos períodos 
do Exemplo 2.3-5. 


2.4.2 Solução de PL com AMPL* 


Esta seção apresenta uma breve introdução ao AMPL. O ma- 
terial do Apêndice A oferece uma descrição detalhada da sintaxe 
do AMPL, à qual nos referiremos oportunamente nesta seção, bem 
como em apresentações do AMPL ao longo do livro. 


Pesquisa operacional 


Quatro exemplos são apresentados aqui: os dois primeiros tra- 
tam dos aspectos básicos da AMPL, e os dois restantes tratam de uti- 
lizações mais avançadas para demonstrar as vantagens do AMPL. 


O problema da Reddy Mikks — modelo rudimentar O AMPL 
oferece um instrumento para modelar uma PL em um formato ru- 
dimentar por extenso (por escrito). A Figura 2.15 mostra o código 
auto-explicativo para o modelo da Reddy Mikks (arquivo ampl RM1. 
txt). Todas as palavras-chave reservadas estão em negrito, Todos os 
outros nomes são gerados pelo usuário. A função objetivo e cada uma 
das restrições devem receber um nome distinto gerado pelo usuário 
seguido por dois-pontos. Cada declaração é encerrada com um pon- 
to-e-virgula. 


Figura 2.15 
Modelo rudimentar em AMPL para o problema da Reddy Mikks 
(arquivo amplRM txt) 


var xl >=0; 

var x2 >=0; 

maximize z: 5*x1+4*x2; 
subject to 

cl: 6*x1+4*e2<=24; 

e2: H1t2*x2<=6; 

e3: ~kl+x2¢=1; 

cá: x2<=2; 

solve ; 

display z,x1l,x2; 


Esse modelo rudimentar do AMPL é muito específico no sen- 
tido de que requer o desenvolvimento de um novo código cada vez 
que os dados do problema são alterados. Para problemas práticos 
com centenas (e alé milhares) de variáveis e restrições, esse formato 
por extenso é incômodo. O AMPL ameniza essa dificuldade divi- 
dindo o problema em dois componentes: 1) um modelo geral que 
expressa o problema em linguagem algébrica para qualquer número 
desejado de variáveis e restrições; e 2) dados específicos que guiam 
o modelo algébrico. Usaremos o modelo da Reddy Mikks para de- 
monstrar as idéias básicas do AMPL, 


Problema da Reddy Mikks — modelo algébrico. A Figura 2.16 
apresenta a lista de declarações do modelo (arquivo ampl RMž.txt). 
O arquivo deve estar estritamente em texto (ASCI). Comentários 
são precedidos por # e podem aparecer em qualquer lugar do mode- 
lo. A linguagem é sensivel a letras maiúsculas ou minúsculas ¢ todas 
as suas palavras-chave (com poucas exceções) devem ser escritas 
em letras minúsculas, (A Seção A.2 vai dar mais detalhes.) 

O modelo algébrico em AMPL vê o problema geral da Reddy 
Mikks no seguinte formato genérico 


[o 
Maximizar z: DCM 
j=l 


sujeito a restr; Sa, Sh i=l, 2... m 
jel 


x,20,]=1,2,...,n 


Considera-se que o problema tem n variáveis e st restrições. 
Dá-se à função objetivo e à restrição ¢ os nomes (arbitrários) z € 
restr. O restante dos parâmetros, c, b e a, são auto-explicativos. 

O modelo começa com as declarações param que declaram m, 
nc, be a, como parâmetros (ou constantes) cujos valores especifi- 
cos são dados na seção de entrada de dados do modelo. Traduz-se 
ej =1,2,....n)comoc(l..nk.bli=1,2,..,m)comob(l,.mj e 
a.(i=1,2,...,7,j= 1,2,...,41) como af1..m,1..n}.Em seguida, as 
varidveis x (y= 1,2,...,¢) junto com a restrição de não-negatividade 
são definidas pela declaração var 

war x{l..n}>=0; 


* Por conveniência, a versão do AMPL para estudantes fornecida pela AMPL Optimization LLC com instruções esti disponível em inglês no site do livro. Atualizações futuras podem ser 
baixadas no wavin plecom. O AMPL usa linhas de comando é funciona em ambiente DOS (em vez de em Windows). Uma versão beta recente de uma interface Windows pode ser encon- 


trada em wavu Gp Risk voe orar, 
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Figura 2.16 
Modelo AMPL do problema da Reddy Mikks com dados de 
entrada (arquivo ampl RMZ.txt) 


#-—------------ -- -- --— l ebraice model 
param m; 

param n; 

param c{l..n}; 

param b{1l..m}; 

param a{l..m,1..n}; 


var x{1..n}>=0; 


maximize z: sum{j in 1..n}e[j)**[j]; 
subject to restr{i in 1..m}: 
sum{j in 1..n}a[li,j])*x[Jj)<=b[i]; 
F=- == - == === —- - = --- = - == --=----Sspecify model data 
data; 
param m:=2; 
param m:=4; 
param c:=1 5 2 4; 
param b:=1 24 26 31 4 2; 


param a: 1 2 := 

1 6 4 

2 1 2 

3 -1 1 

4 0 1; 
PÉ q ss g0lve the problem 
solve; 


display Z, x} 
Se >=0 for removido da definição de x, então a variável é 


considerada irrestrita. À notação entre | | representa o conjunto 
de indices sobre os quais um param ou uma var é definido, 

Após definir todos os parâmetros e as variáveis, podemos de- 
senvolver o modelo propriamente dito. A função objetivo e as res- 
trições devem ter cada uma, um nome distinto definido pelo usuário 
seguido por dois-pontos (:). No modelo da Reddy Mikks, a função 
objetivo recebeu o nome de z: precedido por maximize, como a 
seguinte declaração em AMPL: 

maximizar z: sum() in l..nicijl*x[5]; 

A declaração é uma tradução direta de maximizar z = Sex, 
(com :no lugar de =). Fl 


Observe a utilização dos colchetes | | para representar os índices, 
A restrição 1 recebe o nome-raiz restr, cujos índices perten- 
cem ao conjunto (1. ml: 


restr(i in 1..m}:sum{j in 1..njali,j)]*x[j]<=b[il; 


A declaração é uma tradução direta de Yax Sb. 
ye 


As palavras-chave subject to são opcionais. Agora, esse mo- 
delo geral pode ser usado para resolver qualquer problema com 
qualquer conjunto de dados de entrada representando qualquer 
número de restrições m e qualquer número de variáveis n. 

A seção data; permite ajustar o modelo para o problema es- 
pecifico da Reddy Mikks. Assim, param n:=2; e param m:=4; 
informam ao AMPL que o problema tem duas variáveis ¢ quatro 
restrições. Observe que o operador composto := deve ser usado e 
que a declaração deve começar com a palavra-chave param. Para 
o parâmetro com um único indice c, cada elemento é representado 
pelo índice j, seguido por c, separado por um espaço em branco, 
Portanto, os dois valores são traduzidos para 


param c:= 15 2 4; 
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Os dados para o parâmetro b entram de modo semelhante. 
Para o parâmetro a com dois indices, a linha de cima define o 
indice j, e o índice sentra no inicio de cada linha como 


param a: 1 2 m 
1 6 4 
2 1 2 
3 =L 1 
4 0 l; 


Na verdade, os dados a, sao lidos como uma matriz bidimensio- 
nal cujas linhas designam é e cujas colunas designam j. Observe que 
o ponto-e-vírgula só é necessário no final de todos os dados. 

Agora,o modelo e seus dados estão prontos. O comando solve: 
invoca a solução e o comando display z, x dá a solução, 

ara executar o modelo, primeiro invoque AMPL (clicando*ampl. 
exe’ no diretório AMPL). Quando aparecer o prompt do “ampl, en- 
tre o próximo comando mode l, e em seguida pressione *Return': 


ampl: model AmplEMZ.txt; 


Depois, o resultado do sistema aparecerá na tela da seguinte 
maneira: 


MINOS 5.5: Optimal solution found. 
2 iterations, objective = 21 


z= 21 
x[*]:= 
1=3 

2= 1.5 


As quatro últimas linhas são o resultado da execução de dis- 
play 2, Xi. 

Na verdade, o AMPL permite separar o modelo algébrico e os 
dados em dois arquivos independentes. Esse arranjo é aconselhável 
porque, uma vez desenvolvido o modelo, apenas o arquivo de dados 
precisa ser alterado. (Se quiser detalhes, consulte o final da Seção 
A.2.) Neste livro, optamos por separar os arquivos do modelo e de 
dados principalmente por questão de compactação. 


O problema da arbitragem. O modelo simples da Reddy Mikks 
apresenta alguns dos elementos básicos de AMPL. O modelo mais 
complexo da arbitragem de moedas do Exemplo 2.3-2 oferece a 
oportunidade de apresentar capacidades adicionais de AMPL, entre 
elas: 1) imposição de condições sobre os elementos de um conjunto: 
2jutilização de if then else para representar valores condicio- 
nais; 3) utilização de parâmetros calculados; e 4) utilização de uma 
simples declaração print para apresentar o resultado, Esses pon- 
tos também serão discutidos com mais detalhes no Apêndice A. 

A Figura 2.17 (arquivo amplEx2.3-2.1x1) dá o código AMPL 
para o problema da arbitragem. O modelo é geral no sentido de 
que pode ser usado para maximizar o estoque final y de qualquer 
moeda, denominado outCurrency, começando com uma quan- 
tidade inicial I de uma outra moeda, denominada inCurrency. 
Além disso, qualquer número de moedas, n, pode estar envolvido 
no processo de arbitragem. 

As taxas de câmbio são definidas como 


param r(i in 1..n,j in 1..n:i<=4}; 


A definição dá apenas os elementos da diagonal e acima da dia- 
gonal pela imposição da condição i<=j (precedida por dois-pontos) 
no conjunto {i in 1..n,) in 1..n}. Com essa definição, são 
usados reciprocos para calcular as taxas abaixo da diagonal, como 
será mostrado em breve, 
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Figura 2.17 


Pesquisa operacional 


Modelo em AMPL do problema da arbitragem (arquivo amplEx2.3-2.txt) 


param 
param 
param 
param 
param 
param 


inlCurrency; 
outcurrency; 
n; 


I; 
maxTransaction{l..n}; 


var x{i in l..n;j in 1..n}>=0 
var y>=0; 


7 
F 


maximize z: 
subject to 


Y 


z 
F 


#initial amount I 
#maximized holding y 
#nbr of currencies 


r{i in 1..n,j in 1..n:i<=}};#above-diagonal rates 


#initial amt of inCurrency 
#limit on transaction amt 


#amt of i converted to jJ 
#max amt of outCurrency 


rlf{i in 1l..n,j in 1..n}:x[i,j]<=maxTransaction[i]; 
r2(i in 1..n}:(if i=inCurrency then I else 0)+ 
sum{k in 1..n}(if ki then r[k,i] else l/r[i,k])*x[k,i]= 
(if i=outCurrency then y else 0)+sum{j in 1..n}x[i,j]; 
fecais input data 
data; 
param inCurrency=1; 
param outCurrency=1; 
param n:=5; 
# $ euro pound yen KD 
param r: 1 2 3 4 5:5 
1 1 «769 «625 105 a342 #5 
2 7 1 -813 137 -445 #euro 
3 É E 1 169 .543 #pound 
4 i E 1 .0032 #yen 
5 E i i i 1; #KD 
param I:= 5; 
param maxTransaction:=1 5 23 3 3.5 4 100 5 2.8; 
f----—=2 2... 2... Solution command 


solve; 
display z,y,x>file2.out; 


print “rate of return =",trunc(100*(z-I)/1I,4),"%">filez.out; 


A variável x, Que representa o montante de moeda / convertida 
em moeda j, é definida como 


var x(i in 1l..n,j in 1..n}>=0; 


O modelo tem dois conjuntos de restrições: O primeiro conjunto 
com o nome-raiz r1 estabelece os limites para as quantidades de 
qualquer transação de conversão de moedas usando a declaração 


1 


r1l{i in 1..n,j in -H}: x[1,)]<=maxTransaction[1]; 
O segundo conjunto de restrições com o nome-raiz r2 é uma 
tradução da restrição 


(Entrada para moeda à) = (Saida da moeda i) 


Sua declaração é dada como 


c2([1 iù 1..n}: 
{if i=inCurrency then I else 0)+ 
sum{k in l.n} (if k<i then r[{k,i] 
else 1/r[i,k)})*x[k,i] 
=(1£f i=outCurrency then y else 0) 


mê 


+sum(j in 1..n}x[i,3j]; 


Esse tipo de restrição é ideal para a utilização do constructo 
especial if then else para especificar valores condicionais. No 
lado esquerdo da restrição, a expressão 


(if i=inCurrency then I else 0) 
informa que na restrição para à moeda de entrada, (i=inCurrency). 


ha um insumo externo I, senão o insumo externo será zero. Em se- 
guida, a expressão 


sum{k in 1..n} (if k<i then r[k,ã] 
else l/r[i,k)}*x[k,i] 


calcula os fundos de entrada de outra moeda convertidos na 
moeda de entrada. Se você revisar o Exemplo 2.3-2, notará que, 
quando k<i, a conversão usa os elementos acima da diagonal da 
taxa de câmbio r. Senão, a reciproca na linha é usada para os ele- 
mentos abaixo da diagonal (os elementos da diagonal são 1). Isso é 
exatamente o que if then else faz. 

A expressão if do lado direito da restrição r2 pode ser expli- 
cada de modo semelhante, ou seja, 


(if i=outCurrency then y else 0} 


informa que a saída externa é y para outCurrency e zero para 
todas as outras. 

Podemos aprimorar a legibilidade das restrições r2 definindo 
o seguinte parâmetro calculado (veja Seção A.3), que define toda a 
tabela de taxas de câmbio: 


Param rate{k in 1..n,i in 1..n} 
=(if k<i then r[k,i] else l/r[i,k]) 


Nesse caso, as restrições r2 tornam-se 


Pel IRA air: 
(1f 1=inCurrency then I else 0) 
+ sum{k in 1..n}rate[k,i]*x[k,i] 
=(1f i=outlurrency then y else 0} 
+sum{j in 1..n}x[i,i]? 


Na seção data; cada uma, inCurrency e outCurrency, é 
igual a 1,0 que significa que o problema é procurar a máxima saída 
de dólares usando uma quantidade inicial de $ 5 milhões. Em geral, 


Capitulo 2 Modelagem com programação linear 


Figura 2.18 
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Modelo em AMPL do problema da programação de ônibus do Exemplo 2.3-8 (arquivo amplEx2.3-8,1xt) 


param m; 

param min nbr buses(l..m); 

var x nbr buses(l..mj >= 0; 

minimize tot nbr buses: sum 

subject to constr_nbr{i in 1..m}: 
if i=l then 


{i in 1..m} x nbr buses[i]; 


x nbr buses[i]+x nbr buses[m] 


12 64 


ha 


else 
x nbr buses[i-1]+x nbr buses[i] >= min nbr buses[iJ]; 
data; 
param m:=6; 
param min nbr buses:= 14 28 310 47 5 
solve: 


display tot nbr buses, x nbr buses; 


inCurrency e outCurrency podem designar quaisquer moedas 
distintas. Por exemplo, fazer inCurrency igual a 2 e outCur- 
rency igual a 4 maximiza a saída de ienes dado um investimento 
inicial de 5 milhões de euros. 

As entradas não especificadas de param r são sinalizadas no 
AMPL com pontos (.). Então, esses valores são superados ou pela 
utilização do inverso, como mostra a Figura 2.17, ou por meio da 
utilização do parâmetro calculado rate, como já mostramos. A 
alternativa à utilização de pontos é calcular e entrar, sem necessi- 
dade, com os elementos abaixo da diagonal como dados. 

A declaração display envia o resultado para o arquivo 
file2.out em vez de enviá-lo para a tela, que é a operação default, 
A declaração print calcula e trunca a taxa de retorno, enviando 
o resultado para o arquivo file2.out. A declaração print também 
pode ser formatada usando printf, exatamente como qualquer 
linguagem de programação de alto nível, (Se quiser detalhes, con- 
sulte a Seção A.5.2.) 

E importante perceber que os dados de entrada no AMPL não 
precisam ser codificados no modelo porque podem ser recuperados 
de arquivos externos, planilhas e bancos de dados (para detalhes, 
veja a Seção A,5). Isso é crucial no modelo de arbitragem, no qual 
as voláteis taxas de câmbio frequentemente têm de ser aceitas em 
menos de dez segundos. Se o modelo em AMPL puder receber 
seus dados de um banco de dados que atualiza automaticamen- 
te as taxas de câmbio, o modelo pode fornecer soluções ótimas a 
tempo. 


O problema da programação de ônibus. O problema da programa- 
ção de ônibus do Exemplo 2.3-8 oferece uma interessante situação 
de modelagem em AMPL. Claro que sempre podemos usar um pa- 
râmetro com dois índices, semelhante ao parâmetro a do modelo da 
Reddy Mikks da Seção 2.4.2 (Figura 2.16),0 que pode ser incômodo 
nesse caso. Em vez disso, podemos aproveitar a estrutura especial 
das restrições e usar expressões condicionais para representá-las 
implicitamente, 

O lado esquerdo da restrição 1 é x, + x «em que m é o núme- 
ro total de períodos em um dia de 24 horas (= 6 no exemplo pre- 


sente). Para as restrições restantes, o lado esquerdo toma a forma 
x, +x,@=2,3,...,.Usandoif then else (como fizemos no 
problema da arbitragem), todas as m restrições podem ser repre- 
sentadas de maneira compacta por uma única declaração, como 
mostra a Figura 2.18 (arquivo amplEx2.3-8.txt). Essa representa- 
ção é superior à definição do lado esquerdo das restrições como 
um parâmetro explicito, 

O AMPL oferece ampla extensão de capacidades de progra- 
mação. Por exemplo, os dados de entrada/saída podem ser recebi- 
dos/enviados de arquivos externos, planilhas e bancos de dados, e o 
modelo pode ser executado interativamente para ampla variedade 
de opções que permitem o teste de diferentes cenários, Os detalhes 
são dados no Apêndice A, Ademais, muitos modelos em AMPL são 
apresentados neste livro com referências ao material no Apêndice A 
para ajudá-lo a entender essas opções, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 2.46 


1, No modelo da Reddy Mikks suponha que seja produzido um ter- 
ceiro tipo de tinta denominado “naval”. Os requisitos por tonela- 
da das matérias-primas Ml e M2 são 0,5 e 0,75 1, respectivamente. 
A demanda diária para a nova tinta está entre OS te láteo 
lucro por tonelada é de $ 3.500. Modifique o modelo Excel Solver 
solverRM2.xls ¢ o modelo em AMPL amplRM2.txt para levar 
em conta a nova siluação e determine a solução ótima. Compare 
o esforço adicional associado com cada modificação. 


2. Desenvolva modelos em AMPL para os seguintes problemas: 
(a) O problema da dicta do Exemplo 2.2-2, achando a solução 

ótima. 

Problema 4, Conjunto 2.3b. 

Problema 7, Conjunto 2.3d. 

Problema 7, Conjunto 2.3g. 

Problema 9, Conjunto 2.3g. 

Problema 10, Conjunto 2.3g. 


(b) 
*(c) 
(d) 
(e) 
*(F) 
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O método simplex e a 


análise de sensibilidade 


Guia do capítulo. Este capítulo detalha o método simplex de reso- 
lução do problema geral de PL. Também explica como a análise de 
sensibilidade bascada no simplex é usada para fornecer importantes 
interpretações econômicas em relação à solução ótima, entre elas os 
preços duais c o custo reduzido. 

Os cálculos do método simplex são particularmente tediosos, 
repetitivos e, acima de tudo, maçantes. Quando você os fizer, não 
deve perder de vista o quadro geral, ou seja o método simplex tenta 
passar de um ponto extremo na região de soluções para um ponto 
extremo melhor até achar a solução ótima. Para ajudá-lo nessa ques- 
tão, o módulo interativo comandado pelo usuário do TORA (com 
retorno imediato) permite que você decida como os cálculos devem 
prosseguir e, ao mesmo tempo, o livra da tarefa árdua dos calcu- 
los maçantes. Dessa maneira, você consegue entender os conceitos 
sem ser sufocado pelos detalhes dos cálculos. Pode ter certeza de 
que, tão logo tenha aprendido como o método simplex funciona (e 
é importante que realmente entenda os conceitos), os computadores 
se encarregarão do trabalho tedioso e você nunca mais precisará re- 
solver um problema de PL à mão. 

Durante toda a minha experiência como professor, observei 
que, embora os estudantes conseguissem executar com facilidade 
os tediosos cálculos do método simplex, no final alguns deles não 
sabiam dizer por que os estavam executando ou qual era a solução. 
Para ajudar a superar essa dificuldade potencial, o material deste 
capítulo enfatiza a interpretação de cada iteração em termos da so- 
lução do problema original. 

Quando você concluir o capítulo, estará apto a ler e interpretar 
relatórios produzidos por softwares comerciais. A última seção des- 
creve como esses relatórios são gerados em AMPL, Excel Solver e 
TORA. 

Este capítulo inclui um resumo de uma aplicação da vida real, 
11 exemplos resolvidos, 1 modelo em AMPL, 1 modelo em Solver, 
| modelo em TORA, 107 problemas de final de seção e 3 casos Os 
casos estão no Apêndice E, disponivel em inglês no site do livro. Os 
programas em AMPL/Excel Solver/TORA estão na pasta ch3Files. 


Aplicação real - Otimização da produção de válvulas 
cardíacas 


Válvulas cardíacas biológicas de diferentes tamanhos são próte- 
ses biológicas para implantação em seres humanos fabricadas com 
base em corações suínos. Da perspectiva do fornecimento, corações 
de porcos não podem ser “produzidos” em tamanhos específicos. 
Além disso, o tamanho exato de uma válvula fabricada não pode 
ser determinado até que o componente biológico do coração suino 
tenha sido processado. O resultado é que pode haver excesso de 
estoque para alguns tamanhos e escassez para outros. Um modelo 
de programação linear foi desenvolvido para reduzir o excesso de 
estoque de certos tamanhos e aumentar o de outros. A economia 
resultante passou de $ 1.476.000 em 1981, 0 ano em que o estudo 
foi realizado, Os detalhes desse estudo são apresentados no Caso 1, 
Capítulo 24 (disponível em inglês no site do livro). 


3.1 MODELO DE PL EM FORMA DE EQUAÇÃO 


O desenvolvimento dos cálculos do método simplex é facilitado 
pela imposição de dois requisitos às restrições do problema: 


1. Todas as restrições (com exceção da não-negatividade das variá- 
veis) são equações cujos lados direitos são não negativos. 


2. Todas as variáveis são não negativas. 


Aqui, a finalidade primordial desses dois requisitos é padroni- 
zar e tornar mais eficientes os cálculos do método simplex. É impor- 
tante saber que todos os pacotes comerciais (e o TORA) aceitam 
diretamente restrições de desigualdade, lados direitos não negativos 
e variáveis irrestritas. Qualquer precondicionamento necessário do 
modelo é realizado internamente no software antes de o método 
simplex resolver o problema, 


3.1.1 Conversão de desigualdades em equações com o 
lado direito não negativo 


Em restrições (=), o lado direito pode ser considerado como a 
representação do limite imposto à disponibilidade de um recurso, 
caso em que o lado esquerdo representaria a utilização desse recur- 
so limitado pelas atividades (variáveis) do modelo. Assim, a diferen- 
ça entre o lado direito e o lado esquerdo da restrição (5) resultaria 
na quantidade do recurso não utilizada ou folga. 

Para converter uma desigualdade (£) em uma equação, uma va- 
riável de folga não negativa é adicionada ao lado esquerdo da res- 
trição. Por exemplo, no modelo da Reddy Mikks (Exemplo 2.1-1), 
a restrição associada com a utilização da matéria-prima M1 é dada 
como 


6x, + dx, 5 24 
Defina-se s, como a folga ou a quantidade não utilizada de M1, 
a restrição pode ser convertida na seguinte equação: 
6x, + 4x,+5,= 24,5, 20 
De forma semelhante, uma restrição (=) estabelece um limite 
inferior para as atividades do modelo de PL, de modo que a quanti- 
dade pela qual o lado esquerdo excede o limite minimo representa 
uma sobra. Consegue-se a conversão de (=) em (=) com a subtração 
de uma variável de sobra não negativa do lado esquerdo da desi- 
gualdade. Por exemplo, no modelo da dieta (Exemplo 2.2-2), a res- 
trição que representa os requisitos minimos da ração é 
x, +x, 2 800 
Defina-se $, como a variável de sobra, a restrição pode ser con- 
vertida na seguinte equação 
x, a $, = 800, 5,20 
O único requisito restante é que o lado direito da equação re- 
sultante seja não negativo. A condição sempre pode ser satisfeita 
multiplicando-se ambos os lados da equação resultante por -1, onde 
necessário. Por exemplo, a restrição 
—x,+x,5-3 
é equivalente à equação 
-x +1,+5,=-3,5, 20 
Agora, multiplicando ambos os lados por —1, teremos um lado 
direito não negativo, como desejado, isto é: 


yis 3 


Capitulo 3 O método simplex e a análise de sensibilidade 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.1A 


*1. No modelo da Reddy Mikks (Exemplo 2.2-1), considere a so- 
lução viável x, = 3 te x, = 1 t. Determine o valor das folgas 
associadas para as matérias-primas M1 e M2. 


2. No modelo da dieta (Exemplo 2.2-2), determine a quantidade 
excedente (sobra) de ração obtida na mistura de 500 lb de milho 
e 600 Ib soja. 


3. Considere a seguinte desigualdade 
lOx, = 3x, ==5 


Mostre que multiplicar ambos os lados da desigualdade por 

=] e então converter a desigualdade resultante em uma equação 

é O mesmo que primeiro convertê-la em uma equação e depois 
multiplicar ambos os lados por -1. 

*4. Dois produtos diferentes, Pl e P2, podem ser fabricados por uma 
ou por duas máquinas diferentes, M1 e M2. O tempo unitário de 
processamento de qualquer um dos produtos em qualquer uma 
das máquinas é o mesmo, À capacidade diária da máquina M1 
é 200 unidades (de Pl ou P2, ou de qualquer mistura dos dois), 
e a capacidade diária da máquina M2 é 250 unidades. O super- 
visor da fábrica quer equilibrar a programação de produção das 
duas máquinas de modo que a diferença entre o número total 
de unidades produzidas em uma máquina e o número total de 
unidades produzidas na outra seja no máximo cinco unidades, 
O lucro por unidade de P1 é $ 10 code P2 é $ 15, Formule a 


questão como um problema de PL na forma de equação. 


*5, Mostre como a seguinte função objetivo pode ser apresentada 
em forma de equação: 


Minimizar z = max{lx, = x, + dx. ex, + 3x, = xl] 


Xp db Hy 20 


(Sugestão lal <b é equivalenteaasbeadz-b.) 


6. Mostre que as nm equações: 


5 a,x, =b, i=], 2... 
mol ‘ 
f= 


são equivalentes às seguintes mn + 1 desigualdades: 
a 
E = i 
> a,x, Sb, f=, DM 


fel 


$a jafn 


i=l 


3.1.2 Como lidar com variáveis irrestritas 


No Exemplo 2.3-6 apresentamos um modelo de ajuste de pro- 
dução para vários períodos no qual a mão-de-obra no inicio de 
cada período é ajustada para mais ou para menos, dependendo da 
demanda para o período em questão. Especificamente, se x, (= 0) for 
o tamanho da mão-de-obra no periodo então x (20),0 tamanho 
da mão-de-obra no período 1 + 1 pode ser expresso como 


x +tl=xr y+] 


A variável y, , deve ser irrestrita em relação ao sinal para permi- 
tir que x, , aumente ou diminua em relação a x, dependendo do nú- 
mero de trabalhadores contratados ou demitidos, respectivamente. 

Como veremos em breve, os cálculos do método simplex regue- 
rem que todas as variáveis sejam não negativas. Sempre podemos 
satisfazer esse requisito usando a substituição 


Ve = i a 


“it i+ < i+ * 


onde yw, 20 e yw 20 

Para mostrar como essa substituição funciona, suponha que no 
periodo 1 a mão-de-obra seja x, = 20 trabalhadores e que no pe- 
rodo 2 a mão-de-obra tenha um aumento de 5 para chegar a 25 
trabalhadores. Em termos das variáveis y; è y,*, isso será equiva- 
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lente ay; = 5e y, =0,0u y,=5-0=5, De maneira semelhante, 
se a mão-de- obra. no período 2 for ae para 16, temos y>=0e 
yi =4, ou y, =0-4=—4.A substituição também permite a possi- 
bilidade de não haver alteração na mão-de-obra, fazendo com que 
ambas as variáveis assumam um valor igual a zero, 

É provável que você esteja pensando na possibilidade de que 
yz e yf possam assumir valores positivos simultaneamente. De ma- 
neira intuitiva, como explicamos no Exemplo 2.3-6, isso não pode 
acontecer, porque significaria que poderiamos contratar e demitir 
um trabalhador ao mesmo tempo, Essa intuição também é reforça- 
da por uma prova matemática que mostra que, em qualquer solução 
pelo método simplex, é impossível que ambas as variáveis assumam 
valores positivos simultançamente, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.1B 


1. A lanchonete McBurger vende hambúrgueres e cheeseburgue- 
res. Um dos tipos de hambúrguer ('quarterão”) usa um quarto 
de libra de carne, e um cheeseburguer, apenas 0,2 Ib. O restau- 
rante começa o dia com 200 Ib de carne, mas pode pedir mais a 
um custo adicional de 25 centavos por libra para cobrir o custo 
da entrega. Qualquer sobra de carne ao final do dia é doada 
para instituições de caridade. Os lucros da McBurger são de 20 
centavos para um 'quarterão” e 15 centavos para um cheesebur- 
guer. À expectativa de vendas da McBurger é de no máximo 
900 sanduíches em qualquer dia. Quantos sanduiches de cada 
tipo a McBurger deve planejar para o dia? Resolva o problema 
usando o TORA, o Solver ou o AMPL. 


2. Dots produtos são fabricados em uma central de usinagem, Os 
tempos de produção por unidade dos produtos | e 2 são 10 e 12 
minutos, respectivamente. O tempo normal de máquina é 2.500 
minutos por dia. Em qualquer dia, o fabricante pode produzir 
entre 150 e 200 unidades do produto 1, porém não mais que 
45 unidades do produto 2. É possível usar horas extras para 
atender à demanda a um custo adicional de $ 0,50 por minuto. 
Considerando que os lucros unitários para os produtos | e 2 
são $ 6 e $ 7,50, respectivamente, formule a questão como um 
problema de PL e, depois, resolva com o TORA, o Solver ou o 
AMPL para determinar o nível ótimo de produção para cada 
produto, bem como quaisquer horas extras necessárias na cen- 
tral de usinagem. 

*3. A JoShop fabrica três produtos cujos lucros unitários são $ 2, 
$5 e 53, respectivamente. No orçamento, a empresa calculou 
80 horas de mão-de-obra e 65 horas/máguina para a fabrica- 
ção dos três produtos. Os requisitos de mão-de-obra por uni- 
dade dos produtos 1,2 e 3 são 2.1 e 2 horas, respectivamente. 
Os requisitos correspondentes de horas/maquina por unidade 
são 1,1 e 2 horas. À JoShop considera o total de mão-de-obra e 
de horas/maquina como metas que podem ser ultrapassadas, se 
necessário, mas ao custo adicional de $ 15 por hora de mão-de- 
obra e $ 10 por hora/máquina. Formule a questão como um pro- 
blema de PL e determine sua solução ótima usando o TORA, o 
solver ou o AMPL. 


4. Em uma PL na quale há dive rsas variáveis irrestritas, uma trans- 
formação do tipo x, Xi = 45 XA 2 0 dobrará o número cor- 
respondente de va riáveis não negativas. Em vez disso, podemos 
substituir & variáveis irrestritas por exatamente k + 1 variáveis 
não negativas usando a substituição x, = x- w, x, w 20. Use o 
TORA, o Solver ou o AMPL para mostrar que os dois métodos 
produzem a mesma solução para a seguinte PL: 


Maximizar z = -2x + 3x, - 2x, 
sujeito a 
4x =x,- 5r, = 10 
2x, + 3x, + 2x, = 12 


x, 0), Kg, irrestrita 
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3.2 TRANSIÇÃO DA SOLUÇÃO GRÁFICA PARA A SOLU- 
ÇÃO ALGÉBRICA 


As idéias transmitidas pela solução gráfica do problema de PL 
na Seção 2.2 lançam as bases para o desenvolvimento do método 
algébrico simplex. A Figura 3.1 traça um paralelo entre os dois mé- 
todos. No método gráfico, a região de soluções é delineada pelos 
meios-espacos, que representam as restrições, e, no método simplex, 
a região de soluções é representada por m equações lineares simul- 
tâncas e n variáveis não negativas. 

Podemos verificar visualmente pelo gráfico por que a região de 
soluções tem um número infinito de pontos de solução, mas como 
podemos tirar a mesma conclusão da representação algébrica da 
região de soluções? A resposta é que na representação algébrica o 
número de equações a7 é sempre menor do que ou igual ao número 
de variáveis nº 


Figura 3.1 
Transição de solução gráfica para solução algébrica 


Método gráfico Método algébrico 


Represente a região de 
soluções por m equações em n 
variáveis e restrinja todas as 
variáveis a valores não 
negativos, mi <n 


Represente todas as restrições 
em gráfico, entre elas as 
restrições de não-negatividade 


Região de soluções consiste 
em um número 


infinito de pontos viáveis O sistema tem UN numero 


infinito de soluções viáveis 


Identifique os pontos 
extremos viáveis da 
região de soluções 


Determine as soluções básicas 
viáveis das equações 


Candidatas à solução ótima são 
dadas por um número finito 
de soluções básicas viáveis 


Candidatos à solução ótima 
são dados por um número 
finito de pontos extremos 


Use a função objetivo para 
determinar a solução básica 
viável ótima entre todas 

as candidatas 


Use a função objetivo para 
determinar o ponto extremo 
ótimo entre todos os candidatos 


Sem = A, € as equações forem consistentes, o sistema tem somente 
uma solução; mas se m < n (o que representa a maioria dos proble- 
mas de PL), então o sistema de equações, novamente, se consistente, 
dará como resultado um número infinito de soluções. Para dar um 
exemplo simples, a equação x = 2 tem m = n = 1, è a solugão é ob- 
viamente única. Mas a equação x + y = 1 tem m = 1 ẹ n = 2, e resulta 
em um número infinito de soluções (qualquer ponto sobre a reta 
x+ y= | é uma solução). 

Agora que já mostramos como a região de soluções em PL é 
representada em linguagem algébrica, as candidatas à solução ótima 
(isto é, pontos extremos) são determinadas pelas equações lineares 
simultâneas da seguinte maneira: 


Determinação algébrica dos pontos extremos 


Em um conjunto desn x n equações (m <A), se Igualarmos n — #7 
ariáveis a zero, é depois resolvermos asm equações para as m variá- 
veis restantes, a solução resultante, se for única, é denominada solução 
básica e deve corresponder a um ponto extremo (viável ou inviável) 


Pesquisa operacional 


da região de soluções. Isso significa que o número máximo de pon- 
tos extremos é 

2 nl 
nO mi(n —m)! 


Mna 


O exemplo a seguir demonstra o procedimento. 


Exemplo 3.2-1 
Considere o seguinte problema de PL com duas variáveis: 
Maximizar z = 2x, + 3x, 


sujeito a 
20, +X, i, 
xX, +2x, ES 
1544 20 
A Figura 3.2 mostra o gráfico da região de soluções para o pro- 
blema. 


Em linguagem algébrica, a região de soluções do problema de 
PL é representada como: 


x sas ED 


Figura 3.2 
Região de soluções do problema de PL do Exemplo 3.2-1 


O sistema tem m = 2 equações e n = 4 variáveis, Assim, de acor- 
do com a regra dada, os pontos extremos podem ser determinados 
algebricamente igualandon -m = 4-2 = 2 variáveis a zero e depois 
resolvendo para as m = 2 variáveis restantes. Por exemplo, se fizer- 
mos x, = 0 c x, = 0, as equações dão a solução (básica) única 


Esta solução corresponde ao ponto A na Figura 3.2 (certifique- 
se de que s, = 4e s, = 5 no ponto A), Um outro ponto pode ser deter- 
minado fazendo s, = 0 e s, = 0 e então resolvendo as duas equações 


'Se o número de equações vu for maior do que o número de variáveis n,entio no minimo su — 4 equações devem ser redundantes 
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o que dá como resultado a solução básica (x, = 1, x, = 2), que é o 
ponto É na Figura 3.2. 

É provável que você esteja imaginando como podemos decidir 
quais (n =) variáveis devem ser igualadas a zero para chegar a um 
ponto extremo específico. Sem o auxílio da solução gráfica (que é 
aplicável apenas a duas ou três variáveis), não podemos dizer quais 
{n = mm) variáveis zero estão associadas com quais pontos extremos, 
Mas isso não nos impede de enumerar todos os pontos extre- 
mos da região de soluções. Apenas considere rodas as combinações 
nas quais = variáveis sejam igualadas a zero e resolva as equações 
resultantes. Isso feito, a solução ótima é a solução básica viável (pon- 
to extremo) que resultar no melhor valor para a função objetivo. 

A! 


No exemplo presente temos €, = 3137 = 6 pontos extremos. 
Examinando a Figura 3.2, podemos localizar imediatamente os 
quatro pontos extremos: A, B, C e D. Então, onde estão os dois re- 
manescentes? Na verdade, os pontos E e F também são soluções 
básicas para o problema, mas são não viáveis porque não satisfazem 
todas as restrições. Essas soluções básicas não viáveis não são candi- 
datas para a solução ótima. 

Para resumir a transição da solução gráfica para a solução al- 
gébrica, as a — m variáveis zero são conhecidas como variáveis não 
básicas. As restantes m variáveis são denominadas variáveis básicas 
e sua solução (obtida pela resolução das m equações) é denominada 
solução básica. A Tabela 3.1 dá todas as soluções básicas e não bási- 
cas do presente exemplo, 


Tabela 3.1 Soluções básicas e não básicas 


Variáveis Ponto Valor da 
(zero) não Variáveis Solução extremo função 
básicas básicas básica associado Viável? objetivo, z 
(x, x.) (5,,55) (4:5) A Sim 0) 
ERER, (as) 1-5) F Não — 
(x,,5,) (xas, Fs B Sim 5 
EREA (x, 5,) 1,5) D Sim 4 
(3,;5;) (xs) (2:3) E Nao — 
(SS) (xX) (5:-6) Cc Sim 8 
(1; 2) (ótimo) 


Comentários. Pelos cálculos anteriores podemos ver que, à medida 
que o tamanho do problema aumenta (isto é, m e n ficam maiores), 
o procedimento de enumerar todas as soluções básicas envolve cál- 
culos impraticaveis, Por exemplo, para m = 10 e n = 20 é necessário 
resolver CH = 184,756 conjuntos de 10 x 10 equações, uma tarefa 
realmente assombrosa, em particular quando percebemos que um 
problema de PL de tamanho (10 x 20) é pequeno na maioria das 
situações da vida real, em que não é incomum termos centenas ou 
até milhares de variáveis e restrições. O método simplex ameniza 
drasticamente essa tarefa árdua de cálculo investigando apenas 
uma fração de todas as possíveis soluções básicas viáveis (pontos 
extremos) da região de soluções. Em essência, o método simplex 
utiliza uma busca inteligente que localiza o ponto extremo ótimo 
de maneira eficiente, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.2A 


l. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 2x, + 3x, 
sujeito a 
4, + 3x, 56 
Ot, tee, so 


Xp, 20 
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(a) Expresse o problema em forma de equação, 

(b) Determine todas as soluções básicas do problema e classifi- 
que-as como viáveis e não viáveis. 

*(c) Use substituição direta na função objetivo para determinar 
a solução básica viável ótima. 

(d) Verifique graficamente que a solução obtida em (c) é a solu- 
ção ótima do problema de PL — daí, conclua que a solução 
ótima pode ser determinada algebricamente considerando 
somente soluções básicas viáveis. 

“(e) Mostre como as soluções básicas não viáveis são represen- 
tadas graficamente na região de soluções, 
2. Determine a solução ótima para cada um dos seguintes proble- 
mas de PL enumerando todas as soluções básicas. 

(a) Maximizar z = 2x, = 4x, + 5x, = 6x, 

sujeito a 


x +drx,-Zr, + 8x, S2 
—X, + 2x, + 3x, + 4w S] 


: i- 
XoXak 20 


(b) Minimizar z =x, + 2r,- 3x,- 2x, 
sujeito a 
x, a A E E =4 
x +2x,+2%,+ dx, =4 


*3, Mostre algebricamente que todas as soluções básicas do se- 
guinte problema de PL são não viáveis. 


Maximizar Z = x, +X, 
sujeito a 
x+ 2x, =6 
2X, +X,5 16 


XX, 20 


d. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 2x, + 3x, + 5%, 
sujeito a 
x, + 7x,-9x, 24 
x, +x, + 4x, = 10 
X.X, 20 
x, irrestrita 
A conversão na forma de equação envolve utilizar a subs- 
tituição x, = x, — x}. Mostre que a solução básica não pode 
incluir ambas, x7 e xf, simultancamente. 
5. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z =X, + 3x, 
sujeito a 
ER SA 
-y +41, 54 
x, irrestrita 
x, 20 
(a) Determine todas as soluções básicas viáveis do problema. 
(b) Use substituição direta na função objetivo para determinar 
a melhor solução básica. 
(ec) Resolva o problema pelo método gráfico e verifique que a 
solução obtida em (c) é a ótima. 


3.3 O MÉTODO SIMPLEX 


Em vez de enumerar todas as soluções básicas (pontos extre- 
mos) do problema de PL (como fizemos na Seção 3.2), 0 método 
simplex investiga somente “algumas dessas soluções selecionadas”, 
A Seção 3.3.1 descreve a natureza iterativa do método, e a Seção 
3.3.2 apresenta detalhes de cálculo do algoritmo simplex. 
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3.3.1 Natureza iterativa do método simplex 


A Figura 3.3 apresenta a região de soluções do problema de 
PL do Exemplo 3.2-1. Normalmente o método simplex começa na 
origem (ponto A), onde x, = x, = 0. Nesse ponto de partida, o valor 
da função objetivo, z, é zero, e a pergunta lógica é se um aumento 
em x, e/ou x, não básicas acima de seus valores zero atuais pode 
melhorar (aumentar) o valor de z . Respondemos a essa pergunta 
investigando a função objetivo: 

Maximizar z = 2x, + 3x, 

A função mostra que um aumento em x, ou x, (ou em ambas) 
acima de seus valores zero atuais melhorará o valor de z. O projeto 
do método simplex exige o aumento de wma variável por vez, sendo 
que a variável selecionada será aquela que tiver a maior taxa de 
melhoria em z. No presente exemplo, o valor de z aumentará em 2 
para cada unidade de aumento de x, e em 3 para cada unidade de 
aumento em x,. Isso significa que a fava de melhoria no valor de z é 
2 para x, e 3 para x, Assim, optamos por aumentar x,,a variável que 
tem a maior taxa de melhoria. A Figura 3.3 mostra que o valor de 
x, deve ser aumentado até alcançar o ponto extremo # (lembre-se 
de que parar um pouco antes de alcançar o ponto extremo B não é 
ótimo porque um candidato a ótimo deve ser um ponto extremo). 


Figura 3.3 
Processo iterativo do método simplex 


Na 


+ 


Portanto, no ponto £ o método simplex aumentará o valor de x, 
para alcançar o ponto extremo melhorado C, que é a solução ótima. 
Assim, o caminho do método simplex é definido como A > B = C. 
Cada ponto extremo ao longo do caminho é associado a uma itera- 
ção. É importante observar que o método simplex percorre as bor- 
das da região de soluções, o que significa que o método não pode 
atravessar a região de soluções e ir de A para C diretamente, 

Precisamos fazer a transição da solução gráfica para a solução 
algébrica mostrando como os pontos A, B e C são representados 
por suas variáveis básicas e não básicas. A Tabela 3.2 resume essas 
representações. 


Tabela 3.2 Variáveis básicas e não básicas 


Ponto extremo Variáveis básicas Variáveis (zero) não básicas 


A SS, XiX; 
B Spt, ak 
E X, X 5, 


a Spa 


Pesquisa operacional 


Observe a mudança de padrão nas variáveis básicas e não bási- 
cas à medida que a solução percorre o caminho A > B = C De A a 
B, a variável não básica x, em A torna-se básica em 5, e s, básica em 
A se torna não básica em B. Na terminologia do método simplex, 
dizemos que x, é a variável que entra na base (porque ela entra na 
solução básica) e s, é a variável que sai da base (porque ela sai da so- 
lução básica). De maneira semelhante, no ponto B,x, entra na base 
es, saida base, o que leva ao ponto C. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.3A 


1. Na Figura 3.3, suponha que a função objetivo 
= Gx, + 4x, 
Identifique o caminho do método simplex e as variáveis básicas 
e não básicas que definem esse caminho. 


é mudada para 


Maximizar z 


2. Considere a Seção gráfica do modelo da Reddy Mikks oe 
na Figura 2.2. Identifique o caminho do método simplex e 
yvarlavels hásicas e não básicas que definem esse caminho. 


+3. Considere a região de soluções tridimensional do problema de 

PL na Figura 3.4, cujos pontos extremos viáveis são A, B..., ef 

(a) Quais dos seguintes pares de pontos extremos não podem 
representar iterações simplex sucessivas: (A, B), (B,D), CE, 
H) e (A, 1)? Explique a razão. 

(b) Suponha que as iterações do método simplex comece em A 
e que a solução ótima ocorra em H. Indique se qualquer um 
dos caminhos seguintes não forem legitimos para o algorit- 
mo simplex e diga por que razão. 


(i) A> B> G>H. 
(ii) AGW ESI H. 
(iii) A = C> E =- B>A > D> Gael. 

4. Fara a região de soluções na Figura 3.4, todas as restrições são do 
lipo Se todas as variáveis, x, x, € x, São não negativas. Suponha 
que S, S, S, € 5, (20) sejam as folgas associadas com as restrições 
representadas ‘pelos planos CENE BEIHG, DISHG e HH, res- 
pectivamente. Identifique as variáveis básicas e não básicas asso- 
ciadas com cada ponto extremo viável da região de soluções. 


Figura 3.4 
Região de soluções do Problema 3, Conjunto 3.2B 


a3 


5. Considere a região de soluções da Figura 3.4 com o método sim- 


plex começando no ponto A. Determine a variável que entra na 
base na primeira iteração junto com seu valor e a melhoria em 
z para cada uma das seguintes funções objetivo: 

*(a) Maximizar z = x|- 2x, + 3x, 
(b) Maximizar z = 5x, FIM + dx. 
(c) Maximizar z = -2x + Th, + 2x, 
(d) Maximizar z = X, + x, + x, 
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3.3.2 Detalhes de cálculo do algoritmo simplex 


Esta seção apresenta os detalhes de cálculo de uma iteração do 
método simplex, incluindo as regras para determinar as variáveis 
que entram na base e que saem da base, bem como as regras para in- 
terromper os cálculos quando a solução ótima tiver sido alcançada, 
A explicação se dará por meio de um exemplo numérico. 


Exemplo 3.3-1 


Usamos o modelo da Reddy Mikks (Exemplo 2.1-1) para expli- 
car os detalhes do método simplex. O problema é expresso na forma 
de equações como 


Maximizar z = 5x, + dx, + Os, + Os, + Os, + Os, 


sujeito a 


6x, + Ax +S, = 24 (matéria-prima M1) 
Xj + 2%, +s, = 6 (matéria-prima M2) 
“1, +x, +s, = 1 (limite de mercado) 
E +s, = 2 (limite da demanda) 


E E AR Pa À 


As variáveis $, S, $, € $, são as folgas associadas às respectivas 
restrições. 
Em seguida, escrevemos a função objetivo como 
z-5x,—-dx,=0 


Dessa maneira, a tabela simplex inicial pode ser representada 
da seguinte maneira: 


Base z x, niea e DES RSA Solução 
z 1 5 4 0 0 0 D 0 linha z 
S, 0) é 4 DOO 24 linha s, 
s oO 1 2 Oe 6 linha s, 
s 0 -l | BURRO | linha s, 
s 0 O 1 Oe 2 linha s, 


O arranjo da tabela especifica o conjunto de variáveis básicas 
e não básicas, bem como apresenta a solução associada com a ite- 
ração inicial, Como explicamos na Seção 3.3.1, as iterações simplex 
começam na origem, (x,.x,) = (0,0), cujos conjuntos associados de 
variáveis não básicas e básicas são definidos como 


Variáveis (zero) não básicas: (x,.x,) 
Variáveis básicas: (s,,5,,4,.5,) 


Substituindo as variáveis não básicas (x, x,) = (0,0) e observan- 
do o arranjo especial 0-1 dos coeficientes de z bem como as variáveis 
básicas (s,,5,.5,.5,) da tabela, a seguinte solução está imediatamente 
disponível (sem nenhum cálculo): 


z=0 
s, =24 
s, =6 
s=] 
c= 


Essa informação é mostrada na tabela pela listagem das vari- 
áveis básicas na coluna da extrema esquerda, Base, e seus valores 
aparecem na coluna da extrema direita, Solução. Na verdade, a tabe- 
la define o ponto extremo atual especificando suas variáveis básicas 
e seus valores bem como o valor correspondente da função objetivo, 
z. Lembre-se de que as variáveis não básicas (as que não aparecem 
na lista da coluna Base) sempre são iguais a zero. 
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A solução inicial é ótima? A função objetivo z = 5x, + 4x, mos- 
tra que a solução pode ser melhorada aumentando x, ou x,. Usando 
o argumento da Seção 3,5.1,x, que tem o coeficiente mais positivo, č 
selecionada como a variável a entrar na base. De modo equivalente, 
comoa tabelasimplex expressa a função objetivo como 7 = 5x -4x,=0, 
a variável a entrar na base corresponderá à variável com o coefi- 
ciente mais negativo na equação. Essa regra é denominada condição 
de otimalidade. 

A mecânica da determinação da variável que sai com base na 
tabela simplex exige o cálculo das razões não negativas entre o lado 
direito das equações (coluna Solução) é o coeficiente de restrição 
correspondente da variável que entra, x, como mostra a tabela: 


Entrando Razão 
Base X, | Solução (ou intercepto) 
24 ra 
5, ü 24 Sn fee = 4 + mínimo 
Es l 6 x, — 6 =f 
E l 
S, =} l i= + =-—1 (ignorar) 
2 : 
S, Ü 2 e cias (ignorar) 


Conclusão: x, entra es, sai 


Figura 3.5 
Interpretação gráfica das razões do método simplex no modelo da 
Reddy Mikks 


a 


6 Maximizar z = 5x, + dx, 
sujeito a: 
6x, + d+ s= 24 T) 


A 


| 24.4 j 
oa id 
loa 6 ő 
Ot 3 = 6 


A razão minima não negativa identifica automaticamente a va- 
riavel s, como a variável que sai da base e designa à variável que 
entra na base (x,) o valor de 4. 

Como as razões calculadas determinam a variável que sai da base 
co valor da variável que entra na base? A Figura 3.5 mostra que, na 
verdade, as razões calculadas são as interseções das restrições com 0 
cixo (x,) da variável que entra na base, Podemos ver que o valor de 
x, deve ser aumentado para 4 no ponto extremo #, que é a menor 
interseção não negativa com o eixo x. Um aumento que ultrapasse 
B é inviável. No ponto Æ, a variável básica atual associada com a res- 
trição | assume um valor zero e torna-se a variável que sat da base. A 
regra associada com os cálculos das razões é denominada condição de 
viabilidade porque garante a viabilidade da nova solução. 

O novo ponto de solução B é determinado pela “troca” entre a vari- 
ável que entra na base x, ¢ a variável que sai da base s, na tabela simplex 
para produzir os seguintes conjuntos de variáveis não básicas e básicas: 


Variáveis não básicas (zero) em B: (s,,x,) 
Variáveis básicas em Bi (x, Sy Sy 8,) 


O processo de troca é baseado nas operações de Gauss-Jordan, 
que identifica a coluna da variável que entra na base como a coluna 
do pivô, e a linha da variável que sai como a linha do pivô. A inter- 
seção da coluna do pivô com a linha do pivô é denominada elemen- 
to pivô. A tabela seguinte é uma reafirmação da tabela do começo 
com sua coluna e linhas dos pivôs em destaque. 


Entra 
4 
Base z x, x, 5, 5, 5, 5, Solução 


z AM 4+ 0 0 0 0 0 


Sal Linha 


O 6 4 1 0 0 0 24 


do pivô 
5s, 0 ] 0 126 4 6 
s ü =] 1I Öö fF 1 0 l 
5 0 0) 1 0 0 0 1 2 
Coluna 
do pivô 
Os cálculos por Gauss-Jordan necessários para produzir a nova 
solução básica são de dois tipos, 


À. Linha do pivô 
(a) Substituir a variável que sai da base na coluna Base pela 
variável que entra na base, 
(b) Nova linha do pivô = Linha do pivô atual + Elemento pivô 


2. Todas as outras linhas, incluindo z 


Nova linha = (Linha atual) - (Seu coeficiente de coluna do pivô) x 
(Nova linha do pivô) 


Esses cálculos são aplicados à tabela anterior da seguinte ma- 
neira: 
1. Substituir s, na coluna Base por x: 
Nova linha x, = Linha s, atual + 6 
| am 
q da 100024) 
5 


2 1 
Di = — 0004 
( 3% ) 


2. Nova linha z = Linha z atual — (-5) x Nova linha x, 


=(1-5-400000)-(-5) x (01 ; > 0004) 
J 


E eee 
=(10-= = 00020 
Ho aa IM) 


3. Nova linha s, = Linha s, atual = (1) x Nova linha x, 


=(01201006)-(1)x(01 E = 0004) 


4 1 
=(00 — -— 1002 
Wim ) 


4. Nova linha s, = Linha s, atual = (=1) x Nova linha x, 


=(0-1100101)-(-1)x (01 : = 0004) 
-(00> +0105) 
3 6 


5. Nova linhas, = Linha s, atual = (0) x Nova linha x, 
=(00100012)-(0)(01 : : 0004) 
=(00100012) 


A nova solução básica é (x, ,5,,5,,4,),¢ a nova tabela se torna da 
seguinte maneira 


Pesquisa operacional 


L 
Base z x, MEM 5, Ss, §, §, Solução 
z 1 00805 0 0 o D 
, O 1 emt ô o q 4 
Ee S, 0 O 4 = | 0 0 2 
s 0 0/3 4 0 1 0 5 
S 0 O I 0 0 () l 2 


Observe que a nova tabela tem as mesmas propriedades da 
tabela inicial. Quando igualamos as novas variáveis não básicas x, 
es a zero, a coluna Solução dá automaticamente a nova solução 
básica (x, =4, 5, = 2,5, = 5,8, = 2). Esse ‘condicionamento’ da tabela 
é o resultado da aplicação das operações de linha por Gauss-Jordan. 
O novo valor da função objetivo correspondente é z = 20, que é 
consistente com 


Novo z = Velho z + Novo valor x, x Seu coeficiente na função objetivo 
=0+4x5=20 
Na última tabela, a condição de otimalidade mostra que x, é a 


variável que deve entrar na base. À condição de viabilidade produz 
o seguinte 


Entrando 
Base X; Solução Razão 
xi = 4 x,=4+ 2 =6 
4 Es 
3; a 2 x,=2:45 1,5 (minimo) 
5 É 
5 F > = 5 = 5 = 
3 3 x,=523=3 
S, | 2 x,=2+1=2 


Assim, s, sai da solução nanoa é o novo valor de x, é 15. O 
aumento correspondente em z é 3 
z=20+1l=žł1. 

Substituindo s, na coluna Base por x, que entra, as seguintes 
operações de fila por Gauss-Jordan são aplicadas: 


x, = 3 x 1,5 = 1,0 que da 


T : 4 
1, Nova linha do pivô x, = Linha s, atual + = 


; i 2 
2. Nova linha z = Linha z atual = (= 3 ) x Nova linha x, 


: P 2, 
3. Nova linha x, = Linha x, atual —(— ) x Nova linha x, 
E p 3 7 ' 
4. Nova linha s, = Linha s, atual = ( 3 ) x Nova linha x, 
5. Nova linha s, = Linha s, atual = (1) x Nova linha x, 


Esses cálculos produzem a tabela que se segue 


Base z X1 Xa Sy #3 53 S4 solução 
z I oO 0 ; 2 0 0 21 
i 16 q 0 ; og D 0 3 
de 0O 0 l -i ; 0 0 3 
53 0 o cf 1 0 5 
Sa 0 a -$ 0 | ; 


Com base na condição de otimalidade, nenhum dos coeficientes 
da linha z associados com as variáveis não básicas, s, e s., é negativo. 
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Assim, essa tabela simplex é ólima. 

A solução ótima pode ser lida na tabela simplex da seguinte ma- 
neira: os valores ótimos das variáveis na coluna Base são dados na 
coluna Solução do lado direito da tabela, e podem ser interpretados 
como demonstrado na tabela a seguir 


Variável Valor Recomendação 
de decisão ótimo 


X, 3 Produzir 3 t diárias de tintas para exteriores 
xX, : Produzir 1,5 t diária de tintas para interiores 
z 21 Lucro diário é $ 21.000 


A a 5 
Você pode verificar que os valores s, = s, = 0,5, = 5 f= 


bt | = 


são consistentes com os valores dados de x ex, se os substituirmos 
nos valores de x, e x, nas restrições. 

A solução também dá o status dos recursos. Um recurso é desig- 
nado como escasso sc as atividades (variáveis) do modelo o usarem 
totalmente. Caso contrário, o recurso é denominado abundante. 
Essa informação é obtida da tabela ótima pela verificação do valor 
da variável de folga associado à restrição que representa o recurso, 
Se o valor da folga for zero, o recurso é totalmente utilizado e, por 
conseguinte, é classificado como escasso. Ao contrário, uma folga 
positiva indica que o recurso é abundante. À Tabela 3.3 classifica as 
restrições do modelo. 


Tabela 3.3 Classificação das restrições do modelo 


Recurso Valor da folga Status 

Matéria-prima, M] 5, = 0 Escasso 

Matéria-prima, M2 Sy = 0 Escasso 
po 5 

Limite de mercado Ss = 5 Abundante 
agita! à | 

Limite da demanda S4=5 Abundante 


Comentários. A tabela simplex oferece uma abundância de in- 
formações adicionais, entre elas: 


1. Anidlise de sensibilidade, que trata da determinação das condi- 
ções que manterão a solução atual inalterada. 

2. Análise pós-otimação, que trata de achar uma nova solução óti- 
ma quando os dados do modelo original são alterados. 


A Seção 3.6 trata da análise de sensibilidade. O tópico mais 
complexo da análise pós-otimação é abordado no Capítulo 4, 


Momento TORA 


Os cálculos por Gauss-Jordan são tediosos, volumosos e, 
acima de tudo, maçantes. Ainda assim, são os menos impor- 
tantes porque, na prática, esses cálculos são executados pelo 
computador. O importante é que você entenda como o mé- 
todo simplex funciona. A opção interativa comandada pelo 
usuário do TORA (com retorno imediato) pode ser útil nes- 
sa questão particular porque permite que você decida o rumo 
dos cálculos no método simplex sem a tarefa árdua da execu- 
ção dos cálculos por Gauss-Jordan. Para usar o TORA no pro- 
blema da Reddy Mikks, entre no modelo e, então, no menu 
‘Solve/Modify’, selecione Solve = Alecbraic > Iterations = All- 
Slack. (A seleção All-Slack indica que a solução básica inicial con- 
siste somenteem variáveisde folga. Asopções restantesserão apre- 
sentadas nas seções 3,4,4.3 e 7.4.2.) Em seguida, clique em “Go To 
Output Screen”. Você pode gerar uma ou todas as iterações cli- 
cando em ‘Next Iteration’ ou ‘All Iterations’, Se preferir gerar as 
iterações uma por vez, você pode especificar interativamente as 
variáveis que entram na base € as variáveis que saem da base cli- 
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cando nos cabeçalhos de suas colunas e linhas correspondentes. Se 
suas seleções estiverem corretas, a coluna fica verde e a linha fica 
vermelha, Caso contrário, aparecerá uma mensagem de erro, 


3.3.3 Resumo do método simplex 


Até aqui tratamos do caso de maximização. Em problemas de 
minimização, as condições de otimalidade exigem a seleção da va- 
riável que entra na base como a variável não básica que tenha o 
coeficiente mais positivo na função objetivo, exatamente o oposto 
da regra de maximização. Isso ocorre porque max z é equivalente a 
min (=z). Quanto à condição de viabilidade para selecionar a varid- 
vel que sai, a regra permanece sem alteração. 


Condição de otimalidade. A variável que entra na base em um 
problema de maximização (minimização) é a varidvel não básica 
que tiver o coeficiente mais negativo (positivo) na linha z. Os vincu- 
los são rompidos arbitrariamente, O ótimo é alcançado na iteração 
em que todos os coeficientes da linha z das variáveis não básicas 
forem não negativos (não positivos), 


Condição de viabilidade. Tanto para os problemas de maximi- 
zação quanto para os de minimização, a variável que sai da base é a 
variável básica associada com a menor razão não negativa (que tenha 
um denominador estritamente positivo). Os vínculos são quebrados 
arbitrariamente. 


Operações de linha por Gauss-Jordan 
1. Linha do pivô 
(a) Substitua a variável que sai da base na coluna Base pela 
variável que entra na base. 
(b) Nova linha do pivó = Linha do pivô atual + Elemento pivó 


2. Todas as outras linhas, incluindo z 
Nova linha = (Linha atual) = (Coeficiente da coluna do pivô) 
x (Nova linha do pivô) 


As etapas do método simplex são 
Etapa 1. Determine uma solução básica inicial viável. 


Etapa 2. Selecione uma variável para entrar na base usando a condição 
de otimalidade. Pare aqui se não houver nenhuma variável para entrar 
na base; a última solução é a álima, Senão, passe para a etapa 3, 


Etapa 3. Selecione uma variivel para sair da base usando a condição 
de viabilidade. 


Etapa 4. Determine a nova solução básica usando os cálculos de 
Gauss-Jordan adequados. Passe para a etapa 2. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.3B 


1. Esse problema foi elaborado para reforçar o seu entendimento 
da condição de viabilidade em simplex. Na primeira tabela do 
Exemplo 3.3-1, usamos o Leste da razão mínima (não negativa ) 
para determinar a variável que sai. Tal condição garante que 
nenhum dos novos valores das variáveis básicas se tornará ne- 
gativo (como estipulado pela definição em PL). Para demons- 
trar esse ponto, force s,, em vez de s, a sair da solução básica. 
Agora, examine a tabela simplex resultante e você notará que s, 
assume um valor negativo (= -12), 0 que significa que a nova so- 
lução é inviável. Essa situação nunca ocorrerá se empregarmos 
a condição de viabilidade da razão mínima, 

2. Considere o seguinte conjunto de restrições: 

x + 2x, + 2x, + 4x, 5 40 
2X, -x +, + 24, EB 
4x,— 2X, + X,—%, S10 
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bai É 


4, 


Resolva o problema para cada uma das seguintes funções objetivo. 
(a) Maximizar z = 2x, + x,- 3x, + 5x, 

(b) Maximizar z = 8x, + 6x, + 3x, — 2x, 

(c) Maximizar z = 3x, — x, + 3x, + dx, 

(d) Minimizar z = 5x, — 4x, + 6x, - 8x. 


Considere o seguinte sistema de equações: 
X, + 2x, —- rt +x, =4 
ox,—-2x,4+ 6x, +4, =8 
2x, + 3%, = 2x, ++, =3 
ox, +X,-2x, +2, =D 
20 


à se AE, 


Seja X, Xo- € A, determinada solução básica inicial viável, 
Suponha que x, entre na base. Quais das variáveis básicas dadas 
devem se tornar não básicas com valor zero para garantir que 
todas as variáveis permaneçam não negativas, e qual é o valor de 
x, na nova solução? Repita esse procedimento para x, x, ex, 
Considere o seguinte problema de PL; 


Maximizar z =x, 


sujeito a 


tl 


5X, +X, 


OX +X, 


Il 


Il 
a a E 


OX, +X, 
Xop ae, 20 


(a) Resolva o problema por inspeção (não use as operações de 
linha por Gauss-Jordan) e justifique a resposta em termos 
das soluções básicas do método simplex. 

(b) Repita (a) considerando que a função objetivo exige mini- 
mizar z =X, 

Resolva o seguinte problema por inspeção e justifique o método 

de solução em termos das soluções básicas do método simplex. 


Maximizar z = 5x, — bx, + dx, - 5x, + 12x, 


sujeito a 


x + 3x, + 3x, + Gx, + 3x, O 


Eta, 20 


(Sugestão: uma solução básica consiste em apenas uma variável.) 


6. 


Base 


x 0 3 
l 


A próxima tabela representa uma iteração no método simplex. 
Todas as variáveis são não negativas. À tabela não é ótima nem 
para um problema de maximização nem para um problema de 
minimização. Por isso, quando uma variável não básica entra na 
solução, ela pode aumentar ou reduzir z, ou deixá-lo imalterado, 
dependendo dos parâmetros da variável não básica que entrar. 


x A XX Mo XX a + lugo 


-i0 Ü Ü 
=] 


z 0) -å 620) 


c= o|o 
l 
he 
| 
Lad 
=) 


o of 


3 | 0 

0 6 -4 

(a) Categorize as variáveis como básicas e não básicas, e dé os 
valores atuais de todas as variáveis. 

*(b) Considerando que o problema é de maximização, identifique 
as variáveis não básicas que têm o potencial de melhorar o 
valor de z. Se tal variável entrar na solução básica, determine 
a variável associada que sai, se houver, e a alteração associa- 
da em z. Não use as operações de linha por Gauss-Jordan. 

(c) Repita a parte (b) considerando que o problema é de mini- 
mizacao, 

(d) Qual (quais) variavel(is) não básica(s) não causará(ão) uma 
alteração no valor de z quando selecionada(s) para entrar 
na solução? 


Pesquisa operacional 


Figura 3.6 
Região de soluções para o Problema 7, Conjunto 3.3B 


8. 


Considere a região de soluções bidimensional da Figura 3.6. 
(a) Suponha que a função objetivo seja dada como 
Maximizar z = 3x, + 6x, 


Se as iterações do método simplex começarem no ponto A, 
identifique o caminho até o ponto ótimo E. 

(b) Determine a variável que entra na base, as razões corres- 
pondentes da condição de viabilidade è a alteração no valor 
de z considerando que a iteração inicial ocorre no ponto A 
e que a função objetivo é dada como 


Maximizar z = 4x, + x, 
(cv) Repita (b) considerando que a função objetivo é 
Maximizar z =x, + dx, 


Considere o seguinte problema de PL; 
Maximizar z = 16x, + 15x, 


sujeito a 


40x, + Hx, = 124 


(a) Resolva o problema pelo método simplex, no qual a varia- 
vel que entra na base é a variável não básica que tem o 
coeficiente mais negativo na linha z. 

(b) Resolva o problema pelo método simplex, sempre selecio- 
nando a variável que entra na base como a variável não bá- 
sica que tem o coeficiente menos negativo na linha z, 

(c) Compare o número de iterações em (a) e (b). À seleção da 
variável que entra na base como a variável não básica que 
tem o coeficiente mais negativo na linha z resulta em um nu- 
mero menor de iterações? A que conclusão podemos chegar 
quanto à condição de otimalidade? 

(d) Suponha que o sentido de otimização seja mudado para 
minimização multiplicando z por —1. Como essa alteração 
afeta as iterações no método simplex? 


“9, No Exemplo 3.3-1, mostre como o segundo melhor valor ótimo 


de z pode ser determinado de acordo com a tabela que contém 
a solução ótima. 


10. Você pode ampliar o procedimento do Problema 9 para deter- 


minar o terceiro melhor valor ótimo de z? 


11. A Gutchi Company fabrica carteiras, estojos de barbear e mo- 


chilas. A produção das peças utiliza couro e materiais sintéticos, 
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sendo o couro a matéria-prima que limita a produção, O proces- 
so de produção requer dois tipos de mão-de-obra especializada: 
costura e acabamento. A Tabela A dá a disponibilidade dos re- 
cursos, sua utilização nos três produtos e os lucros por unidade. 


Tabela A 


Recursos necessários 
por unidade 


Carteira Estojo de Mochila Disponibilidade 


Recurso 

barbear diária 
Couro (pés”) 2 ] 3 42 
Costura (h) 2 | 2 40 
Acabamento (h) l 0,5 l 45 
Preço de 24 22 45 


venda ($) 


(a) Formule a questão como um problema de programação 
lincar c ache a solução ótima (usando o TORA, o Excel 
Solver ou o AMPL). 
(b) De acordo com a solução ótima, determine o status de cada 
recurso. 
12. Experimento com o TORA, Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z =x + x, + 3x, + 2x, 
sujeito a 


ntn- Ok, + 5r SA 
oY, -2x,+6x, 58 
2x, + 3x, - 2x, + 3x, <3 


É AME ee RD aa À 


pa 4 


(a) Use a opção de iterações do TORA para determinar a tabe- 
la simplex com a solução ótima, 

(b) Selecione qualquer variável não básica para “entrar na solu- 
ção básica e selecione “Next Iteration’ para obter a iteração 
correspondente. Compare o novo valor da função objetivo 
com o valor ótimo em (a). A idéia é mostrar que a tabela 
simplex em (a) é ótima porque nenhuma das variáveis não 
básicas pode melhorar o valor da função objetivo, 

13. Experimento com o FORA. No Problema 12 use o TORA para 
encontrar a segunda melhor solução. 


3.4 SOLUÇÃO INICIAL ARTIFICIAL 


Como demonstrado no Exemplo 3.3-1, problemas de PL nos 
quais todas as restrições são (=) com lados direitos não negativos 
oferecem uma solução básica inicial viável conveniente na qual to- 
das as variáveis são de folga. Isso não acontece com modelos que 
envolvem restrições (=) e/ou (>). 

O procedimento para iniciar a resolução de problemas de PL 
'mal comportados” com restrições (=) e (=) é usar variáveis artifi- 
ciais que desempenham o papel de folgas na primeira iteração e 
então decartá-las legitimamente em iterações posteriores. Dois mé- 
todos fortemente relacionados são apresentados aqui: o método do 
M-grande e o método das duas fases. 


3.4.1 Método do M-grande 


O método do M-grande começa com um problema de PL na 
forma de equações (Seção 3.1). Se a equação į não tiver uma folga 
(ou uma variável que possa desempenhar o papel de uma folga), 
uma variável artificial, A. é adicionada para formar uma solução 
inicial semelhante à solução básica na qual todas as variáveis são 
de folga. Contudo, como as variáveis artificiais não são parte do 
modelo original, recebem punições muito altas na função objetivo, 
o que (a certa altura) as força a ter valor igual a zero na solução 
ótima. Isso sempre ocorrerá se o problema tiver uma solução viável, 
A regra a seguir mostra como a punição é designada nos casos de 
maximização e minimização. 
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Regra da penalização das variáveis artificiais 


Dado M, um valor positivo suficientemente alto (em termos ma- 
temáticos, Mf — 9), o coeficiente na função objetivo de uma variável 
artificial representa uma punição adequada se: 


Coeficiente na função objetivo ee em problemas de maximização 


da variavel artificial = M,em problemas de minimização 


Exemplo 3.4-1 


Minimizar z = dx, +x, 
sujeito a 


Usando x, como uma sobra na segunda restrição e x, como uma 
folga na terceira restrição, a forma de equações do problema é dada 
como 

Minimizar z = 4x, + x, 
sujeito a 
ax, +x, =3 
dx, + 3x, -X =6 
X,+2x, +X, =4 


E RE AR ER ah] 

A terceira equação tem sua variável de folga, x,. mas a primeira 
e a segunda equações não têm. Assim, adicionamos as variáveis ar- 
liliciais K, e R, nas duas primeiras equações, e as punimos na função 
objetivo com MR, + MR, (porque estamos minimizando). O proble- 
ma de PL resultante é dado como 


Minimizar z = dx, +x,+ MR + MR, 


sujeito a 


ax, +x, + R, = 
dx, + 3x,-x,+ R, =6 
xX + 2x, +x,=4 
Xp ty Xp ty RR, 20 


Agora, sua solução básica inicial é dada por (R R,,x,) = (3,6, 4). 

Do ponto de vista da resolução do problema por computador, 
M deve assumir um valor numérico. Ainda assim, em praticamente 
todos os livros didáticos, entre eles as sete primeiras edições deste 
livro, M é manipulado algebricamente em todas as tabelas simplex. 
O resultado é um acréscimo de dificuldade adicional, desneces- 
sária, que pode ser evitado pela simples substituição de um valor 
numérico adequado para M (o que, de qualquer maneira, é o que 
fazemos quando usamos o computador), Nesta edição, romperemos 
com essa longa tradição de manipular M algebricamente e usare- 
mos uma substituição numérica. Claro que a intenção é simplificar a 
apresentação sem perder substância. 

Qual é o valor de M que devemos usar? A resposta depende dos 
dados do problema de PL original. Lembre-se de que M deve ser su- 
ficientemente grande em relação aos coeficientes da função objetivo 
original, de modo que agirá como uma punição que força as variá- 
veis artificiais a ter valor zero na solução ótima, Ao mesmo tempo, 
visto que computadores são a principal ferramenta para resolver 
problemas de PL, não queremos que M seja demasiadamente gran- 
de (ainda que em termos matemáticos ele deva tender a infinito) 
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devido ao grave erro de arredondamento que pode resultar quando 
valores muito grandes são manipulados com valores muito menores. 
No presente exemplo, os coeficientes de x e x, são de 1, respectiva- 
mente. Portanto, parece razoável estabelecer M = 100. 

Usando M = 100,a tabela simplex inicial é dada como se segue 
(por conveniência, a coluna z é eliminada porque ela não muda em 
nenhuma das iterações): 


| Base x, X, X, R, R, x, Solução 
z —4 -I 0 -100 -100 O 0 
R 3 l 0 l 0 O 3 
R, 4 3 -1 | 6 
t | 2 0 0 | 4 


Antes de continuar com os cálculos do método simplex, precisamos 
tornar a linha z consistente com o resto da tabela. Especificamente, na 
tabela, x, = x, = x, = 0,0 que resulta na solução básica À =3,R,=6€ 
x,=4. Essa solução dá z = 100 x 3 + 100 x 6 = 900 (em vez de 0, como 
mostra agora o lado direito da linha z). Essa inconsistência surge do fato 
de R, e R, não terem coeficientes não zero (-100, —100) na linha de z 
(compare com a solução inicial na qual todas as variáveis são de folga no 
Exemplo 3.3-1, onde os coeficientes das folgas na linha z são zero). 
Podemos eliminar essa inconsistência com a substituição de K, 
e R, na linha z usando as equações de restrição adequadas. Em par- 
ticular, observe os elementos destacados (= 1) na linha Re na linha 
R, Multiplicar cada linha R e linha R, por 100 e adicionar a soma à 
linha z substituirá Rie R, na linha objetivo, isto é 


Nova linha z = Linha z anterior + (100 x linha R + 100 x linha Ro) 


Portanto, a tabela simplex modificada se torna (Verifique!) 


Base RN x, xX, R, R, v, Solução 7 
z 696 399 -100 0 ü 0 900 
R, 3 | 0) | 0) 0 : 
R, 4 3 =] 0 | 0 
x 1 2 0 0 0 l 


Observe que z = 900, o que agora é consistente com os valores 
da solução básica viável inicial: R = 3, R,=6e x, = 4. 

A ultima tabela esta pronta para a aplicação do método simplex 
usando as condições simplex de otimalidade e viabilidade, exata- 
mente como fizemos na Seção 3.3.2. Como estamos minimizando 
a função objetivo, a variável x, que tem o coeficiente mais positivo 
na linha z (= 696), entra na solução. À razão minima da condição de 
viabilidade especifica R, como a variável que sai (Verifique!). 

Tão logo as variáveis que entram na base e que saem da base 
estejam determinadas, a nova tabela pode ser calculada usando as 
conhecidas operações por Gauss-Jordan. 


Base =X, x, X, R R, x, Solução 
E ü 167 0 -100 -232 0 0 204 
É | à 0 $ 0 0 
KR, 0 5 = = | 0 2 
=| 
x, 0 - 0 = 0) l 3 


Pesquisa operacional 


A última tabela simplex mostra que x, e R, são as variáveis que en- 
tram na base e saem da base, respectivamente. Continuando os cálculos 
do método simplex, são necessárias mais duas iterações para chegar à 
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solução ótima: x, = = 1% = z’ z= — (verifique com o TORA!). 

Observe que as variáveis artificiais R, e R, saem da solução bá- 
sica na primeira e na segunda iterações, um resultado que é consis- 


tente com o conceito de puni-las na função objetivo, 


Comentários. A utilização da punição do M não forçará uma variá- 
vel artificial ao nível zero na iteração final se o problema de PL não 
tiver uma solução viável (isto é, se as restrições não forem consis- 
tentes). Nesse caso, a iteração final pelo método simplex incluirá no 
minimo uma variável artificial em um nivel positivo. À Seção 3.5.4 
explica essa situação. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.4A 


L Faça os cálculos à mão para completar a iteração simplex do 
Exemplo 3.4-1 e obter a solução ótima. 


2. Experimento com o TORA. Gere as iterações pelo método 
simplex do Exemplo 3.4-1 usando o módulo Iterations = M- 
method do TORA (arquivo toraEx3.4-1.txt). Compare com o 
efeito da utilização de M = 1, M = 10 e M = 1.000 na solução. A 
qual conclusão podemos chegar com base nesse experimento? 

3. No Exemplo 3.4-1, identifique a tabela simplex inicial para cada 
um dos seguintes casos (independentes) e desenvolva a linha z 
associada substituindo todas as variáveis artificiais: 

*(a) A terceira restrição é x, + 2x, 2 4. 
*(b) A segunda restrição é é dr, + 3x, = 6. 
(c) A segunda restrição é 4x, + 3x, = = 6; 
(d) A função objetivo é maximizar z = 4x, + x.. 


d. Considere o seguinte conjunto de restrições: 


-2x + 3r, 3 (1) 
4x,+5x, = 10 (2) 
yta = 5 (3) 
Oe. Se a (4) 
4x,+8x, 2 5 (5) 
as & 0 


|7 
Para cada um dos problemas a seguir, desenvolva a linha z após 
substituir as variáveis artificiais: 
(a) Maximizar z = Sx, + 6x, sujeito a (1), (3) e (4). 
(b) Maximizar z = 2x, — 7x, sujeito a (1), (2), (4) e (5). 
(c) Minimizar z = 3x, + 6x, sujeito a (3), (4) e (5). 
(d) Minimizar z = 4x, + 6x, sujeito a (1), (2) e (5). 
(e) Minimizar z =3y, + 2x, , sujeito a (1) e (5). 
5. Considere o seguinte conjunto de restrições 
X,t+4,+%,=7 
2x -5r ae iat A 
Ko At 20 
Resolva o problema para cada uma das seguintes funções objetivo: 
(a) Maximizar z = 2x, + 3x, - 5%, 
(b) Minimizar z = =2x, + SS 3X, 
(c) Maximizar z = x, + 2x. + x, 
(d) Minimizar z = 4x, - 8x, + 3x. 


“6. Considere o problema 


Maximizar z = 2x, + 4x, + 4x, - 3, 
sujeito a 
x,+x,+%,=4 
x + 4x, +x, =8 


XX Ap 20 


O problema mostra que x, e x, podem desempenhar o papel 
de folgas para as duas equações. Elas são diferentes de folgas 
no sentido de que seus cocficientes são não zero na função ob- 
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jetivo. Podemos usar x, è x, COMO variáveis iniciais, mas, como 
no caso das variáveis artificiais, elas devem ser substituídas na 
função objetivo antes da execução das iterações do método sim- 
plex. Resolva o problema com x, e x, como variáveis básicas 
iniciais e sem usar quaisquer variáveis artificiais. 

7. Resolva o seguinte problema usando x, e x, como variáveis bá- 
sicas iniciais viáveis. Como no Problema 6, não use quaisquer 
variáveis artificiais. 

Minimizar z = 3x, + 2x, + 3x, 
sujeito a 


X + dy +x, 27 


& Considere o problema 
Maximizar z = x, + 5x, + 3x, 


sujeito a 


X +21, +%,=3 
2x, -X = 
Xot 20 


A variável x, desempenha o papel de uma folga. Assim, ne- 
nhuma variável artificial é necessária na primeira restrição. To- 
davia, na segunda restrição é necessária uma variável artificial. 
Use essa solução inicial (isto é, x, na primeira restrição e R, na 
segunda restrição) para resolver este problema. 

9. Mostre como o método do M-grande vai indicar que o proble- 
ma a seguir não tem nenhuma solução viável. 
Maximizar z = 2x, + Sx, 
sujeito a 
3x, + 2x, 26 
2x, +x, 52 


Xx, 20 


3.4.2 Método das duas fases 


No método do M-grande, a utilização da punição do MH, que, por 
definição, deve ser grande em relação aos coeficientes da função obje- 
tivo, pode resultar em erros de arredondamento que podem compro- 
meter a precisão dos cálculos simplex. O método das duas fases ame- 
niza essa dificuldade eliminando totalmente a constante M. Como o 
nome supere, o método resolve o problema de PL em duas fases: a 
Fase | tenta achar uma solução básica viável inicial e, se ela for encon- 
trada, a Fase I] é invocada para resolver o problema original. 


Resumo do método das duas fases 


Fase 1. Expresse o problema na forma de equações e adicione 
as variáveis artificiais necessárias às restrições (exatamente como 


no método do M-grande) para garantir uma solução básica inicial. 


Em seguida, ache uma solução básica com as equações resultantes 
que, independentemente do problema de PL ser de maximização ou 
minimização, sempre minimizará a soma das variáveis artificiais. Se 
o valor mínimo da soma for positivo, o problema de PL não tem ne- 
nhuma solução viável, o que encerra o processo (lembre-se de que 
uma variável artificial positiva significa que uma restrição original 
não foi satisfeita). Caso contrário, passe para a Fase II. 

Fase Il. Use a solução viável da Fase I como uma solução básica 
viável inicial para o problema original, 


Exemplo 3.4-2 


Usamos o mesmo problema do Exemplo 3.4-1. 


Fase | 
Minimizar r= R, + R, 
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sujeito a 
3x, tar R = 3 
dx, + 3X, =X + R, = 


4 
Kye EE E ja RK, 20 


Fa 


A tabela associada é dada 


Base Y, t: X, R, R, x, Solução 
r 0 0 0 -1 -1 0 0) 
R, 3 | 0) l 0 0 3 
R, 4 3 =] 0 | 0 6 
x, | 2 0 0 0 4 


Como no método do M-grande, R e R, são substituídas na linha 
r usando os seguintes cálculos: 

Nova linha r = Velha linha r + (1 x linha R + 1 x linha &,) 

A nova linha r é usada para resolver a Fase | do problema, o 
que da a seguinte tabela ótima (verifique no TORA com Iterations 
= Iwo-phase Method): 


Base x, x, E R, R, x, Solução 
r 0) ü 0 al = 0) 0) 
x, | 0 l : a 0 k 
x, 0 | = = 3 0 Ê 
x 0 0 l l -] l l 


Como mínimo r = 0, a Fase I produz a solução básica viável 


3 6 as cê Seer ct 
v= =>, = > ex = l Nesse ponto, as variáveis artificiais 


ot 5 2 5 
concluiram sua missão e podemos eliminar totalmente suas colunas 
da tabela e passar para a Fase II. 


Fase Il 


Após eliminar as colunas artificiais, escrevemos o problema ori- 
ginal como 


Minimizar z = 4x, + x, 


sujeito a 
“hy &º 3 = 5 
dy =É 
4% 
Etr =1 
Ryn Vas Mo tg EU 


Em essência, a Fase | é um procedimento que transforma as 
equações de restrição originais de maneira a fornecer uma solução 
básica viável inicial para o problema, se houver alguma, Assim, a 
tabela associada com o problema da Fase I] é dada como: 


Base Xi X X, Xi Solução 
z -4 -1 0 0) 0) 
vi 0 l 0 ; 
i> ü 1 = : ü 
vy 0 0 | | | 


Novamente, como as variáveis básicas x, ¢ x, têm coeficientes 
não zero na linha z, elas devem ser substituídas com a utilização dos 


seguintes cálculos. 
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Nova linha z = Velha linha z + (4 x linha x, + 1 x linha x,) 


Portanto. a tabela inicial da Fase I é dada como: 


Base Xi Xa Xa X4 Solução 

| IR 

Fa 0 g 5 0) z 
1 3 

Yi | () E 0) F 
1 

Vs 0) | E Ü : 

ty 0 g | | | 


Como estamos minimizando, x, deve entrar na solução. A apli- 
cação do método simplex produzirá a solução ótima em uma única 
iteração (verifique com o TORA). 


Comentários. Praticamente todos os pacotes comerciais usam O 
método das duas fases para resolver problemas de PL. O método 
do M-grande, com seu erro de arredondamento potencial adver- 
so, provavelmente nunca será usado na prática. Sua inclusão nes- 
te texto deve-se a razões exclusivamente históricas, porque seu 
desenvolvimento é anterior ao desenvolvimento do método das 
duas fases. 

A remoção das variáveis artificiais e de suas colunas no final da 
Fase 1 só pode ocorrer quando todas elas forem não básicas (como o 
Exemplo 3.4-2 ilustra). Se uma ou mais variáveis artificiais forem bá- 
sicas (em nivel zero) no final da Fase |, então é preciso executar as se- 
guintes etapas adicionais para removê-las antes do inicio da Fase I. 


Etapa 1. Selecione uma variável artificial com coeficiente igual 
a zero para sair da solução básica e designe sua linha como a linha 
do pivô. A variável que entra pode ser qualquer variável não básica 
(não artificial) que tenha um coeficiente não zero (positivo ou nega- 
tivo) na linha do pivô. Execute a iteração simplex associada. 

Etapa 2. Remova da tabela a coluna da variável artificial (que 
acabou de sair). Se todas as variáveis artificiais com coeficiente igual 
a zero tiverem sido removidas, passe para a Fase II, Caso contrário, 
volte para a Etapa 1. 


A lógica que fundamenta a Etapa 1 é que a viabilidade das variá- 
veis básicas remanescentes não será afetada quando uma variável 
artificial com coeficiente igual a zero for transformada em não bási- 
ca, independentemente de o elemento pivô ser positivo ou negativo, 
Os problemas 5 e 6 do Conjunto 3.4b ilustram essa situação. O Pro- 
blema 7 dá detalhes adicionais sobre os cálculos da Fase 1. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.4B 


*1, Na Fase |, se o problema de PL for do tipo maximização, expli- 
que por que não maximizamos a soma das variáveis artificiais 
na Fase I. 


2. Para cada caso do Problema 4, Conjunto 3.4a, escreva a função 
objetivo correspondente da Fase I. 


tH 


Resolva o Problema 5, Conjunto 3.4a, pelo método das duas fases. 


4. Escreva a Fase | para o seguinte problema e após o resolva (é 
mais conveniente fazé-lo com o TORA) para mostrar que o 
problema não tem nenhuma solução viável, 

Maximizar z = 2x, + 5x, 

sujeito a 


Pesquisa operacional 


5. Considere o seguinte problema: 


Maximizar z = 2x, + 2x, + 4x, 


sujeito a 
2x +X,+X, 52 
3x +dr +, 28 
Xp XyX, 2 0) 

(a) Mostre que a Fase | terminará com uma variável básica ar- 
tificial com nivel igual a zero (pode-se usar o TORA por 
conveniência). 

(b) Remova a variável artificial com nível igual a zero antes do 
inicio da Fase II, depois execute as iterações da Fase IL, 

6. Considere o seguinte problema: 
Maximizar z = 3x, + 2x, + 3x, 

sujeito a 

2X, FA 4%, =2 
x +3x,4+ x, =6 
3x, + 4x, + 2x, =8 
XXa 20 

(a) Mostre que a Fase | termina com duas variáveis artificiais 
com nivel igual a zero na solução básica (É mais convenien- 
te usar o TORA). 

(b) Mostre que, quando o procedimento do Problema 5(b) for 
aplicado ao final da Fase 1, só uma das duas variáveis artificiais 
com nível igual a zero pode ser transformada em não básica. 

c} Mostre que a restrição original associada com a variável 
artificial com nível igual a zero que não pode ser transfor- 
mada em não básica em (b) deve ser redundante — em 
decorrência, sua linha e sua coluna podem ser totalmente 
descartadas no inicio da Fase IT. 


+7. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 3x, + 2x, + 3x, 
sujeito a 
2x, +X, AX 22 
3x, + 4x, + 2x, 28 
Xp Xy 20 


A tabela simplex ótima no final da Fase | é dada como: 


Base Xi X X3 X4 Xs R Solução 
z -3 0) —2 —| —4 () () 
x, 2 | | 0 i 0 2 
R -$ ü a —] —4 l ü 


Explique por que as variáveis não básicas x, x, x, €x, nunca 
podem assumir valores positivos ao final da Fase II. Dai, con- 
clua que suas colunas podem ser descartadas antes do inicio da 
Fase I]. Em essência, a remoção dessas variáveis reduz as equa- 
ções de restrição do problema a x, = 2. Isso significa que não 
será necessário executar a Fase IT porque a região de soluções é 
reduzida a apenas um ponto. 


8. Considere o problema de PL 
Minimizar z = 2x, - dx, + 3x, 
sujeito a 

5x, — 6x, + 2x, 25 
-x + 3a, + 5x, 28 
2x, += dx, 54 

Xi Ant, 20 

Mostre como as desigualdades podem ser modificadas para 


um conjunto de equações que requer a utilização de apenas 
uma única variável artificial (em vez de duas). 
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3.5 CASOS ESPECIAIS DO MÉTODO SIMPLEX 
Esta seção considera quatro casos especiais que podem surgir 
na utilização do método simplex, 
À. Degencração 
2. Soluções ótimas alternativas (ou múltiplas soluções ótimas) 
3. Soluções ilimitadas 


4, Soluções não existentes (ou inviáveis) 


Nosso interesse em estudar esses casos especiais tem duas in- 


tenções: 1) apresentar uma explanação teórica dessas siluações e; 


2) dar uma interpretação prática do que esses resultados poderiam 
significar em um problema na vida real. 


3.5.1 Degeneração 


Na aplicação da condição de viabilidade do método simplex pode 
ocorrer um empate na razão minima que pode ser resolvido arbitra- 
riamente. Quando isso acontece, no mínimo uma variável hásica será 
zero na iteração seguinte, e diz-se que a nova solução é degenerada. 

Não há nada de alarmante com uma solução degenerada, ex- 
ceto uma pequena inconveniência teórica denominada ciclagem ou 
retorno cíclico, que discutiremos em breve. Do ponto de vista prá- 
tico, a condição revela que o modelo tem no mínimo uma restrição 
redundante, Para esclarecer um pouco mais os impactos práticos ¢ 
teóricos da degeneração, usaremos um exemplo numérico, 


Exemplo 3.5-1 (Solução ótima degenerada) 


Maximizar z = 3x, + 9x, 
sujeito a 
x, + 4X S8 
x +2x, 24 


xXx, 20 


Dadas as variáveis de folga x, cx, a tabela seguinte dá as itera- 
ções simplex do problema. 


Iteragao Base xy Xs Xs x, Solução 
0 z -3 -9 0 0) 0 
Entra x; Xa | 4 l 0 & 
Sal x Xy | 0 | 4 
1 z -3 0 : 0 18 
Entra x, Xa l | l Q 2 
Sai x, X4 ! 0 -5 | 0 
2 z 0 0 3 ; 18 
(Ótima) A 0 | l =3 2 
a | ü -I 2 0 


Na iteração 0,x,e x, empatam no critério que determina a variá- 
vel que sai, o que leva à degeneração na iteração | porque a variável 
básica x, assume valor igual a zero. A solução ótima é alcançada 
em uma iteração adicional, 

Qual é a implicação prática da degeneração? Examine a so- 
lução gráfica na Figura 3.7. Três retas passam pelo ponto ótimo 
(x, = 0, x, = 2). Como esse é um problema bidimensional, o pon- 
to está superdeterminado e uma das restrições é redundante” Na 
prática, o simples fato de saber que alguns recursos são supérfluos 
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pode ser valioso durante a implementação da solução, A informa- 
ção também pode levar à descoberta de irregularidades na constru- 
ção do modelo. Infelizmente, não existe nenhuma técnica de cálculo 
eficiente para identificar as restrições redundantes diretamente pela 
tabela. 


Figura 3.7 
Degeneração do problema de PL no Exemplo 3.5-1 


Solução 
ótima 

degenerada 

vy 


Do ponto de vista teórico, a degeneração tem duas implicações 
A primeira é o fenômeno da ciclagem ou do retorno cíclico. Exa- 
minando as iterações 1 e 2 do método simplex, você notará que o 
valor da função objetivo não melhora (z = 18). Assim, é possível que 
o método simplex entre em uma segiiência de iterações sem nunca 
melhorar o valor da função objetivo e nunca satisfazer a condição 
de otimalidade (veja Problema 4, Conjunto 3,54). Embora haja mé- 
todos para eliminar a ciclagem, eles resultam em uma drástica re- 
dução na velocidade dos cálculos, Por essa razão, grande parte dos 
códigos em PL não inclui provisões para ciclagem, contando com o 
fato de sua ocorrência ser rara na prática. 

© segundo ponto teórico surge no exame das iterações 1 e 2. 
Ambas as iterações, embora diferentes na categorização de suas va- 
riáveis como básicas e não básicas, resultam em valores idênticos 
para o valor da função objetivo, ou seja, 
=0,x,=0,7= 16 


4 


x, =0x,=24, 
Sendo assim, é possivel interromper os cálculos na iteração 1 
(quando a degeneração aparece pela primeira vez) ainda que não 
seja ótima? A resposta é não, porque a solução pode ser temporaria- 
mente degenerada, como demonstra o Problema 2, Conjunto 3,5a. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.5A 


*. Considere o grafico da região de soluções da Figura 3.8. Supo- 
nha que as ilerações do método simplex comecem em A e que a 
solução ótima ocorra em D. Além disso, considere que a função 
objetivo é definida de modo tal que, em A, x, entra na solução 
em primeiro lugar. 

(a) Identifique (no gráfico) os pontos extremos que definem o 
caminho do método simplex até o ponto ótimo. 

(b) Determine o número máximo possível de iterações no mé- 
todo simplex necessárias para alcançar a solução ótima con- 
siderando que não haja ciclagem. 


2. Considere o seguinte problema de PL: 


Maximizar z = 3x, + 2x, 
sujeito a 
dr,-1,58 
dx, + 3x, £ 12 
dx, +x,58 


Xpt 20 


* De modo geral, redundância implica que restrições possam ser removidas sem afetar a região de soluções viáveis, Um contra-exemplo que às vezes é citado é x +y s lixe 1, y 20. Nesse 
caso, a remoção de qualquer uma das restrições mudará o espaço viável de um Único ponto para uma região. Contudo, basta dizer que essa condição é válida somente se a região de soluções 
consistir em um único ponto viável, algo muitissimo raro de acontecer em problemas de PL na vida real, 


52 


(a) Mostre que as iterações no método simplex são temporaria- 
mente degeneradas (pode-se usar o TORA por conveniência). 

(b) Verifique o resultado pela solução gráfica do problema 
(aqui, o módulo Graphic do TORA pode ser usado). 


3. Experimento com o FORA. Considere o problema de PL 2. 

(a) Use oTORA para gerar as iterações pelo método simplex. Quan- 
tas Ilerações são necessárias para alcançar a solução ótima? 

(b) Inverta as restrições (1) e (3) e resolva novamente o proble- 
ma com o TORA. Quantas iterações são necessárias para 
resolver o problema? 

(c) Explique por que as quantidades de iterações em (a) e (b) 
são diferentes. 


Figura 3.8 
Região de soluções do Problema 1, Conjunto 3.5A 


Ms 


aL. 


d. Experimento com o FORA. Considere o seguinte problema de 
PL (de autoria de E. M. Beale) para demonstrar ciclos: 


i | 
Maximizar z = x, — 20x, +74, — É, 


sujeito a 
Es. —&x,-— x, + 9x, <9 
Ly, — 12x,->x,+3%, <0 
x, &1 


Kodo XX, 29 


No menu do TORA, Solve/Modify, selecione Solve = Alge- 
braic = Iterations = All-slack. Em seguida, ‘percorra’ as ite- 
rações sucessivas do método simplex usando o comando Next 
iteration (não use All iterations porque, então, o método sim- 
plex entrará em ciclagem indefinidamente). Você notará que a 
solução básica viável na iteração O, na qual todas as variáveis 
são de folga, reaparecera de modo idêntico na iteração 6. Esse 
exemplo ilustra a ocorrência de ciclagem nas iterações do mé- 
todo simplex e a possibilidade de que o algoritmo talvez nunca 
convirja para a solução ótima, 

O interessante é que a ciclagem não ocorrerá nesse exemplo 
se todos os coeficientes desse problema de PL forem converti- 
dos em valores inteiros utilizando múltiplos adequados (tente 
fazer isso!). 


3.5.2 Soluções ótimas alternativas 


Quando a função objetivo tem direção paralela a uma restrição 
vinculadora não redundante (isto é, uma restrição que é satisfei- 
ta como uma equação na solução ótima), à função objetivo pode 
assumir o mesmo valor ótimo em mais de um ponto de solução, o 
que dá origem a soluções ótimas alternativas (ou múltiplas soluções 
ótimas). O exemplo seguinte mostra que há um número infinito de 
tais soluções e também demonstra a relevância prática de encontrar 
tais soluções. 


Pesquisa operacional 


Exemplo 3.5-2 (Múltiplas soluções ótimas) 


Maximizar z = 2x, + 4x, 
sujeito a 


t+ 2x, S 5 
y 44,54 
tpi 20 


A Figura 3.9 demonstra como as soluções ótimas alternativas 
podem surgir no modelo de PL quando a função objetivo tem dire- 
ção paralela a uma restrição vinculadora. Qualquer ponto sobre o 
segmento de reta BC representa uma solução ótima alternativa com 
o mesmo valor da função objetivo z = 10. 


Figura 3.9 


Soluções ótimas alternativas do problema de PL no Exemplo 3.5-2 


As iterações do modelo são dadas pela tabela apresentada a 
seguir. 


Heração Base Xi Xə X3 x, Solução 
() z = —4 0 ù 0 
Entra x; Xs l 2 | Ü 5 
Sal Xa Ag 1 | ü | 4 
1 (ótima) z 0 0 2 0) 10 
Entra x, t 5 1 l 0 : 
iu a Loo du à 
2 z Ü 0) 2 ü 10 
(Ótima alternativa) x, 0) l =] l 
Vy I ü =l 2 3 


A iteração | dá a solução ótima x, = 0, x, = > è z = 10, que 
coincide com o ponto B na Figura 3.9. Como sabemos por essa ta- 
bela que as soluções ótimas alternativas existem? Observe os co- 
eficientes das variáveis não básicas da equação z na iteração 1. O 
coeficiente de x, não básica é zero, o que indica que x, pode entrar 
na solução básica sem alterar o valor de z, mas causando uma mu- 
dança nos valores das variáveis. A iteração 2 faz exatamente isso, 
deixando x, entrar na solução básica e forçando x, a sair. O novo 
ponto de solução ocorre em C(x, = 3,4,= 1,7 = 10). (A opção “Ite- 
rations’ do TORA permite a determinação de uma solução ótima 
alternativa por vez.) 

O método simplex determina apenas os dois pontos extremos 
Be C, mas, matematicamente, podemos determinar todos os pontos 
(x,. x,) sobre o segmento da reta BC como uma média ponderada 
não negativa dos pontos B e C. Assim, dados 
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B: x, =0,x, = 

Cix =3,x, = 

todos os pontos sobre o segmento de reta BC são dados por 
+, =0(0)+(1=0)(3)=3- 


â, =a(5}+(1-« \)=1+ 


Os asl 


wi tad » 


Quando a = 0, (x,,%,)= (3, 1), que é o ponto C. Quando 
=1,(x,%)= (0 , 5j, que é o ponto B. Para valores de œ entre O e 
l, ie. x,) está entre Be C. 


Comentários. Na prática, soluções ótimas alternativas são úteis por- 
que podemos escolher entre muitas soluções sem que o valor da 
função objetivo sofra deterioração. Ou seja, no presente exemplo, a 
solução em 5 mostra que somente a atividade 2 está em um nível 
positivo, ao passo que, em C, ambas as atividades são positivas. Se 0 
exemplo representar uma situação de mix de produtos, pode haver 
vantagem em produzir dois produtos em vez de um para enfrentar a 
concorrência de mercado. Nesse caso, a solução em C pode ser mais 
atraente, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.5B 


*]. Para o seguinte problema de PL, identifique três soluções bá- 
sicas Ótimas alternativas e depois escreva uma expressão geral 
para todas as soluções ótimas alternativas não básicas que com- 
preenda as três soluções básicas. 

Maximizar z =x, + 2x, + 3x, 
sujeito a 
X, + 2x, + 3x, = 10 
bia ae, eee 
x, 1 
ee ee a É 
Nota: embora o problema tenha mais do que três soluções bá- 
sicas ótimas alternativas, você só precisa identificar três delas. 
Pode-se usar o TORA por conveniência. 


2. Resolva o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 2x, =x, + 3x, 
sujeito a 
xn tar <H 
2X, — + 3x, S40 
é a oe era À 
Pela tabela ótima, mostre que todas as soluções ótimas al- 


ternativas não são pontos extremos (isto é, não básicos), De- 
monstre utilizando um gráfico bidimensional o tipo de região 


de soluções e a função objetivo que produzirá esse resultado. 


(Pode-se usar o TORA por conveniência.) 

3. Para o seguinte problema de PL, mostre que a solução ótima é 
degenerada e que nenhuma das soluções alternativas são pon- 
tos extremos (pode-se usar o TORA por conveniência). 


Maximizar z = 3x, + +, 
sujeito a 
x + 2x, 55 
X+%-4, 82 
TX, SE, — 3%, EM 
= 


3.5.3 Solucao ilimitada 


Em alguns problemas de PL, os valores das variaveis podem ser 
aumentados indefinidamente sem violar nenhuma das restrições, O 
que significa que a região de soluções é ilimitada em no mínimo uma 
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variável. O resultado é que o valor da função objetivo pode crescer 
(caso da maximização) ou decrescer (caso da minimização) indefini- 
damente. Nesse caso, a região de soluções, bem como o valor ótimo 
da função objetivo, são ilimitados. 

A falta de limites indica a possibilidade de o modelo ter sido 
mal construído. A irregularidade mais provável em tais modelos é 
que uma ou mais restrições não redundantes deixaram de ser leva- 
das em conta ¢ os parâmetros (constantes) de algumas restrições 
podem não ter sido estimados corretamente. 

Os exemplos apresentados a seguir mostram como a falta de li- 
mites na região de soluções, bem como no valor da função objetivo, 
pode ser reconhecida na tabela simplex. 


Exemplo 3.5-3 (Valor da função objetivo ilimitado) 


Maximizar z = 2x, + x, 


sujeito a 
“x, £10 
2x, < 40 
xx, 20 
Iteração inicial 
Base x, X X; Xi Solução 
z -2 -] ü 0 0 
X3 l =] | ü 10 
X 2 0) 0 l 40 


Na tabela inicial, ambas, x, ¢ x, têm coeficientes negativos na 
equação z. Por conseguinte, qualquer uma pode melhorar a solu- 
ção. Como x, tem o coeliciente mais negativo, normalmente ela é 
selecionada como a variável que entra. Contudo, todos os coefi- 
cientes das restrições sob x, (isto é, os denominadores das razões 
da condição de viabilidade) são negaiiv os ou zero. lsso significa que 
não há nenhuma variável que saia € que x, possa ser aume ntada 
indefinidamente sem violar nenhuma das restrições (compare com 
a interpretação gráfica da razão minima na Figura 3,5). Como cada 
aumento unitário em x, aumentará z em l, um aumento infinito em 
x, resultará em um aumento infinito em z. Assim, o problema não 
tem nenhuma solução limitada. Esse resultado pode ser visto na Fi- 
gura 3.10. A região de soluções é ilimitada na direção de x, e o valor 
de z pode ser aumentado indefinidamente. 


Comentários. O que aconteceria se tivéssemos aplicado a condição 
de otimalidade estrita que exige que x, entre na solução? A resposta 
é que, a certa altura, uma tabela subseqtiente teria levado a uma 
variável que entraria com as mesmas caracteristicas de x.. Veja o 
Problema 1, Conjunto 3.5c. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.5C 


1. Experimento com o TORA. Resolva o Exemplo 3.5-3 usando a 
opção Iterations do TORA e mostre que mesmo que a solução 
comece com x, como a variável que entra na base (pelo condi- 
ção de otimalidade), a certa altura o método simplex indicará 
solução ilimitada. 


*2. Considere o problema de PL: 
Maximizar z = 20x, + 10x, + x, 
sujeito a 
dx — 3x, + 3x, 550 
x, +x, 510 
¥,—*,+ 4x, 520 


Te bp) 
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Figura 3.10 
Solução ilimitada do problema de PL no Exemplo 3.5-3 


Valor da 
“função 
Região de “ objetivo 
soluções ilimitado 
ilimitada A 
Ta 
Nx 
w 
D 
M 
É 
+ 


Xx | 


(a) Pela inspeção das restrições, determine em qual direção (x, 
x, ou x,) a região de soluções é ilimitada. 

(b) Sem mais cálculos, o que podemos concluir em relação ao 
valor ótimo da função objetivo? 


TH 


Em alguns modelos de PL mal construídos, a região de soluções 
pode ser ilimitada mesmo que o problema possa ter um valor 
limitado da função objetivo. Tal ocorrência só pode indicar ir- 
regularidades na construção do modelo, Em problemas grandes 
pode ser dificil detectar a falta de limites por inspeção. Elabore 
um procedimento para determinar se uma região de soluções é 
ou não é ilimitada, 


3.5.4 Solução inviável 


Problemas de PL com restrições Inconsistentes podem não ter 
nenhuma solução viável. Pode ser que essa situação nunca ocorra se 
todas as restrições forem do tipo = com constantes do lado direito 
não negativas porque as folgas fornecem uma solução viável, Para 
outros tipos de restrições, usamos variáveis artificiais. Embora as va- 
riáveis artificiais sejam punidas na função objetivo para forçá-las a 
zero na solução ótima, isso só pode ocorrer se o modelo tiver uma 
região viável. Caso contrário, ao menos uma variável artificial será 
positiva na iteração ótima. Do ponto de vista prático, a não-existên- 
cia de uma região viável indica a possibilidade de o problema não 
ter sido formulado corretamente. 


Exemplo 3.5-4 (Região de soluções inviável) 
Considere o seguinte problema de PL: 


Maximizar z = Es + 2x, 


sujeito a 
20, 44252 
ox, + 4x, é Lá 


XX, 2U 


Usando a punição M = 100 para a variável artificial R, a tabela 
seguinte fornece as iterações do método simplex do problema. 


Pesquisa operacional 


lteração Base x, x, 4, x R Solução 
0) z -303 -402 100 O 0 -1.200 
entra x, X 2 | 0 i ü 2 
sai x, R 3 4 + | 1 12 
1 z 501 0 100 402 0 -396 
(pseudo-dtima) x, 2 l ü | ü 2 
R -5 0 -1 +4 l 4 


A iteração ótima 1 mostra que a variável artificial R é positiva 
(= 4), o que indica que o problema é inviável. A Figura 3.11 de- 
monstra a região de soluções inviável. Permitindo que a variável 
artificial seja positiva, o método simplex, em essência, inverteu a 
direção da desigualdade de 3x, + 4x, = 12 para 3x, + 4x, £ 12 (você 
pode explicar como?). O resultado é o que denominamos solução 
pseudo-ótima. 


Figura 3.11 
Solução inviável do Exemplo 3.5-4 


As 


ti 


Solução 
pseudo-ótima 


A | 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.5D 


“1. A Toolco produz três tipos de ferramentas, 71, T2 e T3. As fer- 
ramentas usam duas matérias-primas, Ml e M2, conforme os 
dados apresentados na Tabela B: 


Tabela B 
Número de unidades de 
matérias-primas por ferramenta 
Matéria-prima Ti T2 T3 
M| 3 5 6 
M2 3 i 


As quantidades diárias disponíveis das matérias-primas M1 
e M2 são 1.000 unidades e 1.200 unidades, respectivamente. O 
departamento de marketing informou ao gerente de produção 
que, conforme suas pesquisas, a demanda diária para as três fer- 
ramentas deve ser no minimo 500 unidades. O departamento 
de produção conseguirá satisfazer a demanda? Caso não consi- 
ga, qual é o número máximo das três ferramentas que a Toolco 
pode fornecer? 

2. Experimento com o FORA. Considere o problema de PL: 
Maximizar z = 3x, + 2x, + 3x, 


sujeito a 
2x, +x,+%,52 
ax, + 44, + 24,28 


EE e e 
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Use Iterations = M-Method do TORA para mostrar que a so- 
lução ótima inclui uma variável básica artificial, mas com nivel zero, 
© problema tem uma solução ótima vidvel? 


3.6 ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 


Em PL, os parâmetros (dados de entrada) do modelo podem 
mudar dentro de certos limites sem provocar alteração na solução 
ótima. Isso é denominado análise de sensibilidade, e será o assunto 
desta seção. Mais adiante, no Capitulo 4, estudaremos análise pós- 
ótima, que trata da determinação da nova solução ótima resultante 
de alterações intencionais e calibradas nos dados de entrada. 

De modo geral, os parâmetros em modelos de PL não são exa- 
tos. Com análise de sensibilidade podemos averiguar o impacto 
dessa incerteza sobre a qualidade da solução ótima. Por exemplo, 
no caso do lucro unitário estimado de um produto, se a análise de 
sensibilidade revelar que a solução ótima continua a mesma com 
uma variação de + 10% no lucro unitário, podemos concluir que a 
solução é mais encorpada do que quando a faixa de indiferença é 
de apenas + 1%. 

Começaremos com a solução gráfica, mais concreta, para expli- 
car os fundamentos da análise de sensibilidade. Em seguida, esses 
fundamentos serão estendidos ao problema geral de PL usando os 
resultados da tabela simplex. 


3.6.1 Análise de sensibilidade gráfica 


Esta seção demonstra a idéia geral da análise de sensibilidade. 
Serão considerados dois casos; 


1. Sensibilidade da solução ótima às variações na disponibilidade 
dos recursos (lado direito das restrições). 

2. Sensibilidade da solução ótima às variações no lucro unitário ou 
no custo unitário (coeficientes da função objetivo). 


Consideraremos os dois casos separadamente, usando ¢xem- 
plos gráficos de problemas de PL de duas variáveis. 


Exemplo 3.6-1 (Variações no lado direito) 


A Jobco produz dois produtos em duas máquinas. Uma unidade 
do produto | requer duas horas na maquina 1 e uma hora na máqui- 
na 2. Para o produto 2, uma unidade requer uma hora na maquina | 
e três horas na máquina 2. As receitas por unidade dos produtos 1 e 
2são 830 5 20, respectivamente. O tempo de processamento diário 
disponível para cada máquina é oito horas. 

Representando o número diário de unidades de produtos 1 e 2 
por x, e x, respectivamente, o modelo de PL é dado como 


Maximizar z = 30x, + 20x, 
sujeito a 


2x, + x, = 8 (Máquina 1) 
x, + 5x, 5 8 (Maquina 2) 
xx, 20 


A Figura 3.12 ilustra a variação na solução ótima quando são 
feitas alterações na capacidade da máquina |. Se a capacidade diária 
for aumentada de oito horas para nove horas, a nova solução ótima 
ocorrerá no ponto G. A taxa de variação em z ótima resultante da 
alteração da capacidade da maquina 1 de oito horas para nove horas 
pode ser calculada da seguinte maneira: 


Taxa de variação na 
receita resultante do | 
Za Ze 42-128 
aumento de uma hora na O bs I4!h 
capacidade da máquina [Alteração na capacidade) 9-8 


(ponto C para ponto G) 


A taxa calculada fornece uma ligação direta entre a entrada do 
modelo (recursos) e sua saída (receita total), que representa o valor 
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unitário equivalente de um recurso (em $/hora), isto é, a variação 
no valor ótimo da função objetivo por unidade de variação na dis- 
ponibilidade do recurso (capacidade da máquina). Isso significa que 
uma unidade de aumento (redução) na capacidade da máquina 1 
aumentará (reduzirá) a receita em $ 14. Embora o valor unitário 
equivalente de um recurso seja uma descrição adequada da taxa de 
variação da função objetivo, o nome técnico, preço dual ou preço 
sombra, agora é um padrão na literatura de PL e em todos os paco- 
tes comerciais; por conseguinte, será usado neste livro. 

Examinada a Figura 3.12, podemos ver que o preço dual de 
$ 14/hora permanece válido para variações (aumentos ou reduções) 
na capacidade da máquina 1 que deslocam sua restrição paralela- 
mente para qualquer ponto sobre o segmento de reta BF. Isso sig- 
nifica que a faixa de aplicabilidade de determinado preço dual pode 
ser calculada da seguinte maneira: 


Capacidade minima da máquina 1 [em B = (0, 2.67)] 
=2x0+1x2,67=2,67 horas 


Capacidade máxima da máquina | [em F = (8,0)] 
=2x8+1x0=16 horas 


Desse modo, podemos concluir que o preço dual de $ 14/hora 
permanecerá válido para a faixa 


2,67 horas = Capacidade da maquina | = 16 horas 


Variações fora dessa faixa produzirão um preço dual (equiva- 
lente por unidade) diferente. 

Usando cálculos semelhantes, você pode verificar que o preço 
dual para a capacidade da maquina 2 é $ 2/hora e permanece válido 
para variações (aumentos ou reduções) que deslocam sua restrição 
paralelamente para qualquer ponto sobre o segmento de reta DE, o 
que resulta nos seguintes limites: 


Capacidade minima da máquina 2 [em D = (4,0)] 
=Ixd+5x0=dhoras 


Capacidade máxima da máquina 2 [em E = (8,0)| 
=1x0+3x8=24 horas 


Figura 3.12 
Gráfico de análise de sensibilidade da solução ótima a variações na 
disponibilidade de recursos (lado direito das restrições) 


co a eng uid 
Ótima: x, = 34 t2 
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A conclusão é que o preço dual de $ 2/hora para a máquina 2 
continuará aplicável para a faixa 


4 horas = Capacidade da máquina 2 = 24 horas 


Os limites calculados para as máquinas | e 2 são denominados Fai- 
xas de viabilidade. Todos os pacotes computacionais fornecem infor- 
mações sobre os preços duais e suas faixas de viabilidade. A Seção 3.6.4 
mostra como o AMPL, o Solver e o TORA geram essa informação, 

Os preços duais permitem tomar decisões econômicas sobre o 
problema de PL, como demonstram as respostas às perguntas apre- 
sentadas a seguir. 


Pergunta 1. Se a Jobco puder aumentar a capacidade de ambas as 
máquinas, qual delas deve receber maior prioridade? 

Os preços duais para as máquinas | e 2 são $ 14/hora e $ 2/hora. 
Isso significa que cada hora adicional da máquina 1 resultará em um 
aumento de 5 14 na receita, em comparação com apenas $ 2 para a 
maquina 2. Por isso, deve ser dada prioridade à maquina 1, 


Pergunta 2. É dada uma sugestão para aumentar as capacidades das 
máquinas | e 2 ao custo adicional de $ 10/hora. Isso é aconselhável? 
Para a máquina 1, a receita liquida adicional por hora é $ 14 — 
$ 10 = $ 4, e, para a máquina 2,a receita liquida é$2-$ 10=-$ 8. 
Portanto, só a capacidade da maquina | deve ser aumentada, 


Pergunta 3. Se a capacidade da máquina 1 for aumentada das atuais 8 ho- 
ras para 13 horas, qual será o impacto desse aumento na receita ótima? 

O preço dual para a máquina 1 é$ 14 e é aplicável na faixa (2,67, 
16) horas, O aumento proposto para 13 horas cai dentro da faixa de 
viabilidade. Portanto, o aumento na receita é $ 14(13 - 8) = $ 70,0 
que significa que haverá um aumento na receita total de (Receita 
atual + Variação na receita) = 128 + 70 = $ 198. 


Pergunta 4. Supondo que a capacidade da maquina 1 seja aumen- 
tada para 20 horas, qual será o impacto desse aumento sobre a 
receita ótima? 

A alteração proposta está fora da faixa (2,67, 16) horas, para 
a qual o preço dual de $ 14 permanece aplicável. Assim, só pode- 
mos tirar uma conclusão imediata em relação a um aumento para 
16 horas. Passando disso, serão necessários mais cálculos para achar 
a resposta (veja Capítulo 4). Lembre-se de que cair fora da faixa de 
viabilidade não significa que o problema não tenha nenhuma solu- 
ção. Significa apenas que não temos informações suficientes para 
tomar uma decisão imediata. 


Pergunta 5. Sabemos que a variação no valor ótimo da função ob- 
jetivo é igual a (Preço dual x Variação do recurso) contanto que 
a variação do recurso esteja dentro da faixa de viabilidade. O 
que dizer dos valores ótimos das variáveis? 

Os valores ótimos das variáveis com certeza mudarão, Contudo, 
o nivel de informação que obtemos da solução gráfica não é suficiente 
para determinar os novos valores. A Seção 3.6.2, que trata do proble- 
ma da sensibilidade algebricamente, nos fornece esse detalhe. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.6A 


L Uma empresa produz dois produtos, A e B. As receitas unitárias 
são $2 e $3, respectivamente. A disponibilidade das duas matérias- 
primas, fle M2, usadas na fabricação dos dois produtos é & e 18 
unidades. Uma unidade de A usa duas unidades de M1 e duas uni- 
dades de M2, e uma unidade de £ usa três unidades de M] e seis 
unidades de M2. 

(a) Determine os preços duais de M1 e M2 bem como suas fai- 
xas de viabilidade. 

(b) Suponha que quatro unidades adicionais de M1 podem ser 
adquiridas ao custo de 30 centavos por unidade. Você reco- 
mendaria essa compra adicional? 

(c) Qual é o valor máximo que a empresa deve pagar por unidade 


de MI? 


Pesquisa operacional 


(d) Determine a receita ótima se a disponibilidade de M2 for 
aumentada em cinco unidades. 

“2, A Wild West produz dois tipos de chapéus de vaqueiro. Um chapéu 
do tipo | requer duas vezes mais mão-de-obra do que um do tipo 
2. Se todas as horas de trabalho forem dedicadas apenas ao tipo 2, 
a empresa pode produzir um total de 400 chapéus do tipo 2 por 
dia. Os limites de mercado respectivos para os dois tipos são 150 
e 200 chapéus por dia. O lucro é de $8 por chapéu do tipo 1 e de 
$ 5 por chapéu do tipo 2. 

(a) Use o método gráfico para determinar o número de cha- 
péus de cada tipo que maximizará a receita. 

(b) Determine o preço dual da capacidade de produção (em ter- 
mos de chapéu do tipo 2) e a faixa para a qual ele é aplicável. 

(c) Se o limite diário da demanda do tipo 1 for reduzido a 120, 
use o preço dual para determinar o efeito correspondente 
sobre a receita ótima. 

(d) Qual é o preço dual da participação de mercado do chapéu 
do tipo 2? Quanto a participação de mercado pode ser au- 
mentada contanto que continue a dar o valor equivalente 
por unidade? 


Exemplo 3.6.2 (Alterações nos coeficientes 
da função objetivo) 


A Figura 3.13 mostra o gráfico da região de soluções do pro- 
blema da Jobco apresentado no Exemplo 3.6-1. A ótima ocorre no 
ponto C (x, = 3,2:x, = 1,6,7 = 128). Alterações nas receitas unitárias 
(isto é, nos coeficientes da função objetivo) alterarão a inclinação 
de z. Contudo, como podemos ver pela figura, a solução ótima con- 
tinuará no ponto C contanto que a função objetivo esteja entre as 
retas BF e DE, as duas restrições que definem o ponto ótimo, Isso 
significa que há uma faixa para os coeficientes da função objetivo 
que manterá inalterada a solução ótima em C. 

Podemos escrever a função objetivo no formato geral 


Maximizar z = CX, + x, 


Figura 3.13 
Análise de sensibilidade da solução ótima às variações nas receitas 
unitárias (cocficientes da função objetivo) 


ws 42. oe 1.6. r= 128 


Otima: xy 
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Agora Imagine que a reta z gire em torno de C no sentido horá- 
ro e anti-horário, A solução ótima permanecerá no ponto C enguan- 
toz=cx+ cx, estiver entre as duas retas, x, + 3v,=8e 2x, + ¥,=8. 

eee BER ; Lenea 
Isso significa que a razão = pode variar entre q & 7-9 que resulta 
na seguinte condição: i 


T |= 


E + i i 
s>s 0u 0,353 S52 


Essa informação pode fornecer respostas imediatas referentes à 
solução ótima, como demonstram as respostas às perguntas a seguir. 


Pergunta 1. Suponha que as receitas unitárias para os produtos | e 2 
sejam alteradas para $ 35 e $ 25, respectivamente. A solução ótima 
atual permanecerá a mesma? 

A nova função objetivo é 


Maximizar z = 35x, + 25x, 


A solução em C permanecerá ótima porque = = = = 14 
continua dentro da faixa de otimalidade (0,333; 2), Quando a ra- 
zão cair fora dessa faixa, serão necessários cálculos adicionais para 
achar a nova solução ótima (veja Capítulo 4). Observe que, embora 
os valores das variáveis no ponto ótimo € Re sem altera- 
ção, o valor ótimo de z muda para 35 x (3,2) + 25 x (1,6) = $ 152. 


Pergunta 2. Suponha que a receita unitária do produto 2 seja fixada 
em um valor atual de c, = $ 20. Qual é a faixa de variação para c, a re- 
ceita unitária do produto 1, que manterá a sucio lima inalterada? 


Substituindo c, = 20 na condição lg 


3 ET “<7, obtemos 


my 


x 20 £e, <2x 20 
Ou 
6.67 = CE 40) 


Essa faixa de variação é denominada faixa de otimalidade para 
e considera implicitamente que c, é fixada em $ 20. 
De maneira semelhante, podemos determinar a faixa de otima- 
lidade para c, fixando o valor de c, em $ 30. Assim, 


OL 


Como no caso do lado direito, todos os pacotes de software 
fornecem faixas de otimalidade. A Seção 3.6.4 mostra como esses 
resultados são gerados no AMPL, no Solver e no TORA. 


Comentário. Embora o material desta seção tenha tratado apenas 
de duas variáveis, os resultados lançam as bases para o desenvolvi- 
mento da análise de sensibilidade para o problema geral da PL nas 
seções 3.6.2 ¢ 3.6.3. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.6B 


1. Considere o Problema 1, Conjunto 3.6A. a 

(a) Determine a condição de otimalidade para q que mantera 
a solução ótima inalterada. 

(b) Determine as faixas de otimalidade para c, € cp conside- 
rando que o outro coeficiente é mantido constante em seu 
valor atual, 

(c) Se as receitas unitárias c, e c, forem alteradas de manei- 
ra simultânea para $ 5 e $ 4, respectivamente, determine a 
nova solução ótima. 

(d) Se as alterações em (c) forem feitas uma por vez, o que po- 
demos dizer sobre a solução ótima? 

2. No modelo da Reddy Mikks do Exemplo 2.2-1: 

(a) Determine a faixa de otimalidade para a razão entre a re- 
celta unitária de tintas para exteriores e a receita unitária 
de tintas para interiores. 
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(b) Se a receita por tonelada de tintas para exteriores perma- 
necer constante em $ 5.000/tonelada, determine a máxima 
receita unitária de tintas para interiores que manterá a so- 
lução atual ótima inalterada. 

(c) Se por razões de marketing a receita unitária de tintas para 
interiores tiver de ser reduzida para $ 3.000,0 atual mix óti- 
mo de produção mudará? 

*3. No Problema 2, Conjunto 3,6A: 

(a) Determine a faixa de otimalidade para a razão entre as 
receitas unitárias dos dois tipos de chapéus que manterá a 
solução ótima inalterada, 

(b) Usando a informação em (b), a solução ótima mudará se a 
receita por unidade for a mesma para os dois tipos? 


3.6.2 Análise de sensibilidade algébrica — 
variações no lado direito 


Na Seção 3.6.1 usamos o método gráfico para determinar os pre- 
cos duais (o valor unitário dos recursos) e suas faixas de viabilidade. 
Esta seção estende a análise ao modelo geral de PL. Um exemplo nu- 
mérico (o modelo da Toyco) será usado para facilitar a apresentação. 


Exemplo 3.6-2 (Modelo da Toyco) 


A Toyco monta três tipos de brinquedos — trens, caminhões 
e carros — usando três operações. Os limites diários dos tempos 
disponíveis para as três operações são 430, 460 e 420 minutos, res- 
pectivamente, e as receitas por unidade de trem, caminhão e carro 
de brinquedo são 33,82 e $ 5, respectivamente. Os tempos de mon- 
lagem por trem nas três operações são 1,3 e 1 minutos, respectiva- 
mente. Os tempos correspondentes por caminhão e por carro são 
(2,0,4) e (1,2,0) minutos {o tempo zero indica que a operação não 
for usada). 

Representando o número diário de unidades montadas de trens, 
caminhões e carros, respectivamente, o problema de PL associado 
é dado por: 


Maximizar z = aX, + 2X, + 5X, 


sujeito a 
x, + 2x,+x, 5430 (Operação 1) 
3x, + 2x, < 460 (Operação 2) 
x, + dx, = 420 (Operação 3) 
XXX, 20 


Usando x, x, 
das operações 1,2 e 3, 


e x, como as variáveis de folga para as restrições 
respectivamente, a tabela é 


Base xy X3 X3 X4 Xs Xa Solução 
z 4 ü ü | 2 ü 1.350 
úo -3 1 o 2 -4 0 100 
t3 > 0 1/0 ; 0 230 
X6 2 0 0 -2 | 20 


A solução recomenda a fabricação de 100 caminhões e 230 car- 
ros, mas de nenhum trem. À receita associada é $ 1.350. 


Determinação de preços duais. As restrições do modelo após a adi- 
ção das variáveis de folga x, x. e x, podem ser expressas como: 


x +21, +x +x, = 430 (Operação 1) 
3x, + 2x7, + x, = 460 (Operação 2) 
x, + 4x, + x, = 420 (Operação 3) 
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ou 
x, + 2x, +x, =430- x, (Operação 1) 
3x, + 2x, = 460 - x, (Operação 2) 
x, + dx, = 420 - x, (Operação 3) 


Com essa representação, as variáveis de folga têm as mesmas 
unidades (minutos) que os tempos de operação. Assim, podemos di- 
zër que uma redução de | minuto na variável de folga é equivalente 
ao aumento de 1 minuto no tempo de operação. 

Podemos usar essas informações para determinar os preços 
duais pela equação z na tabela ótima abaixo: 


z+4yx,4+4%,+ 2x,4+ Ory, = 1350 
Essa equação pode ser expressa como: 


z= 1.350—4x, —x,-2x,— Ox, 
= 1.350 - 4x, + Mx) + 2(-x,) + O(-x,) 


Dado que um decréscimo no valor de uma variável de folga é 
equivalente a um aumento em seu tempo de operação, obtemos 


z = 1.350 - 4r, + 1 x (aumento no tempo de Operação 1) 
+ 2 x (aumento no tempo de Operação 2) 
+ O x (aumento no tempo de Operação 3) 


Essa equação revela que 1) um aumento de À minuto no tempo 
da operação | provoca um aumento de $ 1 em 7:2) um aumento de | 
minuto no tempo da Operação 2 provoca um aumento de $2 em z;ë 
3) um aumento de 1 minuto no tempo da Operação 3 não altera z. 


Solução 


Base xy Xə Xa X4 Xs Xa 


ta 

Fa 
= 
= 


l 2 0 1.350 


Resumindo, a linha z na tabela simplex ótima fornece direta- 
mente os preços duais, como mostra a Tabela 3.4: 


Tabela 3.4 Preços duais 


Coeficiente da 


Variável variável de folga na Preço dual 


Recurso de folga equação ótima z (3/minuto) 
Operação 1 X, | 1 
Operação 2 X, if 2 
Operação 3 ; ü 0 


O preço dual zero para a Operação 3 significa que não há ne- 
nhuma vantagem econômica em alocar mais tempo de produção a 
essa operação. O resultado faz sentido porque o recurso já é abun- 
dante, como fica evidente pelo fato de a variável de folga associada 
com a Operação 3 ser positiva (= 20) na solução ótima. Em relação 
às operações 1 e 2, um aumento de 1 minuto provocará uma melho- 
riade $ 1 e $2 na receita, respectivamente. Os preços duais também 
indicam que, quando forem alocados recursos adicionais, a Opera- 
ção 2 pode ter uma prioridade mais alta porque seu preço dual é 
duas vezes o da Operação 1, 

Esses cálculos mostram como os preços duais são determinados 
de acordo com a tabela simplex ótima para restrições £. Para restri- 
ções 2, a mesma idéia continua aplicável, exceto que o preço dual 
assumirá o sinal oposto do associado à restrição £. Quanto ao caso 
em que a restrição for uma equação, a determinação do preço dual 
com base na tabela simplex ótima requer cálculos um tanto 'compli- 
cados’, como será mostrado no Capítulo 4. 


Determinação das faixas de viabilidade. Agora que já determina- 
mos os preços duais, mostraremos como são determinadas as faixas 
de viabilidade nas quais os preços permanecem válidos. Represen- 
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tando as variações (positivas ou negativas) nos tempos diários de 
fabricação alocados às operações 1,2 e 3 por D D, e D, respectiva- 
mente, o modelo pode ser expresso da seguinte maneira; 


Maximizar z = 3x, + 2x, + 3x, 
sujeito a 


x +2x,+x, £430+ D (Operação 1) 
àx, + 2x, S 460 + D, (Operação 2) 
x, + 4x, 3420 + D, (Operação 3) 


Mee key te ae 


| 

Consideraremos o caso geral de alterações simultâneas. Os ca- 
sos especiais de uma alteração por vez são derivados desses resul- 
tados. 

O procedimento é baseado em recalcular a tabela simplex ótima 
com o lado direito modificado e depois derivar as condições que 
manterão a solução viável, isto é, o lado direito da tabela ótima per- 
manecerá não negativo. Para mostrar como o lado direito é recal- 
culado, começamos modificando a coluna Solução da tabela inicial 
usando os novos lados direitos: 430 + D,.460 + D, e 420 + D, Assim, 
a tabela simplex inicial terá o seguinte aspecto 


Solução 
Base do do MR A A dp ER D A D, 
z -3 -2 -5 EU 0 0 0 0) O O 
x 1 l l 0 0 430 1 O 0 
v, 3 0 2 0 | 0 460 0 l ü 
x I 4 0 ü 0 1 420 0 D 1 


As colunas sob D, D, e D, são idênticas às que estão sob as 
colunas básicas iniciais x, x, ¢ x,. Isso significa que, quando execu- 
tamos as mesmas iterações simplex que as do modelo original, as 
colunas dos dois grupos devem ter resultados idênticos também. Na 
verdade, a nova tabela ótima ficará: 


Solução 
Base ox dd = de % BF D ë De D, 
z 4 O 0 | Zee 1350] 2 0 
E d 1 it q 100 1 ad 
às i 0 | 0 1 0 230 0 1 0 
1 2 0 0 EA 1 20 -2 | | 


z = 1.350 + D +2D, 
l l 
x, =100+ 4D,- 4D, 
x, = 2304 =D, 
x, = 20-2), + D,+ D, 


O interessante é que, como já mostramos, o novo valor de z 
confirma que os preços duais para as operações 1,2 e 3 são 1,2 ce 0, 
respectivamente. 

A solução atual permanece viável, contanto que todas as 
variáveis sejam não negativas, o que resulta nas seguintes condições 
de viabilidade: 
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x, = 100 +>D,-+D, 20 


= 230 + >D, 20 
x,= SD +D,+D, 20 


Quaisquer variações simultâneas de D, D, e D, que satisfaçam 
essas desigualdades manterão a solução viável. Se todas as condições 
lorem satisfeitas, então a nova solução ótima pode ser encontrada por 
meio da substituição direta de D, D, e D nas equações dadas antes 

Para ilustrar o uso dessas condições, upa a que o tempo de 
fabricação disponível para as operações 1,2 e 3 sejam 480, 440 e 410 
minutos, respectivamente, Então, D, = 480 — 430 = 50, D, = 440 — 460 
=-Me D, = 410-420 =-10. Substituindo nas condições de viabi- 
lidade, obtemos 


= 100 +— + (50) - -4+(-20) = = 130 >0 (viável) 


x, = 230 + H- —20) = 220 > 0 (viável) 
x, = 20 - 2(50) + (-20) + (-10) = -110 < O (inviável) 


4 


Os cálculos mostram que x, < 0; em decorrência, a solução atual 
não permanece viável. Serão necessários cálculos adicionais para 
achar a nova solução. Esses cálculos são discutidos no Capítulo 4 
como parte da análise pós-otimização. 

Alternativamente, se as variações nos recursos forem tais que 
D, =-30, D, =-12 e D = 10, então 


e, = 100 + +(-30) = + (-12) = 88 > 0 (viável) 


= 230 + +(-12) = 224 > 0 (viável) 
x, = 20 = 2(-30) + (-12) + (10) = 78 > 0 (viável) 


fh 
A nova solução viável é x, = 88, x, = 224 e x, = 68 com z = 3(0) + 
2(88) + 5(224) = $ 1.296. Note que o valor ótimo da função objetivo tam- 
bém pode ser calculado como z = 1.350 + 1(=30) + 2(-12) = $ 1.296. 
As condições dadas podem ser especificadas para produzir as 
faixas de viabilidade individuais que resultam da variação dos recur- 
sos wit por vez (como definido na Seção 3,6.1). 


Caso Í. Na operação E mude o tempo de 460 para 460 + D minutos. 
Essa alteração é equivalente a fazer D, = D, = 0 nas condições si- 
multâneas, o que resulta em 

= =100++ -D 20s D, =-200| 

x,=230> 0 

x, =20-2D, 20> D, <10 


= -200< D, <10 


Caso 2. Na operação 2 mude o tempo de 430 para 430 + D, minutos, 
Essa alteração é equivalente a fazer D, = D, = 0 nas condições si- 
multâneas, o que resulta em 

x, =100-1D, 20= D, 2400 | 


x, =230+1D, 20s D, 2 | = 20 < D, <400 


x, =20+2D,20 = D, <-20 
Caso 3. Na operação 3 mude o tempo de 420 para 420 + D minutos. 
Essa alteração é equivalente a fazer D = D, = 0 nas condições si- 
multâneas, o que resulta em 


x, =100>0 
, = 23020 = -20 £ D, <% 
=20+ D, 20 


Agora podemos resumir os preços duais ¢ suas faixas de viabili- 
dade para o modelo da Toyco como demonstrado na Tabela 3.5.º 


59 


Tabela 3.5 Preços duais e faixas de viabilidade 
Quantidade do recurso 
(minutos) 
Preço Faixa de 
Recurso dual viabilidade 
-200<D,<10 230 430 440 


-20<D,<400 440 440 860 
20<D,< 40 420 co 


Minimo Amal Máximo 


Operação | 
Operação 2 
Operação 3 


oh = 


É importante observar que os preços duais permanecerão apli- 
cáveis para quaisquer variações simultâneas que mantenham a so- 
lução viável, ainda que essas variações violem as faixas individuais. 
Por exemplo, as variações D = 30, D, = -12 e D, = 100 manterão a 
solução viável ainda que D, = 30 viole a faixa de viabilidade -200 < 
D < 10, como mostram os cálculos a seguir: 


= 100 + (30) = (=12) = 118 > 0 (viável) 
x,=230+ +(-12) =224 > 0 (viável) 


x,= 20 — 2(30) + (-12) + (100) = 48 > 0 (viável) 


Isso significa que os preços duais permanecerão aplicáveis e 
portanto poderemos calcular o novo valor ótimo da função obje- 
tivo pelos preços duais como z = 1.350 + 1(30) + 2(-12) + 0(100) = 
$ 1.356. 

Os resultados assim obtidos podem ser resumidos da seguinte 
maneira: 


1. Os preços duais permanecem válidos contanto que as variações 
D.i=1,2,..., mm, dos lados direitos das restrições, satisfaçam 
todas as condições de viabilidade quando as variações forem 
simultâneas ou calam dentro das faixas de viabilidade quando 
as variações forem feitas individualmente, 

2. Para outras situações em que os preços duais não são válidos 
porque as condições simultâneas de viabilidade não são satis- 
feitas ou porque as faixas individuais de viabilidade foram vio- 
ladas, o recurso é resolver novamente o problema com os novos 
valores de D, ou aplicar a análise pós-otimização apresentada 
no Capítulo 4. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.6C* 


1. No modelo da Toyco, suponha que as variações D, D, e D, se- 
jam simultâneas nas três operações. 

(a) Se as disponibilidades das operações 1,2 e 3 forem alte- 
radas para 438, 500 e 410 minutos, respectivamente, use as 
condições simultâneas para mostrar que a solução básica 
atual permanece viável e determine a variação na receita 
ótima usando os preços duais ótimos, 

(b) Se as disponibilidades das três operações forem alteradas 
para 460, 440 e 380 minutos, respectivamente, use as condi- 
ções simultâneas para mostrar que a solução básica atual se 
torna inviável. 


+2. Considere o problema da Tovco. 

(a) Suponha que qualquer tempo adicional para a Operação | 
que ultrapasse sua capacidade atual de 430 minutos/dia tenha 
de ser na base da hora extra a $ 50/hora. O custo por hora 
inclui mão-de-obra e a operação da máquina. É economica- 
mente vantajoso usar horas extras na Operação 1? 


* Pacotes de PL disponíveis costumam apresentar essa informação como saida-padrão, Praticamente nenhum fornece o caso das condições simultâncas, provavelmente porque sua apresen- 


tação é difícil, em particular para problemas de PL grandes, 


1 Nesse conjunto de problemas, talvez seja conveniente gerar a tabela simplex ótima com o Tora. 
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(b) Suponha que o operador da Operação 2 concorde em tra- 
balhar 2 horas extras por dia a $ 45 por hora. Além disso. 
o custo da operação em si é $ 10 por hora, Qual é o efeito 
dessa atividade sobre a receita diária”? 

(c) E necessário fazer horas extras na Operação 3? 

(d) Suponha que a disponibilidade diária da Operação | seja 
aumentada para 440 minutos. Qualquer hora extra utilizada 
que ultrapasse a capacidade máxima atual custará $ 40 a 
hora. Determine a nova solução ótima, incluindo a receita 
líquida associada. 

(e) Suponha que a disponibilidade da Operação 2 seja reduzida 
em 15 minutos por dia e que o custo por hora da operação 
durante o horário normal seja de $ 30, É vantajoso reduzir 
a disponibilidade da Operação 2? 

Uma empresa produz três produtos, A, B e ©. O volume de 

vendas de A é no mínimo 50% do total das vendas dos três 

produtos. Contudo, a empresa não pode vender mais do que 

74 unidades de A por dia. Os três produtos usam uma Unica 

matéria-prima, cuja disponibilidade diária máxima é 240 Ib. As 

taxas de utilização da matéria-prima são 2 Ib por unidade de A, 

4 lb por unidade de B e 3 lb por unidade de C. Os preços unitá- 

rios de A, Be C são $ 20,3 50 e $ 35, respectivamente. 

(a) Determine o mix ótimo de produtos para a empresa. 

(b) Determine o preço dual do recurso matéria-prima e sua fai- 
xa permissível. Se houver um aumento de 120 lb na quan- 
tidade de matéria-prima disponível, determine a solução 
ótima e a variação na receita total usando o preço dual. 

(c) Use o preço dual para determinar o efeito de uma variação 
de mais ou menos dez unidades na demanda máxima do 
produto A. 

Uma empresa que funciona 10 horas por dia fabrica três produ- 

los em três processos sequenciais. À Tabela C resume os dados 

do problema. 


Tabela € 


Produto Processo | 


a] 


+6. 


Minutos por unidade 


Processo 2 Processo 3 Preço unitário 


($) 
10 6 8 4,50 
5 8 10 5 
6 9 12 4 


(a) Determine o mix ótimo de produtos. 

(b) Use os preços duais para priorizar os três processos para 
uma possivel expansão. 

(c) Se fosse possivel alocar horas de produção adicionais, qual 
seria um custo justo por hora adicional para cada processo? 

A Divisão de Educação Continuada (DEC) da Ozark Com- 
munity College oferece um total de 30 cursos a cada semestre. 
De modo geral, os cursos oferecidos são de dois tipos: práticos, 
como marcenaria, edição de textos e manutenção de carros; e 
na area de Humanas, como história, musica e belas-artes, Para 
satisfazer as demandas da comunidade, devem ser oferecidos no 
minimo dez cursos de cada tipo a cada semestre. A DEC estima 
que a receita por curso prático e da área de Humanas seja de 
aproximadamente $ 1.500 e $ 1.000, respectivamente, 

(a) Elabore a oferta ótima de cursos para a escola. 

(b) Mostre que o preço dual por um curso adicional é $ 1.500, 
igual à receita por curso prático. O que esse resultado signi- 
fica em termos da oferta de cursos adicionais? 

(c) Quantos cursos mais podem ser oferecidos garantindo, ao 
mesmo tempo, que cada um contribuirá com $ 1.500 para a 
receita total? 

(d) Determine a variação na receita resultante do aumento de 
um curso da área de Humanas. 


A Show & Sell pode anunciar seus produtos na rádio e televi- 
são locais ou no jornal. A verba para propaganda é limitada a $ 
10,000/mês. Cada minuto de propaganda pelo rádio custa $ 15 € 
cada minuto pela TV custa $ 300, Um anúncio no jornal custa $ 
50. A Show & Sell gosta de anunciar pelo rádio no mínimo duas 
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vezes mais do que pela TV. Ao mesmo tempo, recomenda-se 

usar no minimo cinco anúncios no jornal, e não mais do que 400 

minutos por mês de propaganda pelo rádio. A experiência ante- 

rior mostra que anunciar pela TV dá 50 vezes mais resultado do 
que anunciar pelo rádio, e dez vezes mais resultado do que por 
jornal, 

(a) Determine a alocação ótima da verba de propaganda para 
as três mídias. 

(b) Os limites impostos à propaganda pelo rádio e por jornal 
são justificáveis em termos econômicos? 

(c) Se houvesse um aumento de 50% na verba mensal, isso re- 
sultaria em um aumento proporcional na efetividade global 
da propaganda? 

A Burroughs Garment Company fabrica camisas masculinas c 

blusas femininas para a Walmark Discount Stores. À Walmark 

aceitará toda a produção fornecida pela Burroughs. O proces- 
so de produção inclui cortar, costurar e embalar. A Burroughs 
emprega 25 trabalhadores no departamento de corte, 35 no de- 

partamento de costura e 5 no departamento de embalagem, A 

empresa trabalha com um turno de & horas por dia, 5 dias por 

semana, À Tabela D dá os requisitos de tempo e os preços por 
unidade para as duas peças de vestuário: 


Tabela D 


Produto 


Minutos por unidade 


Core Costura Embalagem Prego unitário 


Camisas 20) 70 12 3 
Blusas 60) 60 4 1? 


i), 


(a) Determine a programação de produção semanal ótima para 
a Burroughs. 

(b) Determine o valor de uma hora de corte, costura e embala- 
gem em termos da receita total, 

(c) Se for possivel usar horas extras para corte e costura, qual é 
a taxa máxima, por hora, que a Burroughs deve pagar pelas 
horas extras? 

O ChemLabs usa as matérias-primas Ze M para produzir dois 

produtos líquidos para limpeza doméstica, A e B. As disponibi- 

lidades diárias das matérias-primas fe JI são 150 e 145 unida- 

des, respectivamente. Uma unidade do produto A consome 0,5 

unidade da matéria-prima fe 0,6 unidade da matéria-prima J. 

e uma unidade do produto B usa 0,5 unidade da matéria-prima 

l e 0,4 unidade da matéria-prima ff. Os preços por unidade dos 

produtos A e B são $8 e § 10, respectivamente. A demanda 

diária do produto A está entre 30 e 150 unidades, e do produto 

B, entre 40 e 200 unidades, 

(a) Ache as quantidades ótimas de A e B que o ChemLabs 
deve produzir. 

(b) Use os preços duais para determinar quais limites da 
demanda dos produtos A e B devem ser menos exigentes 
para melhorar a lucratividade. 

(c) Caso fosse possível adquirir unidades adicionais de maté- 
ria-prima por $ 20 por unidade, isso seria aconselhável? Ex- 
plique. 

(d) Alguém sugeriu um aumento de 25% da disponibilidade 
de matéria-prima // para eliminar um gargalo na produção. 
Isso é aconselhavel? Explique, 

Uma linha de montagem que consiste em três estações de tra- 

balho consecutivas produz dois modelos de radio: DiGi-1 € 

DiGi-2. A Tabela E da os tempos de montagem para as trés es- 

tações de trabalho. 


Tabela E 


Minutos por unidade 
DiGi-] DiGi-2 
6 4 


5 4 
4 6 


Estação de trabalho 


Li bo = 
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10. 


11. 


A manutenção diária para as estações de trabalho 1,2 e 3 
consome 10%, 14% e 12%. respectivamente, do máximo de 480 
minutos disponíveis para cada estação por dia, 

(a) A empresa quer determinar o mix ótimo de produtos que 
minimizará os tempos ociosos (ou não utilizados) nas três 
estações de trabalho. Determine a utilização ótima das es- 
tações de trabalho. (Sugestão: expresse a soma dos tempos 
ociosos (folgas) para as três operações em termos das variá- 
veis originais. ) 

(b) Determine o valor da redução de um ponto percentual no 
tempo de manutenção diária para cada estação de trabalho, 

(c) Alguém propos que o tempo de operação para as três esta- 
ções de trabalho fosse aumentado para 600 minutos por dia 
ao custo adicional de $ 1,50 por minuto. Essa proposta pode 
ser melhorada? 


A Gutchi Company fabrica carteiras, estojos de barbear e mochi- 
las. A produção dessas peças utiliza couro e materiais sintéticos, 
sendo o couro a matéria-prima que limita a produção. O processo 
de produção usa dois tipos de mão-de-obra especializada: costura 
e acabamento. À Tabela F dá a disponibilidade dos recursos, sua 
utilização pelos três produtos e os preços por unidade. 


Tabela F 
Recursos necessários por unidade 
Estojo de Disponibilidade 

Recurso Carteira barbear Mochila diária 
Couro (pés”) 2 | 3 4? 
Costura (h) 2 | 2 40 
Acabamento(h) | 0,5 | 45 

Preço (5) 24 22 45 


Formule a questão como um problema de programação linear 
e ache a solução ótima. Em seguida, indique se as seguintes va- 
rações nos recursos manterão a solução atual viável, 

“ara os casos em que a viabilidade for mantida, determine a 
nova solução ótima (valores das variáveis e da função objetivo). 
(a) Disponibilidade de couro é aumentada para 45 pés”, 

(b) Disponibilidade de couro é reduzida em 1 pés”. 

(c) Horas de costura disponíveis são alteradas para 38 horas. 

(d) Horas de costura disponíveis são alteradas para 46 horas. 

(e) Horas de acabamento disponíveis são reduzidas para 15 horas. 

(f) Horas de acabamento disponíveis são aumentadas para 50 
horas. 

(g) Você recomendaria a contratação de um trabalhador a mais 
para o setor de costura a $ 15 por hora? 


A HiDec produz dois modelos de equipamentos eletrônicos 


que utilizam resistores, capacitores e chips. A Tabela G resume 
os dados da situação. 


Tabela G 
Requisitos de recurso 
por unidade 

Modelol Modelo 2 Disponibilidade 
Recurso (unidades) (unidades) maxima (unidades) 
Resistores 2 3 1.200 
Capacitores 2 | 1.000 
Chips 0 4 800 
Preço unitário ($) 3 4 


As quantidades dos modelos 1 e 2 são representadas por x, ë 
X, respectivamente. A seguir damos a formulação do problema 
de PL e sua tabela simplex ótima associada. 


Maximizar z = 3x, + 4x, 


12. 


13. 
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sujeito a 
2x, + dx, = 1.200 (resistores) 
2x, + x, © 1.000 (capacitores) 
4x, = 800 (chips) 


Kits 2M) 
Base Xi Xa 51 52 53 Solução 
z 0 0 2 o 0 1.750 
gi | 0 -i + g 450 
53 0 O -2 2 400 
X3 0 to -i 0 100 


*(a) Determine o status de cada recurso, 

*(b) Determine os preços duals para os resistores, capacitores € 

chips na solução ótima. 

Determine as faixas de viabilidade para os preços duais ob- 

tidos em {b}. 

(d) Se a quantidade disponivel de resistores for aumentada para 

1.300 unidades, ache a nova solução ótima. 

+(e) Se o número disponível de chips for reduzido para 350 uni- 
dades, você conseguirá determinar a nova solução ótima 
diretamente pelas informações dadas? Explique. 

(f) Se a disponibilidade de capacitores for limitada pela faixa 
de viabilidade calculada em (c), determine a faixa de viabi- 
lidade da receita ótima (função objetivo) e das quantidades 
a serem produzidas dos modelos 1 e 2. 

Um novo fornecedor está propondo vender à HiDec resisto- 
res adicionais a 40 centavos cada, mas só se a HiDec comprar 
no mínimo 500 unidades A HiDec deve aceitar a proposta? 


(c) 


(g) 


Regra da viabilidade 100%. Uma regra simplificada baseada nas 
variações individuais Dp D,,...,¢ D no lado direito das res- 
trições pode ser usada para testar se as variações súmultâneas 
manterão ou não a viabilidade da solução atual, Considere que 
o lado direito b, da restrição i é alterado para b, + D, um por 
vez € que p, £ D, £ qi é a faixa de viabilidade correspondente 
obtida pela utilização do procedimento da Seção 3.6.2. Por defi- 
nição, p= O (g.=0) porque essa expressão representa o máximo 
decréscimo (aumento) permitido. Em seguida, defina r, como 
igual a = se D for negativa, € se D for positiva, Por definição, 


temos 0 £ r, £ 1. Assim, a regra dos 100% diz que, dadas as va- 
rações D. Dae, e D , uma condição suficiente (embora não 
necessária) para que a solução atual permanecesse viável seria 
quer, +r +. +9, $ 1, Se essa condição não for satisfeita, a 
solução atual pode permanecer viável ou nao, A regra não é 
aplicável se D sair da faixa (p..q,). 

Na realidade, a regra dos 100% é muito frágil para ser usa- 

da consistentemente. Mesmo para casos em que a viabilidade 
possa ser confirmada, ainda precisaremos obter a nova solução 
usando as condições normais de viabilidade do método simplex, 
Além disso, os cálculos diretos associados às variações simulta- 
ngas dadas na Seção 3.6.2 são diretos e manejáveis. 
Para constatar a fragilidade da regra, aplique-a às partes (a) e 
(b) do Problema 1 deste conjunto. À regra falha na confirmação 
da viabilidade da solução de (a), e não se aplica a (b) porque as 
variações em D estão fora das faixas admissíveis, O Problema 
13 demonstra melhor esse ponto. 


Considere o problema 


Maximizar z = x, +X, 
sujeito a 
2x, +x,56 


X, + 2X, ZÔ 


ritr É ü 


(a) Mostre que a solução básica ótima inclui ambas, x, € x,, € 
que as faixas de viabilidade para as duas restrições, conside- 
radas uma por vez, são -3 £ D, s6e-3s D, sÓ. 
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*(b) Suponha que os dois recursos sejam aumentados simulta- 
neamente em A > (| cada. Em primeiro lugar, mostre que a 
solução básica continua viável para todas os À > 0. Em segui- 
da, mostre que a regra dos 100% confirmará a viabilidade 
só se o aumento estiver na faixa de O < A £ 3 unidades Caso 
contrário, a regra falha para 3 < AS 6,e não se aplica a À > 
6. 


3.6.3 Análise de sensibilidade algébrica — função objetivo 


Na Seção 3.6.1 usamos a análise de sensibilidade gráfica para 
determinar as condições que manterão a otimalidade da solução de 
um problema de PL de duas variáveis, Nesta seção, estendemos es- 
sas idéias ao problema geral de PL. 


Definição de custo reduzido. Para facilitar a explicação da análi- 
se de sensibilidade da função objetivo, primeiro precisamos definir 
custos reduzidos. No modelo da Toyco (Exemplo 3.6-2), a função 
objetivo z na tabela ótima é 


z+4x,+4,+ 2, = 1.350 
ou 
z= 1,350 -4x -x - 2, 

A solução ótima não recomenda a produção de trens de brin- 
quedo (x, = 0). Essa recomendação é confirmada pela informação 
dada por z porque cada unidade de aumento em x, acima de seu 
nivel zero atual reduzirá o valor de z em $ 4, ou seja, z = 1.350 - 4 x 
(1)-1 x (0)-2 x (0) =$ 1.346, 

Podemos considerar o coeficiente de x, em z (=4) como um custo 
unitário porque ele provoca uma redução na receita z. Mas de onde 
vem esse ‘custo’? Sabemos que x, tem uma receita unitária de $ 3 
no modelo original. Também sabemos que cada trem de brinquedo 
consome recursos (tempos de operações) que, por sua vez, incorrem 
em custo. Assim, à “atratividade” de x, do ponto vista da otimização 
depende dos valores relativos da receita por unidade e do custo dos 
recursos consumidos por uma unidade. Essa relação é formalizada na 
literatura da PL ao se definir o custo reduzido como 


Custo reduzido 
por unidade 


x Custo dos recursos 


_{ Receita por 
“consumidos por unidade ) | 


unidade 


Para avaliar a relevância dessa definição, no modelo original da 
Toyco, a receita por unidade para caminhões de brinquedo (= $ 2) 
é menor do que a para trens de brinquedo (= $ 3). Ainda assim, a 
solução ótima aconselha fabricar caminhões de brinquedo (x, = 100 


Z 4 ~1ds + id; -M 0) ü | + ld; 
X? -3 0 ; 
Y3 : 0 1 0 
vo = 0 0 -2 


A nova tabela simplex ólima é exatamente igual à tabela simplex 
original, exceto pelos custos reduzidos (coeficientes na linha z) que 
mudaram. Isso significa que variações nos coeficientes da função ob- 
jetivo só podem afetar a otimalidade do problema. 

Na realidade, você não precisa executar a operação de linha 
para calcular os novos custos reduzidos. Um exame da nova imha z 
mostra que os coeficientes de « são tomados diretamente dos coefi- 
cientes da restrição da tabela simplex ótima, Um modo conveniente 
de calcular o novo custo reduzido é adicionar à tabela ótima uma 
nova linha superior e uma nova coluna na extrema esquerda, como 
mostram as áreas sombreadas da próxima tabela. As entradas na 
linha superior são as variações d associadas a cada variável. Para 
a coluna na extrema esquerda, as entradas são 1 na linha z e d, na 
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unidades) e nenhum trem de brinquedo (x, = 0). A razão para esse 
resultado (aparentemente não intuitivo) é que o custo unitário dos 
recursos usados para caminhões de brinquedo (isto é, tempos de 
operações) é menor do que seu preço unitário. O oposto se aplica 
ao caso dos trens de brinquedo. 

Pela definição dada de custo reduzido, agora podemos ver que 
uma variável não lucrativa (como x,) pode vir a ser lucrativa de dois 
modos: 


1. Com o aumento da receita unitária. 
2. Com a redução do custo unitário dos recursos consumidos. 


Em grande parte das situações reais, o preço por unidade pode 
não ser uma opção viável porque seu valor é determinado por con- 
dições de mercado. Portanto, a opção real é reduzir o consumo de 
recursos, talvez aumentando a eficiência do processo de produção, o 
que será mostrado no Capítulo 4. 


Determinação das faixas de otimalidade. Agora voltemos nossa 
atenção à determinação das condições que manterão uma solu- 
ção ótima inalterada. A apresentação é baseada na definição de 
custo reduzido. 

No modelo da Toyeo, representamos a variação nas receitas uni- 
tárias para caminhões, trens e carros de brinquedo por d, d, e dy 
respectivamente. Desse modo, a função objetivo se torna 


Maximizarz=(3+d x, +(2+d).,+(5+djx, 


Do mesmo modo que fizemos para a análise de sensibilidade 
do lado direito na Seção 3.6.2, em primeiro lugar trataremos da si- 
tuação geral na qual todos os coeficientes da função objetivo são 
alterados simultaneamente e depois especializaremos os resultados 
para um Caso por vez, 

Com as variações simultâneas, a linha z na tabela simplex inicial 
aparece como: 


Base X, r, x; as 


z ed sled, ed 0 0 Ù 0 


Y x 1 a é 


Quando geramos as tabelas simplex usando a mesma sequência 
de variáveis que entram e que saem do modelo original (antes da 
introdução das variações d), a iteração ótima aparecerá como se 
sepue: 


Xs Xs Solução 


2- id,+id, O 1350+ 100d, + 230d; 


-t 0 100 
5 0 230 
l | 20 


linha de cada variável básica associada. Não esqueça que, para as 
variáveis de folga, d. =Ü, 


d _ ho 0 0 cm 
1 Base X X x x, Yi x, Solução 
l z 4 ü 0) l 2 O 1.350 
me + + O L d © 100 
d, A À 0 | 0 1 0 230 
ü x 2 0 0) —2 | l 20) 
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Agora, calcule o novo custo reduzido para qualquer variável 
(ou o valor de z), multiplique os elementos de sua coluna pelos ele- 
mentos correspondentes na coluna da extrema esquerda, SONTE-OS 
e subtraia dessa soma o elemento da linha superior. Por exemplo, 
para x, temos os cálculos da Tabela 3.6: 


Tabela 3.6 Cálculos de x 


a Al + 


el 

Coluna da > coluna da 
pa x;-coluna x 
esquerda xy esquerda 

1 4 4x] 

dy -1 -1d 

da ` ads 

0 2 2x0 

Custo reduzido para x, = 4 - : dy + id - ay 


Observe que a aplicação desses cálculos às variáveis básicas 
sempre produzirão um custo reduzido zero, um resultado teórico 
comprovado. Ademais, aplicar a mesma regra à coluna Solução pro- 
duz z = 1.350 + 100d, + 230d.. 

Como estamos lidando com um problema de maximização, a 
solução atual permanecer ótima, contanto que OS novos CUSLOS rë- 
duzidos (coeficientes da linha z) permaneçam não negativos para 
todas as variáveis não básicas. Assim, temos as seguintes condições 
de otimalidade correspondentes às variáveis não básicas x x, ¢ x 


| 5 
- 7d, +5d,-d 20 
1+5d,>0 
1 1 
2—yd,+7d,20 


Essas condições devem ser satisfeitas simultaneamente para 
manter a otimalidade da solução ótima atual. 

Para ilustrar a utilização dessas condições, suponha que a fun- 
ção objetivo da Toyco seja alterada de 


Maximizar z = 3x, + 2x, + Sx, 
para 
Maximizar z = 2x, + x, + Ox, 


Portanto, d, = 2-3=-$1,d,=1-2=-$led,=6-5=$1. 
Substituição nas condições dadas resulta em 


- (qa, + Sd, - d, = 4- (PC) + SAD - C1) = 6,75 > 0 


(satisfeita) 
L+ (Hd, =1 + ($1) =05 >0 
(satisfeita) 
2-(q)d, + Gd, = 2- O1) + GC) =2,75 > 0 
(satisfeita ) 


Os resultados mostram que as alterações propostas manterão 
dtima a solução atual (x, = 0,x, = 100, x, = 230). Por conseguinte, não 
são necessários cálculos a mais, exceto que o valor objetivo mudará 
para z = 1.350 + 100d, + 230d, = 1.350 + 100 x -1 + 230 x 1 = $ 1.480. 
Se qualquer uma das condições não for satisfeita, é preciso determi- 
nar uma nova solução (veja Capítulo 4). 

Até aqui a discussão tratou do caso de maximização, À única 
diferença no caso da minimização é que os custos reduzidos (coefi- 
cientes da linha z) devem ser < 0 para manter a otimalidade. 

As condições gerais de otimalidade podem ser usadas para de- 
terminar o caso especial no qual as variações d, ocorrem uma por 
vez em vez de simultaneamente. Essa análise equivale a considerar 
os três casos a seguir: 

1. Maximizar z = (3 + dx, + 2x, + 5x, 
= 3x + (2 + d)x, + 5x, 


3. Maximizar z = 3x, + 2x, + s. E Ed à 


2. Maximizar z 
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As condições individuais podem ser consideradas como casos 
especiais do caso simultâneo. 


Caso I. Faça d, = d, = 0 nas condições simultâneas, o que dá 
d-d 20=5-e<d sd 
Caso 2. Faça d, = d, = 0 nas condições simultâneas, o que dá 


4- 2d, 20=d, <16 
2-2,=-2<8d,88 


2-4d, 20d, <8 


l+td, 20d, 


Caso 3. Faça d, = d, = 0 nas condições simultâneas, o que dá 


4+ d, 20 =d, 2 -2 


= 5 Sd, <2 
2414 205d,2-4 ; 

As condições individuais dadas podem ser traduzidas em ter- 
mos da receita total unitária. Por exemplo, para caminhões de brin- 
quedo {variável x,), a receita total unitária é 2 + d, e a condição 
associada -2 £ d, = 8 é expressa como 


2+(-2)82+d,82+8 
Ou 


$ 0 < (Receita unitária da caminhão de brinquedo) = $ 10 


Essa condição considera que as receitas unitárias para trens e car- 
ros de brinquedo permanecem fixas em $3 e 55, respectivamente. 

A faixa permissível ($ 0, $ 10) indica que a receita unitária de 

caminhões de brinquedo (variável x,) pode chegar a $ 0 ou alcançar 

$ 10 sem alterar a solução ótima atual, x = 0,4, = 100,x, = 230. Con- 
tudo, a receita total passará para 1.350 + 100d.. 

E importante notar que as variações ddl, e d, podem estar den- 
tro de suas faixas individuais admissiveis sem satisfazer as condições 
simultâneas, e vice-versa, Por exemplo, considere 


Maximizar z = 6x, + &r, + 3r, 


Aqui, d =6-3=$3,d,=8-2=$6ed,=3-5 =-$2,¢ todas estão 
sean Ü das Aap Lar eae per missivers (~= < £4,2<2d,<28e- 


(=) Sd, <>), Todavia, as condições simultâneas correspondentes dão 


4~(q)d, + (5) d,-d, =4-(G) (6) + G)(2)-3=-35<0 
(nao satisfeita) 


1+ (4) d,=1+() (6) =4>0 
(satisfeita) 


2-(F)d, + G)d,=2-G) + 2)=05<0 


(não satisfeita ) 


Esses resultados podem ser resumidos da maneira descrita a 
seguir, 


l. Os valores ótimos das variáveis permanecem inalterados con- 
tanto que as variações d.j = 1,2,...,1, nos coeficientes da função 
objetivo satisfaçam todas as condições de otimalidade quando 
as variações forem simultâneas ou cairem dentro das faixas de 
otimalidade quando ocorrer uma variação individual, 

2. Para as outras situações em que as condições simultâneas de 
otimalidade não forem satisfeitas ou as faixas de viabilidade in- 
dividuais forem violadas, o recurso é resolver o problema com 
os novos valores ou aplicar análise pús-olimização apresentada 
no Capítulo 4. 


“As [aikas individuais são saídas padronizadas em todos os softwares de PL, De modo geral, condições smultâncas não são parte da saida, provavelmente porque são inconvenientes no caso 


de grandes problemas, 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.6Dº 


1. No modelo da Toyco, determine se a solução atual mudará em 
cada um dos seguintes casos; 
(i) z=2x +x,+4dr, 
(ii) z= ae + 6x, +X, 
(iii) z = 8x, + 3x, + 9x, 


*2, O armazém B&K vende três tipos de refrigerantes: marcas re- 
gistradas Al Cola e A2 Cola, é a marca BK Cola, a mais barata 
da loja. Os preços por lata para Al, A2 e BK são 80, 70 e 60 
centavos, respectivamente. Na média, a loja não vende mais do 
que 500 latas dos três refrigerantes por dia, Embora Al seja um 
nome de marca reconhecido, os clientes tendem a comprar mais 
AZ e BK porque são mais baratos. A estimativa é que no mi- 
nimo 100 latas de Al sejam vendidas por dia e que as vendas 
combinadas de A2 e BK ultrapassem as de Al por uma margem 
de no mínimo 4:2. 

(a) Mostre que a solução ótima não exige a venda da marca A3, 

(b) De quanto deveria ser o aumento por lata para AS para ser 
vendido pela B&K? 

(c) Para ser competitiva em relação às outras lojas, a BAK 
decidiu reduzir em 5 centavos/lata os preços dos três ti- 
pos de refrigerantes. Calcule novamente os custos redu- 
zidos para determinar se essa promoção mudará a solu- 
ção ótima atual. 


3. A Baba Furniture Company emprega quatro carpinteiros por dez 
dias para montar mesas e cadeiras. A montagem de uma mesa 
leva dois homens por hora e a montagem de uma cadeira leva 
0,5 homem por hora. Em geral, os clientes compram uma mesa 
e quatro a seis cadeiras. Os preços são $ 135 por mesa e $ 50 por 
cadeira. A empresa funciona em um turno de & horas por dia. 

(a) Determine o mix de produção ótimo para os dez dias. 

(b) Se os preços unitários atuais por mesa e cadeira forem re- 
duzidos em 10% cada, use análise de sensibilidade para de- 
terminar se a solução ótima obtida em (a) mudará. 

(c) Se os preços unitários atuais por mesa e cadeira forem alte- 
rados para $ 120 e $ 25, a solução em (a) mudará? 


4. No próximo mês, o Bank of Elkins alocará no máximo $ 200,000 
para linhas de crédito pessoal e financiamento para compra de 
automóveis. A taxa de juros cobrada pelo banco é de 14% para 
o crédito pessoal e 12% para o financiamento da compra de au- 
tomóveis. O prazo de pagamento para as duas linhas de crédito 
é de um ano, À experiência mostra que aproximadamente 3% 
dos empréstimos pessoais e 2% dos empréstimos para compra 
de automóveis não são pagos. Em geral, o banco destina no mi- 
nimo duas vezes mais verba para o financiamento da compra de 
automóveis do que para o crédito pessoal, 

(a) Determine a alocação ótima de fundos entre os dois tipos 
de empréstimos ¢ a taxa líquida de retorno sobre todos os 
empréstimos. 

(b) Se as porcentagens destinadas ao crédito pessoal e ao finan- 
clamento da compra de automóveis forem alteradas para 
4% e 3%, respectivamente, use a análise de sensibilidade 
para determinar se a solução ótima em (a) mudará. 


*5. A Electra produz quatro tipos de motores elétricos, cada um 
em uma linha de montagem separada. As capacidades respec- 
tivas das linhas são 500, 500, 800 e 750 motores por dia. O mo- 
tor do tipo 1 usa oito unidades de um certo componente ele- 
trônico, o motor do tipo 2 usa cinco unidades, o motor do tipo 
3 usa quatro unidades e o motor do tipo 4 usa seis unidades. O 
fabricante do componente pode fornecer 8.000 peças por dia. 
Os preços dos componentes para os respectivos tipos de motor 
são $ 60, $ 40,5 25 e $ 30 por motor. 

(a) Determine o mix ótimo de produção diário. 
(b) A atual programação de produção atende às necessidades 
da Electra. Contudo, devido à concorrência, pode ser que a 


* Nesse conjunto de problemas, talvez seja conveniente gerar a tabela simplex ótima com o Tora. 
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empresa precise reduzir o preço do motor do tipo 2. Qual é 
a maior redução que pode ser efetuada sem alterar a pro- 
gramação de produção atual? 

(c) A Electra decidiu reduzir em 25% o preço de todos os tipos 
de motores. Use análise de sensibilidade para determinar se 
a solução ótima permanecerá inalterada, 

id) Atualmente, o motor do tipo 4 não é produzido. De quanto 
deveria ser o aumento no preço desse motor para ser inclui- 
do na programação de produção? 


A Popeye Canning tem um contrato de recebimento de 60.000 Ib 
diárias de tomates maduros a 7 centavos por libra, com os quais 
produz suco de tomate, molho de tomate e massa de tomate en- 
latados. A embalagem-padrão dos produtos enlatados contém 
24 latas. Uma lata de suco usa 1 lb de tomates frescos, 


ly 3 
uma lata de molho usa > lb e uma lata de massa usa = Ib. A 


participação de mercado diária da empresa esta limitada a 2.000 

caixas de suco, 5.000 caixas de molho ¢ 6.000 caixas de massa. 

Os preços no atacado para caixa de suco, molho e massa são 

$ 21,$9 ef 12, respectivamente, 

(a) Desenvolva um programa de produção diario ótimo para a 
Popeye. 

(b) Se os preços por caixa de suco e de massa permanecerem 
fixos, como dados no problema, use análise de sensibilida- 
de para determinar a faixa de preço unitário que a Popeye 
deve cobrar por uma caixa de molho para manter inaltera- 
do o mix ótimo de produtos. 


A Dean's Furniture Company monta armários de cozinha normais 
e de luxo, e utiliza madeira pré-cortada. Os armários normais são 
pintados de branco e os de luxo são envernizados. As operações 
de pintura e envernizamento são executadas em um só depar- 
tamento. À capacidade diária do departamento de montagem 
é de 200 armários normais e de 150 de luxo. Envernizar uma 
unidade de luxo leva duas vezes mais tempo do que pintar uma 
unidade normal. Se o departamento de pintura/envernizamento 
se dedicar apenas às unidades de luxo, pode produzir 180 unida- 
des por dia. À empresa estima que as receitas por unidade para 
os armários normal e de luxo são $ 100 e $ 140, respectivamen- 

Le. 

(a) Formule a questão como um problema de programação li- 
near e ache a programação da produção diária ótima. 

(b) Suponha que a concorrência imponha que os preços por 
unidade do armário comum e de luxo sejam reduzidos para 
$ 80. Use análise de sensibilidade para determinar se a solu- 
ção ótima em (a) permanecerá inalterada, 

Regra da otimalidade 100%. Uma regra semelhante à da 

viabilidade 100% descrita no Problema 12, Conjunto 3.6C, 

também pode ser desenvolvida para testar o efeito da altera- 
ção simultânea de todos os c para c + d,j=1,2,..,n, sobre 

a otimalidade da solução atual, Suponha que n, £ d sv. 

é a faixa de otimalidade obtida como resultado da varia- 

ção de cada e para c + d, um por vez, usando o procedi- 

mento da Seção 3.6. 3. Nesse caso, u, = O (v, 2 0), porque 
representa o máximo decréscimo (aumento) per mitido para 
manter ótima a Palaio atual. Para os casos em que wed, 


Z v. defina r igual a (5) se d, for positiva e igual a o se d, 


for negativa. Por definição. 0 Sr, Sl. A regra dos 100% diz 
que uma condição suficiente (embora não necessária) para 
a solução atual permanecer ótima é quer, +r, +... +r Sl. 
Se a condição não for satisfeita, a solução atual pode’ per- 
manecer ou nao ótima. A regra nao se aplica se d cair fora 
das faixas especificadas. 

Demonstre que a regra da otimalidade 100% é muito fraca para 
ser sempre confiável como uma ferramenta de tomada de deci- 
são aplicando-a aos seguintes casos: 

(a) Partes (ii) e (iii) do Problema 1. 

(b) Parte (b) do Problema 7. 


Capitulo 3 O método simplex e a análise de sensibilidade ©=__—@ $2 @ OO OO OM 65 


Figura 3.14 
Análise de sensibilidade do TORA para o modelo da Toyco. 


*++*Análise de sensibilidade*** 


Variable CurrOb Coeff MinOb jCoefft MaxOb Coeff Reduced Cost 
xl: 3.00 -infinity 7.00 4.00 
x2: 2.00 0.00 10.00 0.00 
x3: 5.00 2.33 infinity 0.00 
Constraint Curr RHS Min RHS Max RHS Dual Price 
L(<}3 430.00 230.00 440.00 1.00 
2(<): 460.00 440.00 860.00 2.00 
3(=): 420.00 400.00 infinity 0.00 
Figura 3.15 
Relatório da análise de sensibilidade do Excel Solver para o modelo da Toyco 
[| A B Cc D E F G IH J K LI M 

1 TOYCO Model | l 

2 Coll Fórmula | Copy to 
[3 ES «SUMPROOUCT(DS058$120517) [EGEA 

4 E12 =ES 

5 

6 Range name Cols | 

f uaga EREA | 
Be avaliable GGA 
EMI ; soliton Bi2D12 
10 Outpi its: profit ES 
nu xi 2 3 Z 

12 Solution 0 100 230 1350 | 


Bie Solver Results 

16 Solver found a solution. Al constraints and optimality 
|17 condinong are sansad. 

(E) Keep Sotver Solution 

| 21 O) Restore Original Values 


= Cs) CE) DE) 


Em = 
Hoar HA Sese Report d Swett / E: x| 
Grady 


T start. Mm 5 cio ipl} E a a O Ch she Toco 


6 Adjustable Cells 
7 Final Reduced Objective Allowable Allowable 
8 Cel Name Value Cost Coefficient Increase Decrease 
9 $B$12 Solution x! 0 -4 3 4 1E+30 
10 $C$12 Solution x2 100 0 2 8 2 
11 $D$12 Solution x3 230 0 9  1E+30 2.666666667 
12 
13 Constraints 
14. Final Shadow Constraint Allowable Allowable 
15 Cell Name Value Price R.H. Side Increase Decrease 
16 $ES6 Operations 1 Totals 430 1 430 10 200 
“17 $E$7 Operations 2 Totals 460 2 460 400 20 
18 $E38 Operations 3 Totals 400 0 420 1E+30 
3.6.4 Análise de sensibilidade com o TORA, monstrar as saídas do TORA, do Solver e do AMPL. 


o Solver e o AMPL Orelatoriodesaida de PLdoTO RA fornece osdadosda análi- 

se de sensibilidade automaticamente, como mostra a Figura 3.14 

Agora temos todas as ferramentas necessárias para decifrar a (arquivo TOYCO xt). A saída inclui os custos reduzidos e os 

saida fornecida pelos softwares de PL, em particular em relação à preços duais, bem como suas faixas de otimalidade e de via- 
análise de sensibilidade. Usaremos o exemplo da Toyeo para de- bilidade. 
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A Figura 3.15 apresenta o modelo da Toyco no Solver (arqui- 
vo solverPOYCO.xIs) e seu relatório de análise de sensibilidade. 
Depois de clicar em ‘Resolver’ na caixa de diálogo Parâmetros do 
Solver, a nova caixa de diálogo Resultados do Solver lhe dará a 
oportunidade de solicitar mais detalhes sobre a solução, entre eles 
o importante relatório de análise de sensibilidade. O relatório será 
armazenado em uma planilha Excel separada, como mostram as op- 
ções na parte inferior da tela, Então, você pode clicar em ‘Relatório 
de Sensibilidade 1º para ver os resultados, O relatório é semelhante 
ao do TORA, exceto por quatro diferenças: 1) o nome Reduzido 
Gradiente substitui o nome Reduced Cost; 2) o custo reduzido tem 
um sinal contrário; 3) o nome Lagrange Multiplicador substitui o 
nome Dual Price, e 4) as faixas de otimalidade são para as variações 
de D em vez de para os coeficientes da função objetivo e restrições 
totais do lado direito. As diferenças são pequenas e a interpretação 
dos resultados permanece a mesma. 

Em AMPL, o relatório de análise de sensibilidade é imediata- 
mente disponibilizado. O arquivo amplTOY CO. txt fornece o código 
necessário para determinar a saida da análise de sensibilidade e re- 
quer as seguintes declarações adicionais. 


option solver cplex; 
option cplex options ‘sensitivity’ 
solve; ?/ 
Rainier pe ja cp pç sensitivity analysis 
display oper. down, oper.current, 
oper .up,oper. dual>a.out; 
display x.down,x.current,x.up,x.rc>a.out; 


As declarações CPLEX option são necessárias para poder obter 
o relatório-padrão de análise de sensibilidade. No modelo da Toyco, 
as variáveis e restrições indexadas usam os nomes-raiz x € oper, 
respectivamente. Usando esses nomes, os sugestivos sulixos . down, 

«current e .up na declaração display geram automaticamente 

o relatório formatado de análise de sensibilidade da Figura 3,16, Os 
sufixos .dual e . rc fornecem o preço dual e o custo reduzido. 

Uma alternativa para o relatório-padrão de análise em AMPL 
é resolver o problema de PL para uma faixa de valores para os 
coeficientes da função objetivo e para o lado direito das restri- 
ções. O AMPL automatiza esse processo por meio da utilização de 
commands (veja a Seção A.7). Suponha que queiramos investigar o 
efeito causado por alterações em b [1] , o tempo total disponível para 
a operação 1, no modelo da Toyco, arquivo amplTOY CO at. Pode- 
mos fazer isso passando solve e display de ampl OYCO.txt para 
um novo arquivo, ao qual daremos o nome arbitrário de analysis.txt: 

repeat while b[1]<=500 

{ 

solve; 

display z, x; 

let b[1]:=b[1]+1; 

he 

Em seguida, entre com as seguintes linhas no prompt ampl: 

ampi:model amplTOYCO.txt; 

ampl: commands analysis.txt; 


Figura 3.16 
Relatório de análise de sensibilidade do AMPL para o modelo da Toyco 
: oper.down oper.current oper.up oper.dual = 
l 230 430 440 1 
2 440 460 #60 2 
3 400 420 le+20 0 
f 
x. down x.current X.Up X.rc = 
l -lẹ+20 3 7 -4 
2 0 2 10 0 
3 2.33333 5 le+20 0 


=f 


Pesquisa operacional 


A primeira linha dará o modelo e seus dados, e a segunda linha 
dará as soluções ótimas, começando com b [1] em 430 (valor inicial 
dado em amplTOY CO txt) e continuando com incrementos de 1 até 
b[1] alcançar 500. Depois, um exame da saída nos permitirá estu- 
dar a sensibilidade da solução ótima a variações em b [1]. Procedi- 
mentos semelhantes podem ser seguidos com os outros coeficientes 
incluindo o caso de variações simultâneas. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 3.6E’ 


1, Considere o Problema 1, Conjunto 2.3C (Capítulo 2). Use o preço 
dual para decidir se vale a pena aumentar os fundos para o ano 4, 


2. Considere o Problema 2, Conjunto 2.3€ (Capitulo 2). 
(a) Use os preços duais para determinar o retorno global sobre 
o investimento, 
(b) Se você quiser gastar $ 1.000 em lazer ao final do ano 1, como 
isso afetaria a quantia acumulada no início do ano 5º 


3. Considere o Problema 3, Conjunto 2.5C (Capitulo 2). 

(a) Dé uma interpretação econômica dos preços duais do mo- 
delo. 

(b) Mostre como o preço dual associado com o limite superior 
do dinheiro que foi tomado emprestado no terceiro trimestre 
pode ser derivado com base nos preços duais associados com 
as equações de equilíbrio que representam o luxo de caixa 
de entrada e de saída nas cinco datas designadas do ano. 


d. Considere o Problema 4, Conjunto 2.3C (Capitulo 2). Use os pre- 
ços duais para determinar a taxa de retorno associada a cada ano. 


*5, Considere o Problema 5, Conjunto 2.30 (Capítulo 2). Use o 
preço dual para determinar se vale a pena o executivo investir 
mais dinheiro nos planos. 


6. Considere o Problema 6, Conjunto 2.3C (Capítulo 2). Use o 
preço dual para decidir se é aconselhável que o jogador aposte 
mais dinheiro. 

7. Considere o Problema 1, Conjunto 2.3D (Capitulo 2), Relacione 
os preços duais com os custos unitários de produção do modelo. 


8. Considere o Problema 2, Conjunto 2.3D (Capítulo 2). Suponha 
que qualquer capacidade adicional das máquinas 1 é 2 possa 
ser adquirida com utilização apenas de horas extras. Qual é o 
custo máximo por hora no qual a empresa deve estar disposta a 
incorrer para qualquer uma das máquinas? 

*, Considere o Problema 3, Conjunto 2.3D (Capitulo 2). 

(a) Suponha que o fabricante possa comprar unidades adicio- 
nais da matéria-prima A a $ 12 por unidade. Seria aconse- 
lhável fazer isso? 

(b) Você recomendaria que o fabricante comprasse unidades 
adicionais da matéria-prima B a $ 5 por unidade? 


1). Considere o Problema 10, Conjunto 2.3E (Capitulo 2). 
(a) Qual das restrições da especificação causa um impacto ad- 
verso sobre a solução ótima? 
(b) Qual é o máximo que a empresa deve pagar por tonelada 
de cada minério? 


“Antes de resolver os problemas desse conjunto, aconselhamos que você gere o relatório da análise de sensibilidade usando o AMPL. o Solver ou o TORA, 
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Capitulo 4 
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Guia do capítulo. O Capítulo 3 tratou da sensibilidade da solução 
ótima determinando as faixas para os parâmetros do modelo que 
manterão a solução básica ótima inalterada. Uma consequência natu- 
ral da análise de sensibilidade é a análise pós-otimização, cujo objeti- 
vo é determinar à nova solução ótima que resulta de alterações inten- 
cionais nos parâmetros do modelo, Embora a análise pós-otimização 
possa ser executada usando os cálculos da tabela simplex da Seção 
3.6, este capítulo é inteiramente baseado no problema dual, 

Você val precisar, no mínimo, estudar o problema dual e sua 
interpretação econômica (seções 4.1, 4.2 e 4.3). A definição mate- 
mática do problema dual na Seção 4.1 é puramente abstrata. Ainda 
assim, quando você estudar a Seção 4.3 verá que o problema dual 
leva a interpretações econômicas intrigantes do modelo de PL, en- 
tre clas os preços duais c os custos reduzidos. Além disso, proporcio- 
na as bases para o desenvolvimento do novo algoritmo dual simplex, 
um pré-requisito para a análise pós-otimização. O algoritmo dual 
simplex também é necessário para a programação inteira que será 
discutida no Capítulo 9, 

O algoritmo simplex generalizado da Seção 4.4.2 pretende mos- 
trar que o método simplex não é rigido, no sentido de que pode- 
mos modificar as regras para tratar de problemas que, de início, são 
inviáveis e também não ótimos. Contudo, esse material pode ser ig- 
norado sem prejuízo de continuidade. 

Você pode usar o modo interativo do TORA para reforçar o 
que entendeu dos detalhes de cálculo do método dual simplex. 

Este capítulo inclui 14 exemplos resolvidos, 56 problemas de 
final de seção e dois casos. Os casos estão no Apêndice E, disponível 
em inglês no site do livro, 


4.1 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA DUAL 


O problema dual é um problema de PL definido direta e siste- 
maticamente de acordo com o problema de PL primal (ou original). 
Os dois problemas guardam uma relação tão estreita que a solução 
ótima de um problema fornece automaticamente a solução ótima 
do outro. 

Em grande parte dos tratamentos de PL, o dual é definido para 
os vários formatos do primal dependendo do sentido de otimização 
(maximização ou minimização), dos tipos de restrições (=, = ou =) 
e da orientação das variáveis (não negativa ou irrestrita). Esse tipo 
de tratamento é um pouco confuso e, por essa razão, oferecemos 
uma definição cínica que abranja automaticamente todas as formas 
do primal. 

Nossa definição do problema dual requer expressar o proble- 
ma primal na forma de equações apresentada na Seção 3.1 (to- 
das as restrições são equações cujo lado direito é não negativo e 
todas as variáveis são não negativas). Esse requisito é consistente 
com o formato da tabela simplex inicial. Por conseguinte, quaisquer 
resultados obtidos com base na solução ótima do problema primal 
se aplicarão diretamente ao problema dual associado. 

Para mostrar como o problema dual é construído, o problema 
primal é definido na forma de equações da seguinte maneira: 


ar 
Maximizar ou minimizar z = Sax 
i=] 


sujeito a 


a 
Far =b, i=1, Zam 
i=l 


Dualidade e análise pós-otimização 


As variáveis x, j = l, 2... n incluem as variáveis de sobra, de 
folga e artificiais, se houver. 

A Tabela 4.1 mostra como o problema dual é construido com 
base no problema primal. Efetivamente, temos: 


L Uma variável dual é definida para cada equação (restrição) primal. 

2. Uma restrição dual é definida para cada variável primal. 

3. Os coeficientes da restrição (coluna) de uma variável primal 
definem os coeficientes do lado esquerdo da restrição dual, e 
seus coeficientes na função objetivo definem os coeficientes do 
lado direito. 

4. Os coeficientes da função objetivo do problema dual são iguais 
aos coeficientes do lado direito das equações de restrição do 
problema primal. 


Tabela 4.1 Construção do problema dual com base no problema 


primal 
Variáveis primais do problema 
x bois iki X E x 
SE HS a S 
Variáveis 
bce Lado 
duais do E Cc, . C. ade 
idea | 2 | f direito 
problema 
yy fy A a ay, b, 
V5 a, a, = a; a... b, 
Fa a. Uia it. act dam E. 
T T 
j-ésima Coeficientes 
restrição da função 
do dual objetivo do 


dual 


Tabela 4.2 Regras para construir o problema dual 


I Problema dual 
Função objetivo* do 


problema primal == Tipos de Sinal das 
Objetivo restrições variáveis 
Maximização Minimização 2 Irrestrita 
Minimização Maximização < Irrestrita 


* Todas as restrições do problema primal são equações cujo lado direito e cujas variáveis, 
todas, são não negativos. 


As regras para determinar o sentido da otimização (maximização 
ou minimização), O Lipo da restrição (£, > ou =) e o sinal das variáveis 
duais estão resumidas na Tabela 4.2. Observe que o sentido da otimiza- 
ção no dual é sempre oposto ao do primal. Um modo fácil de lembrar 
o tipo de restrição no dual (isto é, £, > ou =) é: se o objetivo do dual for 
minimização (isto é, dirigido para baixo), então as restrições são todas 
do tipo = (isto é, apontam para cima). Vale o oposto quando o objetivo 
do dual for maximização. 

Os seguintes exemplos demonstram a utilização das regras da 
Tabela 4.2 e também mostram que nossa definição incorpora auto- 
maticamente todas as formas do primal. 
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Exemplo 4.1-1 


Tabela 4.3 Utilização das regras da Tabela 4.2 


Problema primal na Variáveis 
Problema primal a ; 
forma de equações duais 

Maximizar Maximizar 
z=5x,t+1lax,+4x, z=5x, + 12x, + 4x, + Ox, 
sujeito a sujeito à 

x, +2x,+x,5 10 x + 2x, +x +x = 10 y, 

2x, - 4, + 3x, =8 dx — X, + 3x, + Ox, = 8 Y: 


EE e 24 Xp Xpy t20 


Problema dual 
Minimizar w = 10y, + Sy, 
sujeito a 


y+t2y, 2 5 
Jy —-y, é 12 
y+3y, > 4 


y, +0, 20 


i p= (y, 20,y, irrestrita 
Vi Ya E (y, 2 0,3; ) 


Exemplo 4.1-2 


Tabela 4.4 Utilização das regras da Tabela 4.2 


T Problema primal na Variáveis 
Problema primal 3 
| forma de equações duais 
Minimizar Minimizar 
z= 5x, + 12x, z= 15x, + 12x, + Ox, + Ox, 
sujeito a sujeito a 
¥ t23 x +2x -x +0 =53 x 
2x - dr, <5 ax, -dr +r +x =5 E 
Xx, 20 A kapha ea 
Problema dual 
Maximizar w = 3y, + 5y, 
sujeito a 
yore £15 
zy, —4y, S12 
= <0| 
y, 0;-=>(y, 20,y¥, 30) 
F. Y lrestritas 
Exemplo 4.1-3 
Tabela 4.5 Utilização das regras da Tabela 4.2 
; : Problema primal na Variáveis 
Problema primal ici E 
forma de equações duais 
Substituir x, =x t-a 
Maximizar z=5x,+ 6x, Maximizar z = 5x,*-Sx, + Gr, 
sujeito a sujeito a 
x +2x,=5 AS xt +2X,=5 y, 
=X +5r,23 + 4x," + 5x,-x,=3 y, 
4x, + 7x, 58 hee -4x + Tx, +x,=8 Y 
x ir bet x, 20 o ii "Xe Xp Xi > ü 
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Problema dual 
Minimizar z = 5y, + 3y, + 8y, 


sujeito a 


y, 2 O-=(y, imestrita,y, 50, y, 20) 
Vo VaV; lvestritas 


A primeira e a segunda restrições são substituídas por uma 
equação. À regra geral nesse caso é que uma variável primal irres- 
trita sempre corresponde a uma restrição dual de igualdade. Ao 
contrário, uma equação primal produz uma variável dual irrestrita, 
como demonstra a primeira restrição primal. 


Resumo das regras para construir o problema dual, A conclusão 
geral com base nos exemplos precedentes é que as variáveis e res- 
tr ições nos problemas primal e dual são definidas pelas regras na 

Tabela 4.3. É um bom exercício verificar se essas regras explícitas 
são abrangidas pelas repras gerais apresentadas na Tabela 4.2. 


Tabela 4.6 Regras para construção do problema dual 


Problema de maximização Problema de minimização 


Resirições Varidvets 
> = s0 
< = > () 
= = Irrestrita 
Variáveis Restrições 
20 = 2 
=0 5 = 
Irrestrita = = 


Observe que a tabela näo usa a designação primal e dual. O que 
importa aqui é o sentido de otimização, Se o primal for de maximi- 
zação, então o dual é de minimização, e vice-versa. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.1A 


1. No Exemplo 4.1-1, derive o problema dual associado se o sentido 
da otimização no problema primal for mudado para minimização. 

*2. No Exemplo 4.1-2, derive o problema dual associado, dado que 
o problema primal é aumentado com uma terceira restrição, 
ax, +x,= 4. 

3. No Exemplo 4.1-3, mostre que, mesmo que o sentido da otimi- 
zação no problema primal seja mudado para minimização, uma 
variável primal irrestrita sempre corresponde a uma restrição 
dual de igualdade. 

4. Escreva o problema dual para cada um dos seguintes problemas 
primais: 

(a) Maximizar z =-=5x, + 2x, 
sujeito a 
=X, + X,S -2 
2x, + IX, SS 
4,20 
(b) Minimizar z = 6x, + 3x, 
sujeito a 
6x, —dx,+x,22 
3x, + 4x,4x,25 


XX, X,20 
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*(c) Maximizar z =x, + x, 
sujeito a 
2¥,+¥,=5 


3x, -x,= 6 


X YX, Irrestritas 


t5. Considere o Exemplo 4.1-1. A aplicação do método simplex ao 
problema primal requer a utilização de uma variável artificial 
na segunda restrição para garantir uma solução básica inicial. 

Mostre que a presença de uma variável primal artificial na for- 

ma de equação não afeta a definição do problema dual porque 

leva a uma restrição dual redundante. 
6. Falso ou verdadeiro? 

(a) O dual do problema dual da o problema primal original. 

(b) Se uma restrição primal estiver originalmente na forma de 
equação, a variável dual correspondente é necessariamente 
irrestrita. 

(c) Se a restrição primal for do tipo <, a variável dual corres- 
pondente sera não negativa (não positiva) se o problema 
primal for de maximização (minimização). 

(d) Se a restrição primal for do tipo 2, a variável dual corres- 
pondente será não negativa (não positiva) se o problema 
primal for minimização (maximização). 

(e) Uma variável primal irrestrita resultará em uma restrição 
dual de igualdade. 


4.2 RELAÇÕES PRIMAIS-DUAIS 


lterações feitas no problema de PL original mudarão os ele- 
mentos da tabela simplex ótima atual, o que, por sua vez, pode afe- 
tar a otimalidade e/ou a viabilidade da solução atual, Esta seção 
apresenta algumas relações primais-duais que podem ser utilizadas 
para recalcular a tabela simplex ótima. Essas relações formarão a 
base para a interpretação econômica do problema de PL, bem como 
para a análise pós-otimização. 

A seção começa com uma breve revisão de matrizes, uma ferra- 
menta conveniente para executar os cálculos da tabela simplex. 


4.2.1 Revisão de operações matriciais simples 

Os cálculos da tabela simplex usam apenas três operações ma- 
triciais elementares: (Vetor linha) x (Matriz), (Matriz) x (Vetor 
coluna), (Escalar) x (Matriz). Para facilitar, essas operações estão 
resumidas aqui. Em primeiro lugar, apresentamos algumas defini- 
ções de matriz:! 


1. Uma matriz, A, de tamanho (mm x n) com im linhas e n colunas. 
2. Um vetor linha, V, de tamanho m1 é uma matriz (1 x #77). 
3. Um vetor coluna, P, de tamanho n é uma matriz {n x 1). 


Essas definições podem ser representadas matematicamente 
como 


11 i a, Pi 
; a, E il, p 
Tsi y 7 = 7 ++ £ = 
V=(v,.¥,...5¥,,) 45 , P= 
a, l aa ` Ur Pa 


1, (Vetor linha x matriz, VA). A operação é definida somente se 
o número de linhas do vetor linha V for igual ao número de linhas 
de A. Nesse caso, 


em Fr PIT 
VA= [5 Va, > Vlas va, | 
fm l fel F 


iel 
Por exemplo: 


1 2 
(11, 22, 33} 3 4|=(1x11+3x22+5x33, 2x11+4x22+6x33) 
[5 6 


= (242, 308) 


Pesquisa operacional 


2. (Matriz x vetor coluna, AP). À operação é definida somente 
se o número de colunas de A for igual ao número de linhas do vetor 
coluna P. Nesse caso, 


fl 
DP, 
fel 


Como ilustração, temos 


11 
1351) a3 |_(1x11+3x22+5%33 \_ [242 
246 = “ÀA2x11+4x22+6x33) |308 


sfa 


3. (Escalar x matriz, «Ã). Dada uma quantidade (ou constante) 
escalar œ, a operação de multiplicação aA resultará em uma matriz 
do mesmo tamanho de A cujo (i, /)-ésimo elemento for igual a qa. 
Por exemplo, dado œ = 10, 


aol 2 3\ [10 20 30 
4 5 6) (40 50 60 
De forma geral, oA = Ac. A mesma operação é estendida igual- 


mente à multiplicação de vetores por escalares. Por exemplo, @V = 
Va e uP = Pa, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.2A - 


1. Considere as seguintes matrizes: 


Yn = 2) 


Em cada um dos casos seguintes, indique se a operação 
matricial dada é legitima e, se for, calcule o resultado. 
*(a) AV, 
(b) AP, 
(c) AP, 
(d) VA 
*(e) VA 
() PP, 
(g) VP, 


4.2.2 Layout da tabela simplex 


No Capitulo 3, seguimos um formato especifico para montar a 
tabela simplex. Esse formato é a base para o desenvolvimento neste 
capitulo. 

A Figura 4.1 mostra a representação esquemática das tabelas 
simplex inicial e geral. Na tabela inicial, os coeficientes das restri- 
ções sob as variáveis básicas iniciais formam uma matriz identidade 
(todos os elementos da diagonal principal são iguais a 1 e todos os 
elementos fora da diagonal principal são iguais a zero). Com esse 
arranjo, as iterações subseqiientes da tabela simplex geradas pelas 
operações de linha por Gauss-Jordan (veja Capítulo 3) modificarão 
os elementos da matriz identidade para produzir o que conhece- 
mos por matriz inversa. Como veremos no restante deste capítulo, 
a matriz inversa é fundamental para calcular todos os elementos da 
tabela simplex associada. 


'O Apêndice D. disponivel em inglês no site do livro, fornece uma revisão mais completa de matrizes 
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Figura 4.1 
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Representação esquemática das tabelas simplex inicial e geral 


sm PEL d- 
objetivo z 


Colunas das 
restricocs 


(Tabela inicial) 


rea me LO jes 
objetivo z E 


Colunas das 
restricoes 


(Iteragio geral) 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.2B - 


1. Considere a tabela simplex ótima do Exemplo 3.3-1. 
*(a) Identifique a matriz inversa na solução ótima. 
(b) Mostre que o lado direito é igual à matriz inversa multipli- 
cada pelo vetor do lado direito das restrições originais. 


2. Repitão Problema | para a última tabela simplex do Exemplo 3.4-1. 


4.2.3 Solução dual ótima 


As soluções primal e dual guardam estreita relação no sentido 
de que a solução ótima de qualquer um dos problemas dá direta- 
mente (com um pouco de cálculo adicional) a solução ótima do ou- 
tro. Assim, em um problema de PL no qual o número de variáveis 
é consideravelmente menor do que o número de restrições, podem- 
se conseguir economias de cálculo resolvendo o problema dual, de 
acordo com o qual a solução primal é determinada automaticamen- 
te, Esse resultado decorre porque a quantidade de cálculos pelo mé- 
todo simplex depende em grande parte (embora não totalmente) do 
número de restrições (veja Problema 2, Conjunto 4.20), 

Esta seção apresenta dois métodos para determinar os valores 
duais. Observe que o dual do dual é, em si, o primal, o que significa 
que a solução dual também pode ser usada para obter a solução 
ótima primal automaticamente. 


Método 1 


+ 


Í Valor ótimo de 
Coeficiente de função objetivo orginal de x, 


, | Coeficiente z Ótimo prima de variável inicial x, 
vanável dual y, 


Método 2 
ae , | Vetor linha dos coeficientes de função 
Valores ótimos das Gg a eins 
eres = objetivo original das variáveis 
vanáveis duais 


básicas da solução prima ótima 
A Mainz inversa da 
solução primal ótima, 


Variáveis básicas Iniciais 


Matriz identidade 


Variáveis básicas Iniciais 


LI 


Matriz inversa = 


Os elementos do vetor linha devem aparecer na mesma ordem 
em que as variáveis básicas são apresentadas na lista da coluna Base 
da tabela simplex. 


Exemplo 4.2-1 
Considere o seguinte problema de PL: 


Maximizar z = 5x, + 12x, + dr, 

sujeito a 

x +2x,+%,5 10 

2x, —X,+ 4x, =8 

KM, tye 0 
ara preparar o problema para ser solucionado pelo método 

simplex, adicionamos uma folga x, na primeira restrição e uma 
variável artificial A na segunda. Assim, os problemas primal resul- 
tante e o dual associado são definidos da maneira descrita na Ta- 
bela 4.7, 
Tabela 4. 7 Problemas š primal resultante e dual associado 


Pina Dual 


Maximizar z = 5x, + 12x, + dx, -MR Minimizar w = 10y, + 8y, 


sujeito a sujeito a 
x, +r, +x +x =10 y +2y,25 
2x =x, + 3x, +R=8 sae 212 
XXX XK 20 ¥,+4y,24 


y,2—-M (>: y, irrestrita) 


A Tabela 4.9 dá a tabela simplex ótima para o problema pri- 
mal. 

Agora mostramos como os valores ótimos duais são determina- 
dos utilizando os dois métodos descritos no início desta seção, 


Método 1. Na Tabela 4.9, as variáveis básicas iniciais primais x, e K 
correspondem exclusivamente às variáveis duais y € y,, respectiva- 
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mente. Assim, determinamos a solução ótima para o problema dual 
como descrito na Tabela 4.8. 


Tabela 4.8 Solução ótima para o problema dual 


Variáveis básicas iniciais do primal X4 R 
Coeficientes da função objetivo z z -+M 
Coeficiente da função objetivo original À -M 
Variáveis duais Yi xo 


29 


Valores ótimos duais 2+0=2 S+M+(-M)=- 


Método 2. A matriz inversa na solução ótima, destacada sob as 
variáveis iniciais x, A, é dada na Tabela 4.9 como 


Inversa na solução ótima = 


wip ilta 
tt [Eb un] 


Em primeiro lugar, observe que as variáveis básicas na solução 
primal ótima aparecem nas linhas da tabela simplex na ordem x, € 
depois x,. Isso significa que os elementos dos coeficientes na função 
objetivo original para as duas variáveis devem aparecer na mesma 
ordem, ou seja, 


(Coeficientes da função objetivo original) 
= (Coeficiente de x, coeficiente de x,)= (12,5) 


Tabela 4.9 Tabela simplex ótima do problema primal do 
Exemplo 4.2-1 


B ASE X] a +3 ts R Solução 
A 3 Pty 2 4 
z 0) ü E = -4 +M 545 
x3 0 1 -=i é -} A 
7 | 2 Mi 
Xi 1 0 5 5 5 £ 


Assim, os valores duais ótimos são calculados como 


Coeficientes da função Matriz inversa | 
objetivo original de x,, x, da solução ótima 


O4%)=| 


“alo ual ee 
Sal 


Valores da função objetivo primal-dual. Agora que já mostramos 
como os valores duais ótimos são determinados, apresentamos a 
relação entre os valores da função objetivo primal e dual. Para qual- 
quer par de soluções viáveis primal e dual, 


Valor da função objetivo no Valor da função objetivo no 
problema de maximização problema de minimização 


Na solução ótima, a relação se mantém como uma equação res- 
trita. A relação não especifica qual problema é o primal e qual é o 
dual. A única coisa importante nesse caso é o sentido da otimização 
(maximização ou minimização). 

O ótimo não pode ocorrer com z estritamente menor do que w 
(isto é, z < w) porque, não importa quão próximos um do outro z 
e w estiverem, há sempre espaço para melhoria, o que contradiz a 
otimalidade, como demonstra a Figura 4,2, 


Exemplo 4.2-2 


No Exemplo 4.2-1, (x, = Ü, x, = 0, x, = ; ye (y, = 6, y, =0) são 


soluções primal e dual viáveis. Os valores das funções objetivo são 


Pesquisa operacional 


2 


z= 5x + lax, + 4x, = 5(0) + 12(0) + 4( ; y= 10— 
3 


w= Oy, + &y, = 10(6) + 8(0) = 60 


; 2 Etc A 
Assim, z (= 10— ) para o problema (primal) de maximização é 
3 
menor do que w (= 60) para o problema (dual) de minimização. O 
valor ótimo de (= 54 s ) cai dentro da faixa TE 60). 
5 


Figura 4.2 
Relação entre z máximo e w minimo 


Ótimo 


Maximizar z ` Minimizar w 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.2C 


1. Ache o valor ótimo da função objetivo para o seguinte proble- 
ma só pela inspeção de seu dual. (Não resolva o dual pelo méto- 
do simplex.) 

Minimizar z = 10x, + 4x, + Sx, 
sujeito a 
Sx, = Tx, + 3x, 250 


Xp AX, 2 O 


2. Resolva o dual do seguinte problema e então ache sua solução 


dtima com base na solução do dual. A solução do problema dual 
oferece vantagens de cálculo em relação à resolução direta do 
problema primal? 
Minimizar z = 5x, + 6x, + 3x, 
sujeito a 
DA, toy: + iw, 2 30 
x, txr 20 
7x, + 6x, -9r 2 30 
SX, + 3x, + 5x, 235 
2x, + 4x,— 15x, 2 10 
12x, + 10x, 2 90 
x,— 10x, 2 20 
Listed ul 
*3. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 5x, + 2x, + 3x, 
sujeito a 
x, +5x, + 2x, = 30 
x, —Sx,- 62,540 
Xp A, X,20 
Dado que a variável artificial x, e a variável de folga x, 
formam as variáveis básicas iniciais, e que igualamos M a 100 
quando resolvemos o problema, a tabela simplex ótima é dada 


como 
Base X, X, X, X, X, Solução 

z 0) 23 T 105 0) 150 

x l 5 2 l 0 30 

x ü -10 -8 + | 10 


Escreva o problema dual associado e determine sua solução 
ótima de duas maneiras, 
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4. Considere o seguinte problema de PL: 
Minimizar z = 4x, + x, 
sujeito a 
3x, +X, =3 
dx, + 3x,26 
x +2x,54 
A solução inicial consiste nas variáveis artificiais x, e x, para 
a primeira e a segunda restrições, e na variável de folga x, para a 


terceira restrição, Usando M = 100 para as variáveis artificiais, 
a tabela simplex ótima é dada como 


Base x, x, v; x, xX, x. Solução 
r 0 ü ü -98.6 -100 -02 3,4 
x, | 0 0 (1,4 0) 02 0,4 
xX, 0 | 0 0,2 0 0,6 1,8 
x 0 0 | I A 1,0 


Escreva o problema dual associado e determine sua solução 
ótima de duas maneiras. 
5. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 2x, + 4x, + 4x,-3y, 
sujeito a 
XN +X, +4, =4 
X,4+4x,4+x,=6 
Xv hey SEE 2) 


Usando x, e x, como variáveis básicas iniciais, a tabela sim- 
plex ótima é dada como 


Base x, É x, x, Solução 
E 2 0) 0) 3 16 
X, 0,75 0 l -0,25 2 
x 0,25 | 0 0,25 2 


Escreva o problema dual associado e determine sua solução 
ótima de duas maneiras. 
*6. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z =x, + 5x, + 3x, 


sujeito a 


A solução básica inicial consiste em x, na primeira restrição 
e uma variável artificial x, na segunda restrição com M = 100, A 
tabela simplex ótima é dada como 


Base Xx, X, X, x, Solução 
z 0) 2 0 99 5 
Y, | Pu I -0,5 
x 0 -0,5 0 0,5 2 


Escreva o problema dual associado e determine sua solução 
ótima de duas maneiras. 
7. Considere o seguinte conjunto de desigualdades: 

2x, + dx, & 12 

—3x, + 2X, 5—4 
ax oe Se 
x, irrestrita 

x,20 
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Uma solução viável pode ser encontrada aumentando a 
função objetivo trivial *Maximizar z = x, + x, e então resolven- 
do o problema. Uma outra maneira é resolver o dual, com base 
no qual pode-se achar uma solução para o conjunto de desigual- 
dades. Aplique os dois métodos. 

8. Estime a faixa para o valor da função objetivo ótima para os 
seguintes problemas de PL: 
*(a) Minimizar z = Sx, + 2x, 
sujeito a 
s Ha 
2X, + MDS 
x,,%, 20 


(b) Maximizar z = x, + 52, + 3x, 


sujeito a 
X + 2x, +4, =3 
2x,-x,=4 
Yo 444,20 
(c) Maximizar z = 2x, + x, 
sujeito a 
x -x,=10 
2x, < 40 
rx, 20 
(d) Maximizar z = 3x, + 2x, 
sujeito a 
2x, +%x,S3 
3x, + dr, 5 12 
tu 4,20 


9, No Problema 7(a), sejam y, e y, as variáveis duais. Determine se 
os seguintes pares de soluções primais-duais são ótimos: 
*(a) (x, = 3,x,= Ly, =4,¥, = 1) 
(b) (x, =4,%, = Ly, = 1.y,= 9) 
{c} (x, = 3, x,= i: y= 5, y= 0) 


4.2.4 Cålculos da tabela simplex 


Esta seção mostra como qualquer iteração da tabela simplex 
pode ser gerada de acordo com os dados originais do problema, a 
matriz inversa associada com a iteração e o problema dual. Usando 
o layout da tabela simplex da Figura 4.1, podemos dividir os cálculos 
em dois tipos: 


À. Colunas de restrições (lados esquerdo e direito). 
2. Linha da função objetivo z. 


Fórmula 1: Cálculo da coluna de restrições. Em qualquer iteração 
simplex, uma coluna do lado esquerdo ou uma coluna do lado direl- 
to é calculada da seguinte maneira: 


| Coluna de a | = | Matriz inversa | í í 


Coluna de 
na iteração É na iteração i 


restrições original 
Fórmula 2: Cálculos da linha da função objetivo z Em qualquer 


iteração simplex, o coeficiente da função objetivo (custo reduzido) 
de x, é calculado da seguinte maneira: 


Coeficiente da variável | (Lado esquerdo da „| Lado direito da | 
x, na equação z primal ~ | jésima restrição dual || jésima restrição dual 


Exemplo 4.2-3 
Usamos o problema de PL do Exemplo 4.2-1 para ilustrar a 


aplicação das fórmulas 1 e 2. Pela tabela simplex ótima na Tabela 
4.9, temos: 


Matriz inversa na solução ótima = 


l= tu | pS 
r 


A utilização da Fórmula | é ilustrada com o cálculo de todas as 
colunas do lado esquerdo e do lado direito da tabela simplex ótima: 


7A o Pesquisa operacional 


Coluna x, na Matriz inversa | $ Coluna x, ol 
a $ £ = x le ae ` re i Fur - 2 is a 
iteração óuma / \ da iteração ótima / | onginal — (b) Variáveis básicas = (x, x), Matriz inversa = 
i = 
2 i = 
=| Beas | ` 0 T 
I 22 3 | sinta ; peyi 5 5 
A: s (e) Variáveis básicas = (x,,x,), Matriz inversa = | “%3 a 
De modo semelhante, calculamos as colunas de restrições res- 45 45. 
tantes, OU seja: I ù 
sado [E elfo fá (d) Variáveis básicas = (x, x,), Matriz inversa = | 
ai ee od E = ar 
„iteração ótima l 2 >] 0 2 
5: 5 i 3. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 3x, + 2x, + 5x, 
= fae il | artes : 
Coluna x, na) |5 7s E | |3 sujeito a | 
iteração ótima i 2 zA > 7 po he 2x, ta, F X= 30 
+ 5 3x, + 2x,+ x, = 60 


x, +4x,4+ x, = 20 
| = p z 
Mi Pes SA Xp E E E PE AA O 
| 
ã 


Coluna x, na | | 
iteração ótima | | 1 


Lj Ln) ha 
a À Ed | i 
Wi 
i ce ey cs Pa a Dee 


0 Verifique a otimalidade e a viabilidade de cada uma das 
seguintes soluções básicas. i 
eo 1 bee. 
` ren 0 aa ere a roe 
Freee oe ) 5 5 d |- 5 (a) Variáveis básicas = (x,,x,,x,), Matrizinversa=|g 1 q 
reração óuma 1 2 | 2 z 2 
= So 5 oo ] 
Coluna do lado ay 2 4 10 12 Po pis 
direito na -| |. a og | |. i Teoria? Soi 
iteração ótima ag ; 8 ç (b) Variáveis básicas = (x,,x,,X,), Matriz inversa = | = “4 -5 
: ney i Ea 
Em seguida, demonstramos como são executados os cálculos da doces 3 
linha da função objetivo usando a Fórmula 2. Os valores ótimos das 
oe ce Se E i 
variáveis duais, (y, ¥,) = ( E ATi ), foram calculados no Exemplo 2 `i 0 
4.2-1 usando dois métodos diferentes. Esses valores são utilizados (c) Variáveis básicas = (x, x, x,), Matriz inversa = | () j 0 
na Formula 2 para determinar os coeficientes da linha z associados, 5 4 4 
ou seja, cee ; á 
J i 29 2 “4. Considere o seguinte problema de PL: 
Coeficiente da linha z dex, =y,+ 2y,-3= — +2x-— -5=0 Eid 
z 5 0 E Minimizar z = 2x, + x, 
Coeficiente da linha z de x, = 2y, -y,-12=2x > +{-=)-12=0 sujeito a € 
z š 3 3 3x,+2%,-x%,=3 
Sg ar 29 2 3 fe ndo as 
Coeficiente da linha z de x, = y, + 3y,-4= z +4ix- E = 4 = z dx, + 3x,-x,=6 
| 29 29 x +2x,+x,=3 
Coeficiente da linha z de x, = y, -Q= — -O= — - AET 
5 5 5 XXa Xp Apt 
Coeficiente da linha z de R = y,- (-M) = -7 -(-M)=-7 +M Calcule a tabela simplex inteira associada com a seguinte 
Observe que os cálculos da Formula 1 e da Formula 2 podem solução básica e verifique a otimalidade e a viabilidade. 
ser aplicados a qualquer iteração do problema primal ou do pro- -i ü | 
blema dual. Basta que tenhamos a matriz inversa associada com a Variáveis básicas = (x,..,,.x,). Matriz inversa= | 4 3 9 
iteração (primal ou dual) e os dados originais do problema de PL. A Sea z 3 
-1 -1 1 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 4,2D ——— 5. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 5x, + 12x, + 4x, 
1. Gere a primeira iteração simplex do Exemplo 4.2-1 (você pode sujeito à 
usar Iterations = M-method do TORA por conveniência), de- x, + 2x,4+x,+x,= 10 
pois use as fórmulas 1 e 2 para verificar todos os elementos da 2x, -x+ 3x,=2 
tabela simplex resultante. à 
Ki Xortg X, = 0 
2. Considere o seguinte problema de PL: (a) Identifique a melhor solução entre as seguintes soluções 
Maximizar z = 4x, + 14x, básicas viáveis: E A 
r E F = a . = t e (Ae 3 
sujeito à (i) Variáveis básicas = (x,.x,), Matriz inversa = 
2x, +7x,+x,=2] g 
A 
Tx +2x, +x,=2 
a o é i 
KA Nyy Xy E! B nen S ee 
Pesta (il) Variáveis básicas = (x,,x,). Matriz inversa = : E 
Verifique a otimalidade e a viabilidade de cada uma das se- : E 
guintes soluções básicas. oe 
l o a ol 
ER Ea aaa 7 Ea i ee eee eg do o O Ri, ay qui lg wey Com || 7 
*(a) Variáveis básicas = (x, x), Matriz inversa = | ,„ (iii) Variáveis básicas = (x,.1,), Matriz inversa = E 
E me 4] a 
7 A EE 
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(b) A solução obtida em (a) é ótima para o problema de PL? 


6. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 5x, + 2x, + 3x, 
sujeito a 
x + 3x; + 2, Sb, 
x, — 5x, - 6%, Sb, 
Bee ee A 


A tabela seguinte, uma simplex ótima, corresponde a valo- 
res específicos de b cb, 


Base X, X; X, X, X; Solução 
Zz 0) a 7 dl e 150 
a | b 2 | 0 30 
Es 0 € -8 | | LO 
Determine: 


(a) Os valores do lado direito, b, cb, 
(b) A solução ótima dual. 
(c) Os elementos a, 6, cd, e. 


*7. A tabela a seguir é uma simplex ótima para um problema de PL de 
maximização com três restrições (=) e todas as variáveis não nega- 
tivas As variáveis x,.x, e x, são de folga associadas às três restrições. 
Determine o valor da função objetivo ótima associado de duas ma- 
neiras diferentes usando as funções objetivo primal e dual, 


Base x, X, Xi X, x, Solução 
z ü 0 0) 3 2 ? 
x 0 0 | | | 2 
X, 0 | 0) l 0 6 
xX, l 0 0 = | 2 


8. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 2x, + 4x, + 4x,- 3x, 
sujeito a 
tt +4, =4 
x, +4x,+x,=8 
XXX ye 


Use o problema dual para mostrar que a solução básica 
(x, t,) não é ótima. 


9. Mostre que o Método 1 da Seção 4.2.3 para determinar os valores 
útimos duais é, na verdade, baseado na Fórmula 2 da Seção 4.2.4. 


4.3 INTERPRETAÇÃO ECONÔMICA DA DUALIDADE 


O problema da programação linear pode ser considerado como 
um modelo de alocação de recursos, cujo objetivo é maximizar a re- 
ceita, sujeito à disponibilidade de recursos limitados. Considerando 
o problema desse ponto de vista, o problema dual associado oferece 
interessantes interpretações econômicas para o problema de PL de 
alocação de recursos, 

Para formalizar a discussão, consideramos a seguinte represen- 
tação geral dos problemas primal & dual como demonstrado na Ta- 
bela 4.10. 


Tabela 4.10 Representação geral dos problemas primal ¢ dual 


Primal Dual 


P 


hr 
Maximizar z = Loy Minimizar w = ¥ by, 
i=l =] 


sujeito a 
Fr 


Papi EA a ASA 
f=1 


xj > 0, fH1,2,...,48 y 2 0 i=l, 2... m7 


sujeito a 


fi 
yay, € + A ae ER 2, aM 
j=] 
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Visto como um modelo de alocação de recursos, o problema 
primal tem n atividades econômicas e m recursos. O coeficiente c, 
no primal representa a receita por unidade da atividade j. O 
recurso f, cuja disponibilidade máxima é b , é consumido à taxa de a, 
unidades por unidade da atividade j. 


4.3.1 Interpretação econômica de variáveis duais 


A Seção 4.2.3 afirma que, para qualquer uma das duas soluções 
viáveis primal e dual, os valores das funções objetivo, quando finitos, 
devem satisfazer a seguinte desigualdade: 


F a 
j=1 i=l 


A igualdade z = w vale quando ambas as soluções, primal e dual, 
são ótimas. 

Vamos considerar primeiro a condição ótima z = w. Dado que 
o problema primal representa um modelo de alocação de recursos, 
podemos considerar que z representa receita em dólares. Como b, 
representa o número de unidades disponiveis do recurso /, a equa- 
ção z = w pode ser expressa em linguagem dimensional como 


$= > (Unidades do recurso 7) x ($ por unidade do recurso i) 


Isso significa que a variável dual, y,, representa o valor equiva- 
lente por unidade do recurso /. Como foi dito na Seção 3.6, a expres- 
são-padrão preço dual (ou preço sombra) do recurso 7 substitui a 
expressão valor equivalente por unidade em toda a literatura de PL 
e em todos os pacotes de software. 

Usando a mesma lógica, a desigualdade z < w associada com 
quaisquer duas soluções viáveis, primal & dual, é interpretada como 


(Receita) < (Valor equivalente de recursos) 


Essa relação afirma que, contanto que a receita total de todas 
as atividades seja menor do que o valor equivalente dos recur- 
sos, as soluções primal e dual correspondentes não são ótimas. A 
otimalidade (receita máxima) só é alcançada quando os recursos 
são explorados completamente, o que só pode acontecer quando a 
entrada (valor equivalente dos recursos) for igual à saida (receita 
em dólares). Em termos econômicos, diz-se que o sistema é instável 
(não ótimo) quando a entrada (valor equivalente dos recursos) for 
maior do que a saida (receita). A estabilidade só ocorre quando as 
duas quantidades são iguais. 


Exemplo 4.3-1 


© problema de PL da Reddy Mikks (Exemplo 2.1-1) e seu dual 
são dados como mostrado na Tabela 4.11. 


Tabela 4.11 Problema de PL da Reddy Mikks e seu dual 


Reddy Mikks primal Reddy Mikks dual 
Maximizar z = 5x, + 4x, Minimizar w = 24y, + 6y, + y, + 2y, 
sujeito a sujeito a 


6x, + 4x, 5 24 (recurso 1, M1) 

x, + 2x, S6 (recurso 2, M2) 

=X, ++, S | (recurso 3, mercado) 

x, & 2 (recurso 4, demanda) 

XX, 20 

Solução ótima: 
x=3x,=15;z=2 


Sy +¥,-y,25 
dy +2y,+¥,+ 7,24 
Vir Ya Fz Fa = 0 


Solução ótima: 
y =O735,y,=O5;¥,=y, =O; =21 


Resumindo, o problema da Reddy Mikks trata da produção de 
dois tipos de tintas (para Interiores e exteriores) que utilizam duas 
matérias-primas, Ml e M2 (recursos | e 2), sujeito aos limites de 
mercado e demanda representados pelas terceira e quarta restri- 
ções. O problema determina as quantidades (em toneladas por dia) 
de tinta para interiores e exteriores que maximizam a receita diária 
(expressa cm milhares de dólares). À solução ótima do dual mostra 
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que o preco dual (valor equivalente por unidade) da matéria-prima 
M1 (recurso 1) é y, = 0,75 (ou $ 750 por tonelada) e o da maté- 
ria-prima M2 (recurso 2) é y, = 0,5 (ou $ 500 por tonelada). Esses 
resultados são válidos para faixas de viabilidade específicas, como 
mostramos na Seção 3.6. Para os recursos 3 e 4, que representam os 
limites de mercado e demanda, ambos os preços duais são zero, O 
que indica que seus recursos associados são abundantes. Por conse- 
guinte, seu valor equivalente por unidade é zero. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.3A 


1. No Exemplo 4.3-1, calcule a variação na receita ótima em cada 
um dos seguintes casos (use a saída do TORA para obter as 
faixas de viabilidade): 

(a) A restrição para a matéria-prima M1 (recurso 1) é 
6x, + 4x, 5 22, 

(b) A restrição para a matéria-prima W2 (recurso 2) é 
x +2x,S 4,5, 

(c) A condição de mercado representada pelo recurso 4 é 
xs 10. 

*2. A NWAC Electronics fabrica quatro tipos de cabos simples para 
a área de segurança. Cada cabo deve passar por quatro operações 
sequenciais: entrançadura, soldagem, enluvamento e inspeção. 
A Tabela A apresenta os dados pertinentes à situação. 


Tabela À 
Minutos por unidade 
Entran- Entuva- Receita 
Cabo cadura Soldagem mento Inspeção unitária ($) 
SC320 10,5 20,4 32 5.0 9.40) 
SC325 93 24.6 25 5.0 10,80 
SCHÜ 11.6 17,7 3,6 5,0 8,75 
SC370 82 26,5 5,5 4.0 7.80 
Capacidade 
diária 


(minutos) 4.500 9.600 4.700 4.500 


O fabricante garante um nível mínimo de produção de 100 

unidades para cada um dos quatro cabos, 

(a) Formule o problema de programação linear e determine a 
programação de produção ótima, 

(b) Tendo como base os preços duais, você recomenda aumentar 
as capacidades de alguma das quatro operações? Explique, 

(c) Os requisitos minimos de produção para os quatro cabos re- 
presentam uma vantagem ou uma desvantagem para a NWAC 
Electronics? Dé uma explicação baseada nos preços duais 

(d) A contribuição unitária atual à receita como especificada 
pelo preço dual pode ser garantida se aumentarmos a capa- 
cidade de soldagem em 10%? 


3. A BagCo produz jaquetas e bolsas de couro. Uma jaqueta re- 
quer 8 mé de couro e uma bolsa, apenas 2 më. Os requisitos de 
mão-de-obra para os dois produtos são 12 ¢ 5 horas, respectiva- 
mente. As disponibilidades semanais atuais de couro e mão-de- 
obra estão limitadas a 1.200 m? è 1.850 horas. A empresa vende 
jaquetas e bolsas a $ 350 e $ 120, respectivamente. O objetivo é 
determinar a programação de produção que maximize a receita 
líquida. A BagCo está considerando uma expansão da produ- 
ção. Qual é o preço máximo de compra que a empresa deve 
pagar pelo couro adicional e para a mão-de-obra? 


4.3.2 Interpretação econômica de restrições duais 


As restrições duais podem ser interpretadas usando a Formula 
2 da Seção 4.2.4, que afirma que, em qualquer iteração primal: 


Pesquisa operacional 


Coeficiente da função objetivo de x = 


Lado esquerdo |. Lado direito da ) 
da resinção dual J restrição dual j 


= 3 Ay, =E; 
jaj 


Mais uma vez, usamos análise dimensional para interpretar essa 
equação. A receita por unidade, c, da atividade j é em dólares por 
unidade. Daí, por coerência, a quantidade 5 av, também deve 
ser em dólares por unidade. Em seguida, como c representa receita, 
a quantidade a ay, que aparece na equação com um sinal opos- 
to, deve representar custo. Portanto, temos 


oe Say _ $| Utilização do recurso i ) x hes por nor | 
fat | “| por unidade de atividade j do recurso / 
Aqui, a conclusão é que a variável dual y, representa o custo 
imputado por unidade de recurso /,e podemos considerar a quanti- 
dade > a,y, como o custo imputado de todos os recursos neces- 
sários para produzir uma unidade de atividade j. 


Na Seção 3.6, referimo-nos à quantidade pr Ee y=6,) como 


o custo reduzido da atividade |. A condição de otimalidade de ma- 
ximização do método simplex diz que um aumento no nível de uma 
atividade j (não básica) não utilizada só pode melhorar a receita se 
seu custo reduzido for negativo. Em termos da interpretação prece- 
dente, essa condição afirma 


recursos usados por uma | = 


unidade da atividade j 


Custo imputado de 
da atividade j 


Receita por a | 


Assim, a condição de otimalidade de maximização diz que é 
economicamente vantajoso aumentar uma atividade até um nivel 
positivo se sua receita unitária ultrapassar seu custo unitário im- 
putado, 

Usaremos o problema da Toyco da Seção 3.6 para demonstrar o 
cálculo. Para facilitar, repetimos aqui os detalhes do problema. 


Exemplo 4.3-2 


A Toyco monta três tipos de brinquedos — trens, caminhões e 
carros — usando três operações. Os tempos de montagem diários 
disponíveis para as três operações são 430, 460 e 420 minutos, res- 
pectivamente, e as receitas por trem, caminhão e carro de brinquedo 
são 43,5 2€ 55, respectivamente. Os tempos de montagem por trem 
para as três operações são um, três e um minutos, respectivamente. 
Os tempos correspondentes por caminhão e por carro são (2,0,4) 
e (1,2, 0) minutos (um tempo zero indica que a operação não é 
usada). 

Representando o número diário de unidades montadas de trens, 
caminhões e carros por x, x, € x, respectivamente, o problema de 
PL associado e seu dual são dados como na Tabela 4.12. 


Tabela 4.12 Problema de PL da Toyco 


Toyeo primal Toyco dual 


Maximizar 
zg=3x, + 2x,+ 3X, 
sujeito a 

x, + 2x, + x, = 430 (Operação 1) y, +37, + 9,23 
ax, + 2x, < 460 (Operação 2) 2y, + 4dy,22 
x, + 4x, £ 420 (Operação 3) y,+2y,25 
Alege eee Vir Fos Vy 0 


= rea 3 
Solução ólima: Solução ótima: 


Minimizar 
w = 430y, + 460y, + d20y, 
sujeito a 


x, =O,4, = 100,x, =230, z= $ 1.350 y= ly, =2,¥,=0.w = 1.350 


A solução ótima primal recomenda a produção de nenhum 
trem, 100 caminhões de brinquedo e 230 carros de brinquedo, Supo- 
nha que a Toyco esteja interessada em produzir trens de brinquedo 
também. Como fazer isso? Observando o problema do ponto de vis- 
la da interpretação do custo reduzido para x os trens de brinquedos 
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se tornarão economicamente atrativos só se o custo imputado dos 
recursos utilizados para produzir uma única unidade de trem for 
estritamente menor do que sua receita unitária. 

Portanto, a Toyco pode aumentar a receita unitária aumentando 
o preço unitário, ou pode reduzir o custo imputado dos recursos 
utilizados (= y, + 3y, + y,). Talvez não seja possível aumentar o preço 
unitário por causa da concorrência de mercado. O mais plausivel é 
uma redução no custo unitário imputado porque acarreta promover 
melhorias nas operações de montagem. Representando as propor- 
ções de redução dos tempos unitários das três operações por r,, r 
e rw 0 problema requer determinar r r er, de modo que o novo 
custo imputado por trem de brinquedo seja menor do que sua re- 
ceita unitária, isto é, 


l(l=7,)y, + 3(1 -r y, + I(l- ry, <3 


Para os valores ótimos dados y, = 1, y, = ie e y, = 0, essa desigual- 
dade se reduz a (Verifique!) 


r,+6r,>4 


Assim, quaisquer valores de r, e r, entre O e 1 que satisfaçam r, 
6r, > 4 devem tornar os trens de brinquedo lucrativos. Entretanto, akes 
não seja possível alcançar essa meta porque ela requer reduções pratica- 
mente impossíveis nos tempos das operações | e 2. Por exemplo, mesmo 
reduções de 50% nesses tempos (isto é, r, = r, = 0,5) não são suficientes 
para satisfazer a condição dada. Por isso,a Toyco não deve produzir trens, 
a menos que seja possível aumentar o preço unitário deles. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.3B 


1. No Exemplo 4.3-2, suponha que, para os trens de brinquedo, 
o tempo por unidade da Operação 2 possa ser reduzido de 3 
minutos para no máximo 1,25 minutos. Em quanto deve ser re- 
duzido o tempo unitário da Operação 1 para que fabricar trens 
comece a ser lucrativo? 

*2. No exemplo 4.3-2, suponha que a Toyco esteja estudando a pos- 
sibilidade de introduzir um quarto brinquedo: carros de bom- 
beiros. A montagem não utiliza a Operação 1, e os tempos uni- 
tários de montagem para as operações 2 e 3 são | e 3 minutos, 
respectivamente, À receita por unidade é $ 4. Você aconselharia 
a Toyco a introduzir o novo produto? 

*3. A JoShop usa tornos e furadeiras de coluna para produzir 
quatro tipos de peças de máquina: PP1, PP2, PP3 e PPS. A 
Tabela B resume os dados pertinentes. 


Tabela B 
Tempo de usinagem em 
inuto: idade d 
Minutos por unida eae Capacidade 
Máquina PPI] PP2 PPS PPI (minutos) 
Tornos 2 5 3 4 5.300 
Furadeiras de coluna 3 4 6 4 5.300 


Receita unitaria (3) 3 ü 5 4 


Para as peças que não são produzidas na solução ótima 
atual, determine a taxa de deterioração da receita ótima por 
unidade de aumento de cada um desses produtos. 

d. Considere a solução ótima da JoShop no Problema 3. À em- 
presa estima que, para cada peça que não seja produzida (pela 
solução ótima), uma redução global de 20% no tempo de usina- 
gem pode ser obtida por meio de melhorias no processo. Essas 
melhorias tornariam essas peças lucrativas! Se isso não aconte- 
cer, qual é a porcentagem minima de redução necessária para 
conseguir realizar a capacidade de receita? 


4.4 ALGORITMOS SIMPLEX ADICIONAIS 


No algoritmo simplex apresentado no Capitulo 3, o problema 
começa com uma solução (básica) viável. Iterações sucessivas conti- 


nuam a ser viáveis até que a ótima seja atingida na última iteração. 


O algoritmo será tratado por método simplex primal. 
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Esta seção apresenta mais dois algoritmos: o dual simplex e o 
simplex generalizado. No dual simplex, a PL começa em uma solu- 
ção (básica) inviável melhor do que a ótima, IteragGes sucessivas 
permanecem inviáveis e (melhores do que) ótimas até que a viabi- 
lidade seja restaurada na última iteração. O simplex generalizado 
combina os dois métodos simplex, primal e dual, em um único algo- 
ritmo. Ele trata de problemas que começam não ótimos e também 
inviáveis, Nesse algoritmo, iterações sucessivas são associadas com 
soluções básicas viáveis ou (básicas) inviáveis. Na iteração final, a 
solução se torna ótima e viável (considerando que ela exista). 

Os três algoritmos, o primal, o dual e o generalizado, são utiliza- 
dos no decorrer dos cálculos de análise pós-otimização, como será 
mostrado na Seção 4.5. 


4.4.1 Algoritmo dual simplex 


O ponto crucial do dual simplex é começar com uma solução 
básica melhor do que a ótima e inviável. As condições de otimalida- 
de e viabilidade são desenvolvidas para preservar a otimalidade das 
soluções básicas enquanto as iterações da solução são manipuladas 
na direção da viabilidade. 


Condição de viabilidade dual. A variável que sai da base, x, é a 
variável que tem o valor mais negativo (os empates são resolvidos 
arbitrariamente). Se todas as variáveis básicas forem não negativas. 
o algoritmo termina. 


Condição de otimalidade dual. Dado que x, é a variável que sai 
da base, sejam ¢, o custo reduzido da variável não básica xe. oO 
coeficiente de restrição da linha x, e a coluna x, da tabela simplex. 
A variável que entra na base é a variável não básica com & <0 que 
corresponde a 


min la, <0 | 
Ni ásia x, rj 

(Os empates são resolvidos arbitrariamente.) Se œ, 2 0 para 
todas as variáveis não básicas x, o problema não tem nenhuma so- 
lução viável. 

Para que o problema de PL inicie como ótima e inviável, é ng- 
cessário cumprir dois requisitos: 


1. A função objetivo deve satisfazer a condição de otimalidade do 
método simplex normal (Capítulo 3). 


2. Todas as restrições devem ser do tipo (=). 


A segunda condição requer converter qualquer (=) em (£) pela 
simples multiplicação de ambos os lados da desigualdade (2) por 
-1. Se o problema de PL incluir restrições (=), a equação pode ser 
substituída por duas desigualdades. Por exemplo, 


Xx +=] 
é equivalente a 
x +45), x +x,2] 
ou 


X+1%,51,-x =X 5-1] 

Após converter todas as restrições em (=), a solução inicial é 
inviável se pelo menos algum dos lados direitos das desigualdades 
for estritamente negativo. 


Exemplo 4.4-1 


Minimizar z = 3x, + 2x, + x, 
sujeito a 
ee oe Sado e 
—3x, + 3x, +x, 26 
x +4,+%,55 


Xj EE > 0 
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No presente exemplo, as duas primeiras desigualdades são mul- 
tiplicadas por -1 a fim de se convertê-las em restrições (=). Assim, a 
tabela simplex inicial é dada como: 


Base x x, X X; Xs Ee Solução 
z -3 -2 =] 0 0 0 0 
xX, -3 =| =| l 0 0 -3 
EA 3 -3 -] 0) | 0) -ý 
x | | | 0 0) l 3 


A tabela simplex é ótima porque todos os custos reduzidos na linha 
zsho <0 (¢ =-3,¢, =-2, c,=-l, ¢,=0, ¢,=0, c,=0). Também é inviável 
porque pelo menos uma das variáveis básicas é negativa (x, = =5,x, = -6, 
TES 

De acordo com a condição de viabilidade dual, x, (= —6) é a 
variável que sai. A Tabela 4.13 mostra como a condição de otimali- 
dade dual é usada para determinar a variável que entra na base. 


Tabela 4.13 Condição de otimalidade dual 


j=l j=2 j=3 
Variável não básica xy Xa Xa 
(cj) da linha z -3 -2 -] 
Linha x5, 04; 3 -3 - | 
Razão, (g=), Os; < 0 — : l 


As razões mostram que x, é a variável que entra na base. Ob- 
serve que uma variável não básica x, é uma candidata a entrar na 
solução básica só se q, for estritamente negativa. Essa é a razão por 
que x, foi excluída da Tabela 4.15. 

A tabela simplex seguinte é obtida usando as conhecidas ope- 
rações de linha, que dão 


Base vy Xa Y3 Va Vs ra Solução 
z -5 0 -: 0 -i 0 4 
Y4 -4 0 -5 I -=i 0 -1 
ra -1 | l 0 -į 0 2 
X¢ 2 60 $ 0 ; | 

Razão ; — l H 2 = 


A tabela anterior mostra que x, sai da base e x, entra na base,o que 
resulta na seguinte tabela, que é, ao mesmo tempo, ótima e viável, 


Base xy As Xá Xa Es x, Solução 
z -3 0 0 -5 -5 0 3 
x; 6 0 -5 l 0 ; 
xa <3 0 ; = 0 3 
Xg -2 ü 0) | 0) l 0) 


Observe como o dual simplex funciona. Em todas as iterações, a oti- 
malidade é mantida (todos os custos reduzidos são £ 0). Ao mesmo tem- 
po, cada nova iteração leva a solução em direção à viabilidade. Na itera- 
ção 3, a viabilidade é restaurada pela primeira vez e o processo termina 


= ga sã 3 3 
com a solução ótima viável dada por x, = 0, x, = qt > ez=—. 


Pesquisa operacional 


Momento TORA 


O TORA fornece um módulo tutorial para o método dual sim- 
plex. No menu Solve/Modify selecione Solve = Algebraic = Ite- 
rations = Dual Simplex. Lembre-se de que você precisa converter 
restrições (=) em desigualdades, porém não precisa converter as 
restrições (=) porque o TORA fará a conversão internamente. Se o 
problema de PL não satisfizer os requisitos iniciais do dual simplex, 
aparecerá uma mensagem na tela. 

Como no método simplex normal, o módulo tutorial permite 
que você selecione com antecedência as variáveis que entram na 
base e as variáveis que saem da base. Depois, uma mensagem infor- 
ma se sua seleção está correta. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.4Aº 


1. Considere a região de soluções da Figura 4.3, na qual desejamos 
encontrar o ponto extremo ótimo que o método dual simplex 
usa para minimizar z = 2x, + x, A solução ótima ocorre no pon- 
to F = (0,5; 1,5} no grafico. 

(a) O dual simplex pode iniciar no ponto A? 

*(b) Se a solução básica inicial (inviável, porém melhor do que 
a ólima) é dada pelo ponto G, seria possível que as itera- 
ções do método dual simplex percorressem o caminho 
G — E — F? Explique. 

ic) Se a solução básica inicial (inviável) começar no ponto L, 
indique um possível caminho do método dual simplex que 
leva ao ponto ótimo viável no ponto F. 

2. Gere as iterações do dual simplex para os seguintes problemas 
(utilize o TORA por conveniência) e trace o caminho do algo- 
ritmo no gráfico da região de soluções. 

(a) Minimize z = 2x, + 3x, 


Figura 4.3 
Região de soluções para o Problema 1, Conjunto 4.4A 


x 


sujeito a 
2x, + 2x, = 30 
x, + 2x, 210 


X. 4,20 


(b) Minimizar z = 5x, + 6x, 
sujeito a 
x +x, 22 
dr, +x,24 


* Aconselhamos você a usar o modo tional do TORA no que for possível para evitar a tediosa larefa de executar as operações do Gauss-Jordan, Dessa maneira você pode se concentrar no 


entendimento das idéias principais do método. 
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(e) Minimizar z = dz, + 2X, 


sujeito à 
tr +x,=1 
3x =x, 22 
Xo, aU 


(d) Minimizar z = 2x, + 3x, 
sujeito a 
2%, +23 


3. Dual simplex com restrições artificiais. Considere o seguinte 

problema: 
Maximizar z = 2x, — x, +x, 

sujeito a 

2x, + Ix, — 54,24 

-x + 9x,-x,23 

4x + 6x, + 3x, <8 

É ao ie ee 
A solução básica inicial que consiste das variáveis de so- 

bra x, ¢ x, e da variável de folga x, é inviável porque x, = -4 e 
x, = -3. Contudo, o dual simplex não é aplicável diretamente 
porque x, è x, não satisfazem a condição de otimalidade para 
maximização. Mostre que adicionando a restrição artificial 
x, +x S M (na qual M é suficientemente grande para não eli- 
minar nenhum ponto viável da região de soluções original), e 
depois usando a nova restrição como uma linha pivô, a seleção 
de x, como a variável que entra na base (porque ela tem coefi- 
ciente na função objetivo mais negativa) resultará em uma linha 
z em que todas as variáveis são ótimas. Em seguida, aplique o 
método dual simplex normal ao problema modificado. 

4. Usando o procedimento da restrição artificial apresentado no 
Problema 3, resolva os seguintes problemas pelo método dual 
simplex. Em cada caso, indique se a solução resultante é viável, 
inviável ou ilimitada. 

(a) Maximizar z = 2x, 
sujeito a 
=x, + 2x,- 24,25 
-y $4, + 24,24 
2x, -x + 4x, = 10 


é sd AE eye 0 


(b) Maximizar z =x, = 3x, 
sujeito a 
4x52 


*(c) Minimizar z =—x, + x, 
sujeito a 


vy -4x,25 

Ae eS 

2x, — 5x, 2 1 
rx, 20 


(d) Maximizar z = 2x 
sujeito a 


4 


-ti e5 
T Sg | 
3x, + x, — 10x, 58 


XX > () 
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5. Resolva o seguinte problema de PL de três maneiras diferentes 
(use o TORA por conveniência). Qual método parece ser mais 
eficiente em termos de cálculo por computador? 


Minimizar z = 6x, + 7x, + 3x, + 5x, 
sujeito a 
Sx, + 6x, — 3x, + dx, > 12 
x, — 5x, - 6x, 2 10 
2x, + 4x, 4+%,4+2,28 


A Py r = 
XX Xp X,20 


4.4.2 Algoritmo simplex generalizado 


O algoritmo simplex (primal) do Capítulo 3 começa viável, po- 
rém não ótimo, O dual simplex da Seção 4.4.1 começa (melhor do 
que) ótimo, porém inviável. E se um problema de PL começar não 
ótimo ¢ também inviável? Vimos que o simplex primal leva em con- 
ta a inviabilidade da solução inicial usando variáveis artificiais. De 
modo semelhante, o dual simplex leva em conta a não-otimalidade 
usando uma restrição artificial (veja Problema 3, Conjunto 44A). 
Embora esses procedimentos sejam desenvolvidos para aprimorar 
cálculos automáticos, tais detalhes podem fazer com que percamos 
de vista o que o algoritmo simplex verdadeiramente acarreta, ou 
seja, a solução ótima de uma PL está associada com uma solução 
básica. Tomando essa observação como base, você será capaz de “ta- 
lhar” seu próprio algoritmo simplex para problemas de PL que co- 
meçam não ótimos ¢ também inviáveis. O exemplo seguinte ilustra 
o denominado algoritmo simplex generalizado. 


Exemplo 4.4-2 


Considere o problema de PL do Problema d(a), Conjunto 4.44. 
O modelo pode ser colocado na forma de uma tabela como a tabela 
que se segue, na qual a solução básica inicial (x,, x, x.) é não óti- 
ma (porque x, tem um custo reduzido negativo) e também inviável 
(porque x, = 8). (À primeira equação for multiplicada por -1 para 
revelar a inviabilidade diretamente na coluna Solução.) 


Base XI Xa Xa Xs Xz Xa Solução 
z 0) 0) -2 0 0) 0 0) 
Xy | -2 2 | 0 0 -8 
Xs =] | I ü | 0) 4 
X 2 =| 4 0 0 | 10 


Podemos resolver o problema sem a utilização de quaisquer 
variáveis artificiais, ou restrições artificiais, da seguinte maneira: eli- 
mine a inviabilidade primeiro aplicando uma versão da condição de 
viabilidade do dual simplex, que seleciona x, como a variável que sai 
da base. Para determinar a variável que entra na base, basta que tenha- 
mos uma variável não básica cujo coeficiente de restrição na linha x, seja 
estritamente negativo. À seleção pode ser feita sem levar em considera- 
ção a otimalidade porque, de qualquer modo, a esta altura ela não exis- 
te (compare com a condição de otimalidade dual). No presente exem- 
plo, x, tem um coeficiente negativo na linha x, e é selecionada como a 
variável que entra. O resultado é a tabela seguinte: 


Base Yı X3 X3 x Xs Xg solução 
z 0 0 ag 0 0 0 0 
X3 a ; l -] - 4 0 ü 4 
a =} 0) 2 i | 0 0 
Xe : 0 3 -} 0 l 14 
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A solução na tabela simplex precedente agora é viável, porém 
não ótima, e podemos usar o simplex primal para determinar a so- 
lução ótima, De modo geral, se não tivéssemos restaurado a viabi- 
lidade na tabela anterior, repetiriamos o procedimento conforme 
necessário até a viabilidade ser satisfeita ou haver evidência de que 
o problema não tem nenhuma solução viável (o que acontece se 
uma variável básica for negativa e se todos os coeficientes de res- 
trição forem não negativos). Uma vez estabelecida a viabilidade, a 
próxima etapa é dar atenção à otimalidade aplicando a condição de 
otimalidade adequada do método simplex primal. 


Comentarios. A essência do Exemplo 4.4-2 é que o método simplex 
não é rígido. A literatura apresenta uma profusão de variações do 
método simplex (por exemplo, o método primal-dual, o método si- 
métrico, o método entrecruzado e o método multiplex), o que dá a 
impressão de que cada procedimento é diferente quando, na verdade, 
todos procuram uma solução básica com um viés em favor de cálculos 
automatizados e, talvez, eficiência em termos desses cálculos. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.4B 


1. O problema de PL do Problema 4(c), Conjunto 4.4A, não tem 
nenhuma solução viável, Mostre como essa condição é detecta- 
da pelo procedimento simplex generalizado. 


2. O problema de PL do Problema 4(d), Conjunto 4.4A, não tem 
nenhuma solução limitada, Mostre como essa condição é detec- 
tada pelo procedimento simplex generalizado. 


4.5 ANÁLISE POS-OTIMIZACAO 


Na Seção 3.6, tratamos da sensibilidade da solução ótima pela 
determinação das faixas para os diferentes parâmetros que man- 
tertam a solução básica ótima inalterada, Nesta seção, tratamos de 
fazer alterações nos parâmetros do problema e achar a nova solu- 
ção ótima. Considere, por exemplo, um caso do setor de avicultura 
no qual um problema de PL costuma ser usado para determinar a 
ração ótima para frangos (Exemplo 2.2-2). O consumo por frango 
varia de 0,26 Ib (120 gramas) para uma ave de uma semana a 2,1 Ib 
(950 gramas) para uma ave de oito semanas, Ademais, o custo dos 
ingredientes da ração pode variar periodicamente. Essas alterações 
requerem o recálculo periódico da solução ótima, A análise pós- 
otimização determina a nova solução de modo eficiente. A base 
dos novos cálculos é a utilização da dualidade e as relações primais- 
duais dadas na Seção 4.2, 

A Tabela 4.14 apresenta uma lista de casos que podem surgir 
na análise pós-otimização e as ações necessárias para obter a nova 
solução (considerando que ela exista). 


Tabela 4.14 Casos de análise pós-otimização e respectivas ações 
necessárias para a solução 
Condição após a mudança 
popa tole anga Ação recomendada 
de parâmetros 
Nenhuma ação adicional 
é necessária 


Solução atual 
permanece ótima e viável 


Solução atual se 
torna inviável 


Usar o dual simplex para 
recuperar a viabilidade 

Solução atual se 
torna não ótima 


Usar o simplex primal para 
recuperar otimalidade 


Solução atual se torna não Usar o método simplex generalizado 
ótima e também inviável para obter uma nova solução 


Os três primeiros casos são investigados nesta seção. O quarto 
caso, por ser uma combinação dos casos 2 e 3,é tratado no Problema 
6, Conjunto 4,5A, 

O problema da Toyco do Exemplo 4.3-2 será usado para explicar 
os diferentes procedimentos. Lembre-se de que o problema da Toyco 


Pesquisa operacional 


trata da montagem de três tipos de brinquedos: trens, caminhões e 
carros. Três operações estão envolvidas na montagem. Desejamos de- 
terminar o número de unidades de cada brinquedo que maximizará a 
receita. O problema e seu dual são repetidos aqui para facilitar. 


Tabela 4.15 Problemas da Toyco primal e dual 


Toyco primal Toyco dual 
Maximizar Minimizar 
z= 4x, + 2x, + 5x, w= 430y, + 460y, + 420y, 
sujeito a sujeito a 


x, + 2x, +x, $430 (Operação 1) y, + 3y,+y,23 


ax, + 2x, < 460 (Operação 2) 2y, + dy, >2 
x, + 4x, = 420 (Operação 3) y,+2y,25 
XX, x, 20 Pp Fo ¥, 20 


Solução ótima: Solução ótima: 


x, =0,x, = 100,x,=230,2=$1.350 y,=1.y,=2,y,=0,w =$ 1.350 


A tabela simplex ótima associada para o primal é dada como: 


Base xy X3 X3 X4 Xs Xg Solução 
z 4 0 0 l 2 0 1.350 
xo -i l 0 5 oe g 100 
x 3 0 l 0 =o q 230 
Xo 2 o o EÈ E a 20 


4.5.1 Alterações que afetam a viabilidade 


A viabilidade da solução ótima atual só pode ser afetada se: 1) o 
lado direito das restrições for alterado; ou 2) uma nova restrição for 
adicionada ao modelo. Em ambos os casos, a inviabilidade ocorre 
quando no mínimo um elemento do lado direito da tabela ótima 
se torna negativo, ou seja, uma ou mais variáveis básicas atuais se 
tornam negativas. 


Alterações do lado direito. Essa alteração requer recalcular o lado 
direito da tabela usando a Fórmula 1 da Seção 4.2.4: 


Novo lado direito da | | Inversa na «| Novo lado direito 
tabela na iteração + iteração i das restrições 


Lembre-se de que o lado direito da tabela simplex dá os valores 
das variáveis básicas. 


Exemplo 4.5-1 


Situação 1. Suponha que a Toyco queira expandir suas linhas de 
montagem aumentando a capacidade diária das operações 1,2 e 3 
em 40%, passando para 602, 644 e 588 minutos, respectivamente. 
Como essa alteração afetaria a receita total? 

Com esses aumentos, a única alteração que ocorrerá na tabela sim- 
plex ótima é o lado direito das restrições {e o valor objetivo ótimo). 
Assim, a nova solução básica será calculada da seguinte maneira: 


| i 
x,) |z q t62) (140 
r,/=! 0 - À O44 |=| 322 
Ke o i] 555 28 


Assim, as variáveis básicas atuais, x,.X, € x, permanecem viáveis 
nos novos valores 140, 322 e 28, respectivamente. À receita ótima as- 
sociada é $ 1.890, que é $ 540 maior do que a receita atual de $ 1.350. 


Situação 2. Embora a nova solução seja atraente do ponto de vista 
do aumento de receita, a Toyco reconhece que sua implementação 
pode demorar, Portanto, foi feita outra proposta para deslocar a fol- 


Capitulo 4 Dualidade e análise pós-otimização 


ga de capacidade da Operação 3 (x, = 20 minutos) para à capacidade 
da Operação 1. Como essa mudança afetaria a solução ótima? 


O mix de capacidade das três operações muda para 450, 460 e 
400 minutos, respectivamente. À solução resultante é 


A tm 
v, 2 a 01/450 110 
x, |=| Q À (|| 460 |=| 230 
x, aAa] 400) (40 


A solução resultante é inviável porque x, = —40, o que requer a 
aplicação do método dual simplex para recuperar viabilidade. Em 
primeiro lugar, modificamos o lado direito da tabela simplex, como 
mostra a coluna sombreada da tabela seguinte. Observe que o valor 
associado dez = 3 x 0 +2 x 110 + 5 x 230 = $ 1.370. 


Base X| Xs X3 Ny Xs Xg Solução 
z 4 0 0 l 2 0 1.370 
te -; 1 0 l 40 110 

X3 > 0 l 0 >; 0 230 
Xe 2 0 0 -3 | | -40 


Pelo dual simplex, x, sai da base e x, entra na base, o que resulta 
na tabela a seguir (em geral, o dual simplex pode exigir mais do que 
uma iteração para recuperar viabilidade). 


Base Xi Xa Xá Xi Xg Xa Solução 
z 5 0 0 0 s ; 1.350 
x i l 0 0 0 i 100 
va q | 0 l 0 230 
X4 -1 0 0 | -} ~=} 20 


A solução ótima (em termos de x, x, e x,) permanece a mesma 
do modelo original. Isso significa que o deslocamento proposto da 
alocação de capacidade não é vantajoso nesse caso porque a única 
coisa que acontece é a troca de uma sobra de capacidade da Ope- 
ração 3 por uma sobra de capacidade da Operação 1. À conclusão é 
que a Operação 2 é o gargalo e pode ser vantajoso deslocar a sobra 
para a Operação 2 (veja Problema 1, Conjunto 4.54). A seleção da 
Operação 2 em vez da Operação | também é reforçada pelo fato de 
o preço dual para a Operação 2 (= $ 2/min) ser mais alto do que para 
a Operação | (= $ 1/minj. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.5A - 


1. No modelo da Toyeo apresentado no início da Seção 4.5, seria 
mais vantajoso designar os 20 minutos de excesso de capacidade 
da Operação 3 para a Operação 2 em vez de para a Operação 1? 

2. Suponha que a Toyco queira alterar as capacidades das três 
operações de acordo com os casos seguintes; 


460 500 300 450 
(a) | 500 (b) | 400 (c) | 800 (d) | 700 
400 600 200 350 


Use a análise pós-otimização para determinar a solução óti- 
ma em cada caso, 

3. Considere o problema da Reddy Mikks do Exemplo 2.1-1. Sua 
tabela simplex ótima é dada no Exemplo 3.3-1. No caso de as 
disponibilidades diárias das matérias-primas M1 e M2 serem 
aumentadas para 28 e 8 toneladas, respectivamente, use a análi- 
se pós-otimização para determinar a nova solução ótima, 
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*4, A Ozark Farm tem 20.000 frangos que são alimentados durante 
oito semanas e só depois são comercializados. A ração semanal 
por frango varia de acordo com o esquema da Tabela C. 


Tabela C 
Semana 1 2 3 4 5 6 T 5 
Ib‘frango 0,26 048 0,75 1,00 1,30 1,60 1,90 2,10 


Para o frango conseguir o ganho de peso desejado em oito 
semanas, as rações devem satisfazer necessidades nutricionais 
específicas. Embora uma lista típica de itens para compor as 
rações seja grande, para simplificar limitaremos o problema a 
três itens apenas: calcário, milho e preparado de soja. As neces- 
sidades nutricionais também serão limitadas a três tipos: cálcio, 
proteina e fibra. A Tabela D resume o teor nutritivo dos ingre- 
dientes selecionados, junto com os dados de custo, 


Tabela D 
Teor (Ib) por Ib de 
Ingrediente Cálcio Proteina Fibra $ por Ib 
Calcário 0,380 (1,00 0,00 0,12 
Milho 0,001 0,09 0,02 0,45 
Preparado de soja 0,002 0,50 0,08 1,60 


O mix da ração deve conter: 
(a) No minimo 0,8% de cálcio, porém não mais do que 1,2%. 
(b) No minimo 22% de proteina. 
(c) No máximo 5% de fibra em estado natural. 


Resolva o problema de PL para a semana | ¢ depois use a 
análise pós-otimização para desenvolver uma esquema ótimo 
para as sete semanas restantes, 

5. Mostre que a regra dos 100% de viabilidade do Problema 12, 
Conjunto 3.6C (Capitulo 3), é bascada na condição 


Matriz inversa )/ Vetor original” | 
da solução ótima /) do lado direito / ~ 


6. A análise pós-otimização para casos que afetam a otimalidade 
e também a viabilidade. Suponha que você receba as seguintes 
alteragoes simultâneas para o problema da Reddy Mikks: as 
receitas por tonelada de tinta para exteriores e interiores são 
$ 1.000 e de $ 4.000, respectivamente, e as disponibilidades 
máximas diárias das matérias-primas M1 e M2 são 28 € 8 tong- 
ladas, respectivamente. 

(a) Mostre que as alterações propostas tornarão a solução óti- 
ma atual não ótima e também inviável, 

(b) Use o algoritmo simplex generalizado (Seção 4.4.2) para 
determinar a solução viável ótima. 


Adição de novas restrições. À adição de uma nova restrição a um 
modelo existente pode levar a um de dois casos. 


1. A nova restrição é redundante, o que significa que é satisfeita 
pela solução ótima atual e, por conseguinte, pode ser totalmente 
eliminada do modelo. 

2. A solução atual viola a nova restrição, caso em que o método 
dual simplex é usado para restaurar a viabilidade. 


Observe que a adição de uma nova restrição nunca pode me- 
lhorar o valor ótimo atual da função objetivo. 


Exemplo 4.5-3 


Situação 1. Suponha que a Toyco esteja mudando o projeto de seus 
brinquedos e que a mudança exigirá a adição de uma quarta opera- 
ção nas linhas de montagem. A capacidade diária da nova operação 
é 500 minutos, ¢ os tempos por unidade para os três produtos nessa 
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operação são três, um e um minutos, respectivamente. Estude o efei- 
to da nova operação sobre a solução ótima. 


A restrição para a Operação 4 é 
3x, + x, +x, S 500 


Essa restrição é redundante porque é satisfeita pela solução óti- 
ma atual, x, = 0, x, = 100 e x, = 230. Portanto, a solução ótima atual 
permanece inalterada. 


Situação 2. Agora suponha que os tempos unitários da Toyco para 
a quarta operação sejam alterados para três, três e um minutos, res- 
pectivamente. Todos os dados restantes do modelo permanecem os 
mesmos. A solução ótima mudará? 


A restrição para a Operação 4 é 


Essa restrição não é satisfeita pela solução ótima atual, Portan- 
to a nova restrição deve ser adicionada à tabela simplex ótima atual 
da seguinte maneira (x, é uma folga): 


Base x; Xa X4 X4 Xs Xá x; Solução 
z A É o | 2.0 0 1.350 
x -i | 0 i l o DO 100 
xy 5 0 0 >; o E 230 
i 2 & D -2 E 1 0 20 
e BM & l 0 Hf l 500 


A tabela mostra que x, = 500,0 que não é consistente com os 
valores de x, e x, no restante da tabela. A razão é que as variáveis 
básicas x, e x, não foram substituídas na nova restrição, Essa substi- 
tuição é realizada com a execução da seguinte operação: 


Nova linha x, = Velha linha x, = {3 x (linha x,) + 1 x (linha x,)} 
Essa operação é exatamente o mesmo que substituir 
| | | 
x, = 100-(-— x, + —x,- —x, 
2 ( 4 | a d 4 : ) 
3 | 
x,=230-( E x, + 5 x.) 


na nova restrição, Assim, a nova tabela simplex é dada como: 


Base x, Xa X3 X4 Xs Xg x7 Solução 
z 4 0 0 | 3 0 O 1.350 
xy =i 1 0 Lo A p 0O 100 
x 3 0 l 0 ; 0 0 230 
xe 2 0 0 “2 | | 0 20 
x q 0 0 -3 i 0 1  -30 


A aplicação do método dual simplex produzirá a nova solução 
ótima: x, = 0.x, = 90, x, = 230 e z = $ 1.330 (verifique!). A solução 
mostra que a adição da Operação 4 provocará uma redução na re- 
ceita de $ 1.350 para $ 1.330. 


Pesquisa operacional 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.5B 


1. No modelo da Toyco, suponha que a quarta operação tenha as 
seguintes especificações: a taxa máxima de produção baseada em 
480 minutos por dia é 120 unidades do produto 1, 480 unidades 
do produto 2 ou 240 unidades do produto 3. Determine a solução 
ótima considerando que a capacidade diária é limitada a: 

*(a) 570 minutos. 
(b) 548 minutos, 

2. Restrições secundárias. Em vez de resolver o problema usando 
todas as suas restrições, podemos começar identificando as de- 
nominadas restrições secundárias — restrições que suspeitamos 
serem menos restritivas em termos da solução ótima, O modelo 
é resolvido usando as restrições (primárias) remanescentes. En- 
tão adicionamos as restrições secundárias, uma por vez. Uma 
restrição secundária é descartada se satisfizer a solução ótima 
disponível. O processo é repetido até que todas as restrições 
secundárias sejam levadas em conta. 

Aplique o procedimento proposto ao seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 5x, + 6x, + 3x, 
sujeito a 
5x, + 34x, + 34,550 
x, +X,—1,5 20 
7x, + 6x, - 9x, 530 
5x, +54, + Sx, 535 
12x, + 6x, < 90 
x, — Ox, S20 


Xp Xnt3 2 0 


4.5.2 Alterações que afetam a otimalidade 


Esta seção considera duas situações particulares que poderiam 
afetar a otimalidade da solução atual: 

1. Alterações nos coeficientes originais da função objetivo. 

2. Adição de uma nova atividade econômica (variável) ao modelo. 
Alterações nos coeficientes originais da função objetivo. Essas alte- 
rações afetam apenas a otimalidade da solução e, por isso, exigem 
um novo cálculo dos coeficientes da linha z (custos reduzidos) de 
acordo como o seguinte procedimento: 

1. Calcule os valores duais usando o Método 2 da Seção 4.2.3. 

2. Use os novos valores duais da Fórmula 2, Seção 4.2.4, para de- 
terminar os novos custos reduzidos (coeficientes da linha z). 
serão tidos como resultado dois casos: 

1. A nova linha z satisfaz a condição de otimalidade. A solução per- 
manece inalterada (contudo, o valor objetivo ótimo pode mudar). 


2. À condição de otimalidade não é satisfeita. Aplique o método 
simplex (primal) para recuperar a otimalidade. 


Exemplo 4.5-4 


Situação 1. No modelo da Toyco, suponha que a empresa adotou 
uma nova política de preços para enfrentar a concorrência. As re- 
ceitas unitárias sob a nova política são $ 2,5 3 e $ 4 para trens, ca- 
minhões e carros de brinquedo, respectivamente. Como a solução 
ótima será afetada? 


A nova função objetivo é 
Maximizar z = 2x, + 3x, + dx, 
Portanto, 


(Novos coeficientes da função objetivo 
das variáveis básicas x, x, e x,) = (3, 4, 0) 


Capitulo 4 Dualidade e análise pós-otimização 


Usando o Método 2, Seção 4.2.3, as variáveis duais são calcu- 
ladas como 


1 1 pl 

go j E 
(49 )=(3 400 1 0/=(5:550) 

—2 1 1 


Os coeficientes da linha z são determinados como as diferenças 
entre os lados esquerdo e direito das restrições duais (Fórmula 2, 
Seção 4.2.4). Não é necessário recalcular os coeficientes da linha z 
das variáveis básicas x,.x, ¢ x, porque eles sempre são iguais a zero, 
independentemente de quaisquer alterações feitas nos coeficientes 


da função objetivo (Verifique! }. 
4 ; M 3 13 
Custo reduzido de x, = y, + 3y, + y,—2= = + a a. 


Custo reduzido de x, = y,- 0 = 


ae |an b |in 


Custo reduzido de x, = y,- 0 = 


Note que o lado direito da primeira restrição dual é 2,0 nove 
coeficiente na função objetivo modificada. 

Os cálculos mostram que a solução atual, x, = O trens, x, = 100 
caminhões e x, = 230 carros, continua ótima, A nova receita corres- 
pondente é calculada como 2 x O + 3 x 100 + 4 x 230 = $ 1.220, A 
nova política de preços não é vantajosa porque leva a uma receita 
mais baixa. 


Situação 2. Agora, suponha que a função objetivo da Toyco seja al- 
terada para 


Maximizar z = 6x, + dx, + dx, 


A solução ótima mudará? 


Temos 
Ds 
3 4° 
35 
(Yis Yor Ja) =(3, 4, 0)] 0 ; ü =(5. 4 0) 

ii 

: | a ares 3 

Custo reduzido de x, = y, + 3y, + y,- 6 = > * Aq a a 


Custo reduzido de x, = y, - 0 = 


$ |an ta | tod 


Custo reduzido de x, = y,- 0 = 


O novo custo reduzido de x, mostra que a solução atual não é 
ótima. 


Para determinar a nova solução, a linha z é alterada como mos- 
tram as células sombreadas da tabela seguinte. 


Base xy Xa X3 Xá Xs Xé Solução 
3 3 5 
P mo q : > o 1.220 
X3 -ʻ | 0 ; -4 0 100 
X3 ~ 0 | 0 1 0 230 
Xg 2 0) 0 -2 | | 20) 


Os elementos mostrados nas células sombreadas são o novo 
custo reduzido para as variáveis não básicas x,, x, e x,. Todos os ele- 
mentos restantes são os mesmos da tabela simplex ótima original, 
Portanto, a nova solução ótima é determinada deixando que x, entre 
na base ¢ x, saia da base, o que resulta em x, = 10,x,= 102,5,x, = 215; 
e z = $ 1.227,50 (Verifique!) Embora a nova solução recomende a 
produção dos três brinquedos, a receita ótima é menor do que quan- 
do são fabricados apenas dois brinquedos. 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.5C 


1. Investigue a otimalidade da solução da Toyco para cada uma 
das seguintes funções objetivo. Se a solução mudar, use a análi- 
se pós-otimização para determinar uma nova solução ótima. (A 
tabela simplex ótima da Toyco foi dada no início da Seção 4.5.) 
(a) z=2x, + x, + 4x, 
(b) z =3x, + Gx, + x, 
(c) z= 8x, + 3x, + 9x, 


2. Investigue a otimalidade da solução da Reddy Mikks (Exemplo 
4.3-1) para cada uma das seguintes funções objetivo. Se a solu- 
ção mudar, use a análise pós-otimização para determinar uma 
nova solução ótima. (A tabela simplex ótima do problema foi 
dada no Exemplo 3.3.-1.) 

*(a) z =3x +2x, 
(b) z à 
*(c) z=2r + Sr, 

3. Mostre que a regra dos 100% de otimalidade (Problema 8, Con- 
junto 3.6D, Capítulo 3) é derivada de (Custos reduzidos) 2 0 
para problemas de maximização e de (Custos reduzidos) = O para 
problemas de minimização. 


Adição de uma nova atividade. A adição de uma nova atividade 
em um problema de PL equivale a adicionar uma nova variável, 
Por intuição, a adição de uma nova atividade só é desejável se ela 
for lucrativa, isto é, se melhorar o valor ótimo da função objetivo, 
Essa condição pode ser averiguada pelo cálculo do custo reduzido 
de uma nova variável usando a Fórmula 2 da Seção 4.2.4. Se a nova 
atividade satisfizer a condição de otimalidade, então ela não é lucra- 
tiva. Caso contrário, é vantajoso incluir a nova atividade. 


Exemplo 4.5-5 


A Toyco reconhece que trens de brinquedo não estão em pro- 
dução atualmente porque não são lucrativos. A empresa quer subs- 
tituir os trens por um novo produto, um carro de bombeiros, a ser 
montado em suas instalações fabris em funcionamento, A Toyco 
estima que a receita por carro de bombeiros seja $ 4 e que os tem- 
pos de montagem por unidade sejam um minuto para cada uma das 
operações, um e dois, e dois minutos para a Operação 3. Como essa 
alteração afetaria a solução? 

Vamos representar o novo produto, carro de bombeiros, por x. 
Dado que (y,, Ya 4,4) = (1,2,0) são os valores duais ótimos, obtemos 


Custo reduzido de x, = 1y, + Iy, +2y,—-d=|xl+]x2+2x0-4=— 

O resultado mostra que é lucrativo incluir x, na solução básica 
ótima. Para obter a nova solução ótima, em primeiro lugar calcu- 
lamos sua coluna de restrição usando a Fórmula 1 da Seção 4,2,4, 


como i A | 
T 4 CM lã 

Colunaderestriçãox,=| g 1 gi} 1ll=|1 

2 4 2 

oe ot: aye 1a 


Assim, a tabela simplex atual pode ser modificada da seguinte 
maneira 


Base xi Xa X3 x7 X4 Xs x, Solução 
z 4 0 () ~] 2 0 1.350 
x, =- 1 0 l I l 0 100 
à E 0 l 5 0 s p 230 
X, 2 0) 0) l -2 | | 20 


A nova solução ótima é determinada deixando que x, entre na 
solução básica, caso em que x, deve sair da base. Uma nova solução 
éx = 0, = 0, = 125, x, = 210 e z = $ 1,465, (Verifique!) o que 
resulta em um aumento da receita em $ 115. 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 4.5D 


* 1. 


No problema original da Toyco, trens de brinquedo não fazem 
parte do mix ótimo de produtos, A empresa reconhece que a con- 
corrência de mercado não permitirá a elevação do preço unitário 
do brinquedo. Em vez disso, ela quer se concentrar na melhoria 
da operação de montagem em si, o que acarreta reduzir o tempo 
de montagem por unidade em cada uma das três operações em 
uma porcentagem especificada, p%o. Determine o valor de p que 
tornará os trens de brinquedos lucrativos. (A tabela simplex óti- 
ma do problema da Toyco foi dada no início da Seção 4,5.) 

No problema da Toyco, suponha que a empresa possa reduzir os 
tempos unitários das operações 1,2 e 3 para trens de brinquedo 
dos atuais níveis de um, três e um minutos para meio, um e meio 
minutos, respectivamente. A receita por unidade permanece 
inalterada em $ 3, Determine uma nova solução ótima. 


3. 


Pesquisa operacional 


No modelo da Toyco, suponha que um novo brinquedo (carro 
de bombeiros) requeira trés, dois e quatro minutos, respectiva- 
mente, para as operações 1,2 e 3. Determine a solução ótima 
quando a receita por unidade for dada por 

*(a) 35. 
ib) $ 10. 
No problema da Reddy Mikks, a empresa está considerando a 
produção de uma marca mais barata de tinta para exteriores 
cujos requisitos de entrada por tonelada incluam 0,75 1 de cada 
uma das matérias-primas, Ml e M2. Às condições de mercado 
ainda determinam que o excesso de tinta para interiores em 
relação à produção de ambos os tipos de tinta seja limitado a 
| t por dia. A receita por tonelada da nova tinta para exterio- 
res é § 3.500. Determine a nova solução ótima. (O problema 
foi explicado no Exemplo 4.5-1,¢ sua tabela ótima foi dada no 
Exemplo 3.3-1.) 
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Capitulo 


—— 


O problema de transporte 
e suas variantes 


Guia do capítulo. O problema de transporte é uma classe espe- 
cial de problemas de programação linear que trata do envio de uma 
mercadoria de origens (por exemplo, fábricas) para destinos (por 
exemplo, depósitos). O objetivo é determinar a programação de ex- 
pedição que minimize o custo total de expedição e, ao mesmo tem- 
po, satisfaça os limites de fornecimento e demanda, A aplicação do 
problema de transporte pode ser estendida a outras áreas de ope- 
rações, entre elas controle de estoque, programação de empregos e 
designação de pessoal. 

Ao estudar o conteúdo deste capítulo, tenha sempre em men- 
te que as etapas do algoritmo de transporte são exatamente as do 
método simplex. Um outro ponto é que o algoritmo de transporte 
foi desenvolvido nos primórdios da PO para aperfeiçoar cálculos 
feitos à mão, Agora, com o imenso poder do computador, pode ser 
que esses atalhos não se justifiquem mais e, na verdade, nunca sejam 
utilizados em códigos comerciais na maneira específica como apre- 
sentados neste capítulo, Não obstante, a apresentação mostra que a 
tabela simplex para o problema de transporte é útil na modelagem 
de uma classe de problemas de maneira concisa (ao contrário do 
conhecido problema de PL com função objetivo e restrições expli- 
citas). Em particular, o formato da tabela simplex para o problema 
de transporte simplifica a solução do problema pelo Excel Solver. A 
representação também dá idéias interessantes sobre como a teoria 
básica da programação linear é explorada para produzir atalhos em 
cálculos. 

Você verá que o módulo tutorial do TORA ajuda a entender 
os detalhes do algoritmo de transporte. O módulo permite tomar 
decisões quanto à lógica dos cálculos e dá retorno imediato. 

Este capítulo inclui um resumo de uma aplicação real, 12 exem- 
plos resolvidos, | modelo Solver, 4 modelos AMPL, 46 problemas 
de final de seção e 5 casos. Os casos estão no Apêndice E, disponi- 
vel em inglês no site do livro. Os programas AMPL/Excel Solver/ 
TORA estão na pasta chóFiles, 


Aplicação real — Programação de reuniões em eventos 
comerciais na Austrália 


A Australian Tourist Commission (ATC) organiza eventos co- 
merciais no mundo inteiro para oferecer aos vendedores australia- 
nos um espaço onde eles possam se reunir com compradores inter- 
nacionais de produtos de turismo como acomodação, excursões e 
transporte. Durante esses eventos, os vendedores ocupam pequenas 
salas onde recebem compradores de acordo com uma agenda de 
compromissos. Como o número de intervalos de tempo disponíveis 
em um evento e outro é limitado e o número de compradores e ven- 
dedores pode ser bastante grande (um desses eventos organizados 
em Melbourne, em 1997, atraiu 620 vendedores e 700 comprado- 
res), a ATC tenta programar as reuniões entre vendedores e com- 
pradores com antecedência, de modo a maximizar preferências. A 
resolução do problema proporcionou maior satisfação para ambos, 
compradores e vendedores. O caso 3 no Capítulo 24 (disponível em 
inglês no site do livro) fornece os detalhes do estudo. 


5.1 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA DE TRANSPORTE 


O problema geral é representado pela rede na Figura 5.1. Há 
m origens é n destinos, cada um representado por um nó. Os arcos 
representam as rotas que ligam as origens aos destinos. O arco (1, j). 


Figura 5.1 


Representação do problema de transporte com nós e arcos 


Destinos 


Origens 


Unidades 
2? de demanda 


Unidades de 
suprimento “7 


Cova > Sonn 
que liga a origem / ao destino j, nos dá duas informações: 1) o custo 
de transporte por unidade, c,; e 2) a quantidade enviada, x, À quan- 
tidade de suprimento na origem i é a, e a quantidade de demanda 
no destino j é b. O objetivo do problema é determinar as incógnitas 
x, que minimizarão o custo total de transporte e, ao mesmo tempo, 
satisfarão todas as restrições de suprimento e demanda, 


Exemplo 5.1-1 


A MG Auto tem três fábricas: uma em Los Angeles, uma em 
Detroit e outra em Nova Orleans, e duas grandes centrais de distri- 
buição: uma em Denver e outra em Miami. As capacidades das três 
fábricas para o próximo trimestre são 1.000, 1.500 e 1,200 carros, As 
demandas trimestrais nas duas centrais de distribuição são 2.300 e 
1.400 carros. O mapa de distâncias entre as fábricas e as centrais de 
distribuição é dado na Tabela 5.1. 

A empresa transportadora encarregada do transporte dos car- 
ros cobra & centavos por milha por carro. Os custos de transporte 
por carro nas diferentes rotas, arredondados para o valor mais pró- 
ximo, são dados na Tabela 5.2. 

A formulação do problema de PL da questão é dada por 


Minimizar z = 80x, + 215x,, + 100%, + 108x,, + 102%, + 08%, 


Tabela 5.1 Mapa de distâncias 
Denver Miami 

Los Angeles 

Detroit 


Nova Orleans 


Tabela 5.2 Custo (3) de transporte por carro 


Denver (1) Miami (2) 
Los Angeles (1) 


Detroit (2) 
Nova Orleans (3) | 
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sujeito a 


Kit = 1.000 (Los Angeles) 
dy + Hs = 1.500 (Detroit) 
+X, +X, = 1.200 (Nova Orleans) 
x, de db X = 2.300 (Denver) 
Xia + +x, = 1.400 (Miami) 


x, 20i=1,2,%j=1,2 


Todas essas restrições são equações porque o suprimento total 
das três origens (= 1.000 + 1.500 + 1.200 = 3.700 carros) é igual à 
demanda total dos dois destinos (= 2.300 + 1.400 = 3.700 carros). 

O problema de PL pode ser resolvido pelo método simplex, 
porém, com a estrutura especial das restrições podemos resolver o 
problema com mais facilidade usando a tabela simplex para o pro- 
blema de transporte mostrada na Tabela 5.5. 


Tabela 5.3 Modelo de transporte da MG 
Denver Miami Suprimento 
Los Angeles 
1.000 
Detroit 
1.500 
Nova Orleans 
1.200 
Demanda 2.300 1.400 
Figura 5.2 


Solução ótima para o modelo da MG Auto 


1.000 


Miami 


Nova Orleans 


A solução ótima na Figura 5.2 (obtida pelo TORA)! recomenda o 
embarque de 1.000 carros de Los Angeles para Denver, 1.300 de De- 
troit para Denver, 200 de Detroit para Miami e 1.200 de Nova Orleans 
para Miami. O custo mínimo de transporte associado é calculado como 


1.000 x $80 + 1.300 x $ 100 + 200 x $ 108 + 1.200 x $ 68 = $ 313.200. 


Balanceamento do problema de transporte. O algoritmo de trans- 
porte é baseado na premissa de que o problema é balanceado, o que 
significa que a demanda total é igual ao fornecimento total. Se o 
problema não for balanceado, sempre podemos adicionar uma ori- 
gem fictícia ou um destino fictício para restaurar o equilíbrio. 


Exemplo 5.1-2 


No modelo da MG, suponha que a capacidade da fábrica de 
Detroit seja 1.300 carros (em vez de 1.500). O suprimento total 
(= 3.500 carros) é menor do que a demanda total (= 3,700 carros), 
o que significa que parte da demanda em Denver e Miami não será 
satisfeita. 


Pesquisa operacional 


Como a demanda ultrapassa o fornecimento, uma origem (fa- 
brica) fictícia com uma capacidade de 200 carros (= 3.700 — 3.500) é 
adicionada para equilibrar o problema de transporte, O custo uni- 
tário de transporte da fábrica fictícia para os dois destinos é zero 
porque a fábrica não existe. 

A Tabela 5.4 da o problema balanceado acompanhado de sua 
solução ótima. À solução mostra que a fábrica fictícia despacha 200 
carros para Miami, o que significa que Miami terá 200 carros a me- 
nos do que sua demanda de 1.400 carros. 

Podemos garantir que um destino específico não sofra escassez 
designando um custo unitário de transporte muito alto da origem 
fictícia até aquele destino. Por exemplo, uma multa de $ 1.000 na 
célula fictícia de Miami evitará escassez em Miami. Claro que não 
podemos usar esse “truque” em todos os destinos, porque com certe- 
za ocorrerá escassez em alguma parte do sistema. 

O caso em que o fornecimento ultrapassa a demanda pode 
ser demonstrado ao se considerar que a demanda em Denver é 
apenas 1.900 carros. Nesse caso, precisamos adicionar uma cen- 
tral de distribuição fictícia para “receber” o suprimento exceden- 
te. Novamente, o custo unitário de transporte para a central de 
distribuição fictícia é zero, a menos que exijamos que a fábrica 
“esgole seu suprimento” completamente. Nesse caso, devemos de- 
signar um alto custo unitário de transporte da fábrica designada 
ao destino fictício. 


Tabela 5.4 Modelo da MG com fábrica ficticia 
Denver Miami Fornecimento 
Los Angeles 
1000 |] | 1.000 
Detroit 
1.300 
Nova Orleans 
1.200 
Fabrica ficticia 
200 


Demanda 2300 1400 | 


Tabela 5.5 Modelo da MG com destino fictício 


Denver Miami Ficticio 


Los Angeles 

1.000 
Detroit 

1.500 
Nova Orleans 

1.200 


Demanda 1,900 1.400 400 


A Tabela 5.5 dá o novo modelo e sua solução ótima (obtida pelo 
TORA). A solução mostra que a fábrica de Detroit terá um exce- 
dente de 400 carros. 


| Para usar o TORA, selecione Transportation Model em Main Menu. No menu Solve Modify, selecione Solve = Final solution para obter um resumo da solução ótima. Uma descrição 


detalhada da solução iterativa do problema de transporte sera dada na Seção 5.3.3. 


Capitulo 5 O problema de transporte e suas variantes 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 5.1A? 


1. 


*4. 


*6. 


Falso ou verdadeiro? 

(a) Para balancear um problema de transporte, pode ser necessário 
adicionar uma origem fictícia, bem como um destino fictício, 

(b) As quantidades expedidas para um destino fictício repre- 
sentam excedentes na origem da expedição. 

(c) As quantidades expedidas de uma origem fictícia represen- 
tam escassez nos destinos receptores, 


Em cada um dos seguintes casos, determine se deve ser adicio- 
nado um destino fictício ou uma origem fictícia para equilibrar 
o modelo. 
(a) Fornecimento: a, = 10,4, =5,a,=4,a,=6 

Demanda: 6, = 10,6, =5,6,=7,5,=9 
(b) Fornecimento: a, = 30, a, = dá 

Demanda: b, = 25, b, = 30, b, = 10 


Na Tabela 5.4 do Exemplo 5.1-2, na qual foi adicionada uma 
fábrica fictícia, o que significa, na solução, a fábrica fictícia “des- 
pachar’ 150 carros para Denver e 50 carros para Miami? 

Na Tabela 5.5 do Exemplo 5.1-2, na qual foi adicionado um desti- 
no fictício, suponha que a fábrica de Detroit deva despachar toda 
a sua produção. Como essa restrição pode ser implementada? 


No Exemplo 5.1-2, suponha que, para o caso em que a demanda ul- 
trapasse o fornecimento (Tabela 5.4), seja cobrada uma multa à taxa 
de $ 200 e $ 300 para cada carro não entregue em Denver e Miami, 
respectivamente. Ademais, nenhuma entrega é feita da fábrica de 
Los Angeles para a central de distribuição de Miami. Formule o pro- 
blema e determine a programação de expedição ótima. 

Três usinas de geração de energia elétrica com capacidades de 
25,40 e 30 milhões de kWh fornecem eletricidade a três cidades, 
As demandas máximas das três cidades são estimadas em 30, 
35 e 25 milhões de kWh. Os preços por milhão de kWh nas três 
cidades é dado na Tabela A. 


Durante o mês de agosto há um aumento de 20% na de- 
manda em cada uma das três cidades, que pode ser satisfeito 
com a compra de fornecimento de eletricidade de uma outra 
rede, a uma taxa mais elevada, por $ 1.000 por milhão de kWh. 
Contudo, a rede nao está ligada à Cidade 3. A empresa forne- 
cedora deseja determinar o plano mais econômico para a distri- 
buição e compra de energia adicional. 

(a) Formule a questão como um problema de transporte, 

(b) Determine um plano de distribuição ótimo para a empresa 
fornecedora, 

(c) Determine o custo da energia adicional comprada por cada 
uma das três cidades. 

Resolva o Problema 6 considerando que há uma perda de 10% 

na transmissão de energia em toda a rede. 

Três refinarias com capacidades diárias de 6,5 ¢ 8 milhões de ga- 

lões, respectivamente, abastecem três áreas de distribuição cujas 

demandas diárias são 4,8 e 7 milhões de galões, respectivamen- 

tc. À gasolina é transportada para as três areas de distribuição 

por meio de uma rede de tubulações. O custo de transporte é 10 

centavos por 1.000 galões por milha de tubulação, A Tabela B 

dá as distâncias entre as refinarias e as áreas de distribuição. A 

Refinaria 1 não está conectada à área de distribuição 3. 

(a) Formule o problema de transporte associado, 

(b) Determine a programação ótima de expedição na rede. 


Tabela À Preço ($) por milhão de kWh para o Problema 6 


Cidade 
l 2 3 
l 
Refinaria 2 
3 
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Tabela B Mapa de distâncias para o Problema 8 


Área de distribuição 
| 2 3 


— 


Refinaria 2 


tal 


*9, No Problema 8, suponha que a capacidade da Refinaria 3 seja 


apenas 6 milhões de galões e que a área de distribuição 1 deva 
receber toda a sua demanda. Ademais, quaisquer faltas nas áreas 
2e 3 sofrerão uma multa de 5 centavos por galão, 

(a) Formule a questão como um problema de transporte. 

(b) Determine a programação ótima de expedição. 


10. No Problema 8, suponha que a demanda diária na área 3 cala para 


11. 


12 


4 milhões de galões. A produção excedente nas refinarias | e 2 é 

desviada para outras áreas de distribuição por caminhao-tanque. 

O custo de transporte por 100 galões é $ 1,50 da Refinaria 1 e 

$ 2,20 da Refinaria 2. A Refinaria 3 pode destinar seu excedente 

de produção para outros processos quimicos dentro da fábrica. 

(a) Formule a questão como um problema de transporte. 

(b) Determine a programação ótima de expedição. 

Três pomares fornecem caixas de laranjas a quatro varejistas. As 

demandas diárias dos quatro varejistas são 150, 150, 400 e 100 

caixas, respectivamente, As quantidades fornecidas pelos três 

pomares são determinadas pela mão-de-obra normal disponi- 

vel e são estimadas em 150, 200 e 250 caixas por dia. Contudo, 

os pomares | e 2 indicaram que poderiam fornecer mais caixas, 

se necessário, usando horas extras. O Pomar 3 não oferece essa 

opção. Os custos de transporte por caixa dos pomares até os 

varejistas são dados na Tabela C. 

(a) Formule a questão como um problema de transporte. 

(b) Resolva o problema. 

(c) Quantas caixas os pomares 1 è 2 devem fornecer usando 
horas extras? 


Três centrais de distribuição enviam carros para cinco revende- 
doras. O custo de expedição é baseado nas distâncias entre as 
origens ¢ os destinos e independe de a carreta fazer a viagem 
com cargas parciais ou completas. A Tabela D resume as distan- 
cias entre as centrais de distribuição e as revendedoras, junto 
com as quantidades fornecidas ¢ as demandas, ambas mensais, 
dadas em números de carros. Uma carga completa corresponde 
a 18 carros. O custo de transporte por milha por carreta é $ 25. 
(a) Formule o problema de transporte associado. 

(b) Determine a programação ótima de expedição, 


Tabela C Custo ($) de transporte/caixa para o Problema 11 


Varejista 
1 2 3 4 
| 2 
Pomar 2 2 
3 3 


Tabela D Mapa de distâncias, fornecimento e demanda para o 


Problema 12 


Revendedora 


2 3 4 - ome 
cimento 
l 400 
Central 2 200 
3 150 
Demanda 100 200 150 160 140) 


* Nesse conjunto você pode usar o TORA para achar a solução Ótima. Modelos AMPL e Solver para o problema de transporte serão apresentados no final da Seção 5.3.2. 
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13. A MG Auto, do Exemplo 5.1-1, produz quatro modelos de car- 
ros: M1, M2, M3 e M4. A fábrica de Detroit produz os modelos 
M1, M2 e M4, Os modelos Ml e M2 também são produzidos 
em Nova Orleans. À fábrica de Los Angeles produz os modelos 
M3 e M4, As capacidades das várias fábricas e as demandas nas 
centrais de distribuição são dadas na Tabela E. 


O mapa de distâncias é o mesmo dado no Exemplo 5.1-1 e 
a taxa de transporte continua sendo 8 centavos por carro, por 
milha, para todos os modelos. Além disso, é possível satisfazer 
uma porcentagem da demanda por alguns modelos com o supri- 
mento de outros conforme as especificações da Tabela F. 
(a) Formule o problema de transporte correspondente. 
(b) Determine a programação ótima de expedição. 
(Sugestão: adicione quatro novos destinos correspondentes às 
novas combinações: [M1, M2], [M3, M4]. [M1, M2] e [M2, Må]. 
As demandas dos novos destinos são determinadas pelas por- 
centagens dadas.) 


Tabela E Capacidades e demandas para o Problema 13 


Modelo 
MI M? MA M4 Totais 

Fabrica 

Los Angeles — — 700 300 1.000 

Detroit 500 600 — 400 1.500 

Nova Orleans 800 400 e: = 1.200 
Central de distribuição 

Denver 700 500 500 600 2.300 

Miami 600 500 200 100 1.400 


Tabela F Modelos intercambiáveis do Problema 13 


Central de Porcentagem Modelos 
distribuição de demanda intercambiáveis 
Denver 10) MI, M2 
20 M3, M4 
Miami 10 M1, M2 
5 M2, Ma 


5.2 PROBLEMAS DE TRANSPORTE NAO TRADICIONAIS 


A aplicação do problema de transporte não se limita ao frans- 
porte de mercadorias entre origens e destinos geográficos. Esta se- 
ção apresenta duas aplicações nas áreas de controle da produção e 
estoques, ¢ serviço de afiagao de ferramentas. 


Exemplo 5.2-1 (Controle de produção e estoques) 


A Boralis fabrica mochilas para praticantes de esportes radicais. 
A demanda para seu produto ocorre entre março e junho de cada 
ano. À Boralis estima que a demanda para os quatro meses é 100, 
200, 180 e 300 unidades, respectivamente. A empresa usa mão-de- 
obra de tempo parcial para fabricar as mochilas e, por causa disso, 
sua capacidade de produção varia mensalmente. Estima-se que a 
Boralis possa produzir 50,180,280 e 270 unidades de março a junho, 
Como a capacidade de produção e a demanda para os diferentes 
meses não combinam, a demanda de um mês corrente pode ser sa- 
tisfeita de uma entre três maneiras; 


1. Produção do mês corrente. 
2. Excesso de produção de um mês anterior. 


3. Excesso de produção em um mês posterior (atendimento de 
pedidos pendentes). 


Pesquisa operacional 


No primeiro caso, o custo de produção por mochila é $ 40, O 
segundo caso incorre em um custo adicional de permanência em 
estoque de $0,50 por mochila por més, No terceiro caso há um custo 
adicional de multa de $ 2 por mochila para cada mês de atraso. A 
Boralis quer determinar a programação ótima de produção para os 
quatro meses. 

A situação pode ser formulada como um problema de transpor- 
te reconhecendo os paralelos entre os elementos do problema de 
produção-estoque e o problema de transporte, conforme demons- 
trado na Tabela 5.6. 

Tabela 5.6 Produção-estoque e problema de transporte 
Transporte Produção-estoque 


|. Origem i |. Periodo de produção i 


bJ 


. Destino j 2. Periodo de demanda j 
3. Quantidade fornecida na 


origem é 


3. Capacidade de produção do 
periodo i 
4. Demanda no destino j 4. Demanda para o periodo j 


5. Custo unitário de transporte 5. Custo unitário (produção + 
da origem / ao destino j estoque + multa) no período 
i para o período j 


© modelo resultante é dado na Tabela 5.7. 


Tabela 5.7 Modelo que fundamenta o Exemplo 5.2-1 


1 2 3 4 Capacidade 
| $ 41 441,50 Si) 
2 $ 40,50 8 4d] 180 
3 $ 40 $ 40,50 280 
4 $ 42 $ 40 270 
Demanda 100 200 180 300 


Figura 5.3 
Solução ótima do modelo de produção-estoque 


Fornecimento 450 180 
Periodo de (2) 
fornecimento 
# 
rid 
50) 50,7 130 
Fl 
Fa 
Periodo de Eu 
demanda 
Demanda 100 200 180 300 


O custo unitário de “transporte” do período é para o período j é 
calculado por 


Custo de produção em i, i= j 
c, = 4 Custo de produção em į + Custo de permanência em estoque de | para jis j 
Custo de produção em à + Custo de multa de é para j. i> j 


Por exemplo, 
cy =540 
c,=840+(80,50+8$0,50)=$41 
c =$40+ ($2+$24+$2) =$ 46 


A solução ótima está resumida na Figura 5.3. As linhas tracejadas 
indicam pedidos pendentes; as linhas pontilhadas indicam produção 
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para um período futuro, e as linhas cheias mostram a produção para o 
período presente propriamente dito, O custo total é $ 31.455. 


Exemplo 5.2-2 (Afiação de ferramentas) 


A Arkansas Pacific opera uma serraria de médio porte. A ser- 
raria prepara diferentes tipos de madeira que abrangem desde o 
pinho, macio, até o carvalho, duro, conforme uma programação se- 
manal. Dependendo do tipo de madeira a ser serrada, a demanda de 
serras afiadas varia de dia para dia conforme os dados da Tabela 5.5, 
referentes a uma semana (7 dias) de produção. 


Tabela 5.8 Demanda de serras 


Dia Seg. Terça Quarta Quinta Sexta Sab. Dom. 
Demanda 
(serras) 24 12 14 20 18 14 22 


A serraria pode satisfazer a demanda diária das seguintes 
maneiras: 


l. Comprar novas serras ao custo de $ 12 por serra. 


2. Usar um serviço noturno de afiação ao custo de $ 6 por serra. 


3. Usar um serviço de afiação lento, de 2 dias, ao custo de $ 3 por serra. 


A situação pode ser representada como um problema de trans- 
porte com oito origens e sete destinos. Os destinos representam os 
sete dias da semana, As origens do modelo são definidas da seguin- 
te maneira: Origem | corresponde a comprar novas serras, o que, 
em caso extremo, pode chegar à quantidade suficiente para abaste- 
cer a demanda para todos os sete dias (= 24 + 124 144+ 20+ 184 14 
+ 22 = 124). Origens 2 a 8 correspondem aos sete dias da semana. 

A quantidade fornecida por cada uma dessas origens é igual ao 
número de serras utilizadas ao final do dia associado. Por exemplo, 
Origem 2 (isto é, segunda) fornecerá uma quantidade de serras uti- 
lizadas igual à demanda de segunda. O ‘custo unitário de transporte” 
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para o modelo é $ 12,8 6 ou $ 3, dependendo de o suprimento de 
serras ser satisfeito por novas serras, pelo serviço noturno de afiação 
ou pelo serviço de afiação de dois dias. Observe que o serviço notur- 
no significa que as serras utilizadas enviadas ao final do dia! estarão 
disponíveis para utilização no início do dia i+ 1 ou do dia é + 2, 
porque o serviço lento de dois dias não estará disponível até o início 
do dia é + 3. A coluna ‘descarte’ do Quadro 5.1 é um destino fictício 
necessário para equilibrar o problema. O problema completo e sua 
solução são dados na Tabela 5.9, 

© problema tem soluções ótimas alternativas a um custo de $ 840 
(arquivo toraEx5.2-2.txt). A Tabela 5.10 resume uma dessas soluções, 


Tabela 5.10 Uma solução ótima alternativa 


Número de serras afiadas (dia determinado) 


Periodo Nova Noturno 2 dias Descarte 
Segunda 24 (segunda) 10 (terça) + 8 (quarta) 6 (quinta) 0 
Terça 2 (terça) 6 (quarta) 6 (sexta) 0 
Quarta ü 14 (quinta) 0) 0 
Quinta 0) 12 (sexta) 8 (domingo) 0 
Sexta ü ld (sábado) 0 4 
Sábado ü 14 (domingo) ü 0 
Domingo 0 0) 0 22 


Comentários. O modelo da Tabela 5.9 é adequado apenas para a 
primeira semana de operação porque não leva em conta a natureza 
rotativa dos dias da semana, no sentido de que esses dias da sema- 
na podem agir como origens para a demanda da semana seguinte, 
Um modo de tratar essa situação é considerar que a primeiríssima 
semana de operação começa com todas as serras novas para cada 
dia. Daí em diante, usamos um modelo que consiste em exatamente 
sete origens e sete destinos correspondentes aos dias da semana, O 
novo modelo será semelhante ao da Tabela 5.9, exceto em relação 
à origem ‘Nova’ e ao destino ‘Descarte’. Além disso, só células na 
diagonal serão bloqueadas (custo unitário = M). 


Tabela 5.9 Problema da afiação de ferramentas expresso como problema de transporte 


| 2 3 4 
Segunda Terça Quarta Quinta 


$ 12 


&-Domingo 


2 $12 
1-Nova 
56 $3 
2-Segunda 
8 ü 
5 6 
3-Terea 
| M $6 
d-Quarta 
14 
| M M | 
5-Quinta 
| M M 
6-Sexta 
M M 
7T-Sdbado 
su = 
20) 


5 6 T 5 
Sexta Sábado Domingo Descarte 


124 


24 


12 


I4 


20 


18 


14 


22 
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As células restantes terão um custo unitário de $ 3 ou $ 6. Por 
exemplo, o custo unitário da célula (sábado, segunda) é $ 6, e o das 
células (sábado, terça), (sábado, quarta), (sábado, quinta) e (sábado, 
sexta) é $ 3. A Tabela 5.11 dá a solução que custa $ 372. Como es- 
perado, a solução ótima usará sempre apenas o serviço de dois dias. 
O problema tem soluções ótimas alternativas (veja arquivo 
toraEx5.2-2a.txt). 


Tabela 5.11 Solução ótima 
semana | + | 


Semanal See fer Quar Quin. Sex. Sáb Dom. Total 


Segunda 6 18 24 
Terça ü 4 [2 
Quarta 12 2 14 
Quinta 8 12 20 
Sexta 4 14 E 
Sábado 14 14 
Domingo I0 12 22 
Total 24 12 14 20 Is 14 22 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 5.2A? 


1. No Exemplo 5.2-1, suponha que o custo de permanência por 
unidade seja dependente do periodo e dado por 40,30 e 70 cen- 
tavos para os periodos 1,2 e 3, respectivamente. Os custos de 
multa e de produção são os mesmos dados no exemplo. Deter- 
mine a solução ótima e interprete os resultados. 

*2. No Exemplo 5.2-2, suponha que o serviço de afiação ofereça uma 
alternativa de três dias por $ 1 por serra às segundas e terças (dias 
| e 2). Reformule o problema e interprete a solução ótima. 


3. No Exemplo 5.2-2, se uma serra nao for usada no dia em que foi 
afiada, há um custo de permanência em estoque de 50 centavos por 
serra ao dia. Reformule o modelo e interprete a solução ótima. 


4, A JoShop quer designar quatro categorias de máquinas para 
execução de cinco tipos de tarefas. O número de máquinas 
disponíveis nas quatro categorias são 25, 30, 20 e 30. As quan- 
tidades de serviço nas cinco tarefas são 20, 20, 30, 10 e 25. À 
maquina de Categoria 4 não pode ser designada à tarefa do tipo 
4.A Tabela G dá o custo unitário (em dólares) da designação de 
uma categoria de máquina para execução de um tipo de tarefa. 
O objetivo do problema é determinar o número ótimo de má- 
quinas em cada categoria a ser designado a cada tipo de tarefa. 
Resolva o problema e interprete a solução. 


*5, A demanda para um item perecível para os quatro meses seguin- 
tes é 400, 300, 420 e 380 t, respectivamente. As capacidades de 
fornecimento para os mesmos meses são 500, 600,200 e 3001, O 
preço de compra por tonelada varia de mês para mês e é estima- 
do em $ 100,3 140, $ 120 e $ 150, respectivamente. Como o item 
é perecível, a quantidade fornecida em um més corrente deve ser 
consumida dentro de três meses (começando no mês corrente). 
© custo de armazenagem por tonelada por mês é de $ 3. A natu- 
reza do item não permite pedidos pendentes Resolva a questão 
como um problema de transporte e determine a programação 
ótima de entrega para o item para os próximos quatro meses. 

6. A demanda de um pequeno motor especial nos cinco trimestres 
seguintes é 200, 150, 300, 250 e 400 unidades. O fabricante que 
fornece o motor tem capacidades estimadas de produção de 
180, 230, 430, 300 e 300 unidades para os cinco trimestres. Não 
são permitidos pedidos pendentes, mas o fabricante pode usar 
horas extras para atender à demanda imediata, se necessário, 
A capacidade de horas extras para cada periodo é metade da 
capacidade normal. Os custos de produção por unidade para os 
cinco períodos são $ 100, $ 96, $ 116, $ 102 e $ 106, respectiva- 


Pesquisa operacional 


mente, O custo de produção por motor com horas extras é 50% 
mais alto do que o custo de produção no horário de trabalho 
normal. Se um motor é produzido agora para ser utilizado em 
períodos posteriores, há um custo adicional de armazenagem de 
$ 4 por motor ao período. Formule a questão como um proble- 
ma de transporte. Determine o número ótimo de motores a ser 
produzido durante o horário normal de trabalho e durante as 
horas extras para cada período, 

A manutenção preventiva periódica executada em motores de 
acronaves determina se um importante componente deve ser 
substituído, Os números de aeronaves programadas para tal 
manutenção nos próximos seis meses são estimados em 200, 
180, 300, 198, 230 e 290, respectivamente. Todo o serviço de ma- 
nutenção é realizado durante o primeiro dia do més, quando 
um componente usado pode ser substituído por um componen- 
te novo ou por um componente recondicionado. O recondicio- 
namento de componentes usados pode ser feito em uma oficina 
especializada local e estarão prontos para utilização no início 
do próximo mês, ou podem ser enviados para uma oficina cen- 
tral de manutenção na qual se espera por um período de três 
meses (incluindo o mês no qual ocorre a manutenção). O custo 
de reparo na oficina local é $ 120 por componente. Na central de 
manutenção o custo é apenas $ 35 por componente. Um compo- 
nente recondicionado usado em um mês posterior incorrerá em 
um custo adicional de armazenagem de $ 1,50 por unidade ao 
mês. Componentes novos podem ser comprados a $ 200 cada no 
Mes 1, com um aumento de 5% no preço a cada dois meses. For- 
mule a questão como um problema de transporte e determine a 
programação ótima para satisfazer a demanda do componente 
nos próximos seis meses, 


Tabela G Custos unitários para o Problema 4 


Tipo de tarefa 


Categoria da 
maquina 


few BD ta 


Tabela H Propostas por área para o Problema & 


Local 
| 2 3 
l & 520 $210 
pee: — $510 
Empresa 3 $ 650 ei 
4 


$180 $430 $710 


8 O National Parks Service está recebendo quatro propostas para 


extração de toras em três florestas de pinheiros no Arkansas. 

Os tres locais abrangem 10,000, 20,000 e 30.000 acres. Uma em- 

presa participante individual pode apresentar proposta para no 

máximo 50% da área disponível. As propostas por área nos três 
locais são dadas na Tabela H. A Empresa 2 não quer apresentar 
proposta para o Local 1 e a Empresa 3 não pode apresentar pro- 

posta para o Local 2. 

(a) Na presente situação, precisamos maximizar a receita total 
das propostas para o Parks Service. Mostre como a questão 
pode ser formulada como um problema de transporte, 

(b) Determine a área que deve ser designada a cada uma das 
quatro empresas. 


‘Neste conjunto, você pode usar o TORA para achar a solução ótima. Modelos AMPL e Solver para o problema de transporte serão apresentados no final da Seção 5.3.2. 
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5.3 O ALGORITMO PARA O PROBLEMA DE TRANSPORTE 


O algoritmo para o problema de transporte segue exatamente as 
mesmas etapas do método simplex (Capítulo 3). Porém, em vez de 
usar à tabela simplex normal, aproveitaremos a estrutura especial 
do problema de transporte para organizar os cálculos de mancira 
mais conveniente. 

O algoritmo especial para o problema de transporte especial 
foi desenvolvido logo no início da programação linear, quando os 
cálculos à mão eram a norma e os atalhos eram justificáveis. Hoje, 
temos computadores poderosos que podem resolver um problema 
de transporte de qualquer tamanho como uma PL normal“ Não 
obstante, esse algoritmo, além da sua importância didática, nos dá 
uma visão da utilização das relações primais-duais teóricas (apre- 
sentadas na Seção 4.2) para conseguir um resultado final prático, o 
de aprimorar os cálculos à mão. O exercício é intrigante do ponto de 
vista teórico. 

Os detalhes do algoritmo são explicados usando o seguinte 
exemplo numérico. 


Exemplo 5.3-1 (SunRay Transport) 


A SunRay Transport Company despacha caminhões de grãos 
provenientes de três silos para quatro moinhos. As quantidades for- 
necidas (em cargas de caminhão) e a demanda (também em cargas 
de caminhão), aliadas aos custos unitários de transporte por cami- 
nhão nas diferentes rotas, estão resumidas na Tabela 5.12. Os custos 
unitários de transporte, Cs (mostrados no canto nordeste de cada 
célula), estão em centenas de dólares. O modelo procura a progra- 
mação de expedição de custo mínimo x, entre o silo fe o moinho j 
(=1,2, 3j =1,2,3,4). 


Tabela 5.12 Modelo de transporte da SunRay 
Moinho 
| 2 3 4 Fornecimento 
| 
15 
Silo 2 
25 
3 
10 
Demanda 


Resumo do algoritmo para o problema de transporte. As etapas do 
algoritmo são um paralelo exato das etapas do algoritmo simplex. 


Etapa 1. Determine uma solução básica inicial viável è passe para 
a etapa 2. 

Etapa 2. Use a condição de otimalidade do método simplex para de- 
terminar a variável que entra entre todas as variáveis não básicas. Se 
a condição de otimalidade for satisfeita, pare. Caso contrário, passe 
para a etapa à. 

Etapa 3. Use a condição de viabilidade do método simplex para de- 
terminar a varidvel que sai entre todas as variáveis básicas atuais € 
ache a nova solução básica. Volte para a etapa 2. 
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5.3.1 Determinagao da solucao inicial 


Um problema geral de transporte com m origens e n destinos 
tem mn + n equações de restrição, uma para cada par origem-destino, 
Contudo, como o problema de transporte é sempre equilibrado 
(soma dos fornecimentos = soma das demandas), uma dessas equa- 
ções é redundante. Assim, o problema tem m + n = 1 equações de 
restrição independentes, o que significa que a solução básica inicial 
consiste em sm + mn — 1 variáveis básicas, Por isso, no Exemplo 5.3-1,a 
solução inicial tem 3 + 4- 1 = 6 variáveis básicas, 

A estrutura especial do problema de transporte permite ga- 
rantir uma solução básica inicial não artificial usando um de três 
métodos: 


À. Método do canto noroeste. 
2. Método do menor custo. 


3. Método de aproximação de Vogel, 


Os três métodos são diferentes quanto à ‘qualidade’ da solução 
básica inicial que produzem, no sentido de que uma solução inicial 
melhor resulta em um valor para a função objetivo menor. Em ge- 
ral, porém, nem sempre o método de Vogel dá a melhor solução 
básica inicial, e o método do canto noroeste dá a pior, contudo este 
envolve menor quantidade de cálculos. 


Método do canto noroeste. O método começa na célula do canto 
noroeste (rota) da tabela simplex (variável x, ). 


Etapa 1, Aloque o máximo possível à célula selecionada e ajuste 
as quantidades associadas fornecidas e demandadas subtraindo a 
quantidade alocada. 

Etapa 2. Cancele a linha ou coluna com suprimento ou demanda 
zero para indicar que nenhuma outra designação pode ser feita 
aquela linha ou coluna, Se uma linha e uma coluna chegam a zero 
simultaneamente, cancele somente una è deixe um suprimento (de- 
manda) zero na linha (coluna) não cancelada. 

Etapa 3. Se restar exatamente teme linha ou coluna não cancelada, 
pare. Caso contrário, passe para a célula à direita se uma coluna 
acabou de ser cancelada ou para a célula abaixo se uma linha foi 
cancelada. Volte à etapa 1. 


Exemplo 5.3-2 


A aplicação do procedimento ao modelo do Exemplo 5.3-1 dá a 
solução básica inicial apresentada na Tabela 5.13. As setas mostram 
a ordem na qual as quantidades alocadas são geradas. 

A solução básica inicial é 


X= o = 10 
Xn = j, Xn = | E E ae =5 
x,,= 10 


O custo associado da programação é 
z=5x10410%24+5%7415x9+5x 20+ 10 18=$ 520 


Método do menor custo. O método do menor custo acha uma so- 
lução inicial melhor concentrando-se nas rotas mais baratas. O mé- 
todo designa o máximo possível à célula que liver o menor custo 
unitário (empates são resolvidos arbitrariamente). Em seguida, a 
linha ou coluna satisfeita é cancelada e as quantidades fornecidas 
ou demandadas são ajustadas de acordo. 

Se ambas, uma linha e uma coluna, forem satisfeitas simultancamen- 
te, só wma delas é cancelada, semelhantemente ao método do canto 
noroeste. Em seguida, procure a célula não cancelada que tenha o 
menor custo unitário e repita o processo até restar exatamente uma 
linha ou coluna não cancelada. 


1 Na verdade, o TORA se encarrega de todos os cálculos necessários usando o método simplex normal e usa o formato do problema de transporte apenas como um “modelo de fundo” de tela. 


“Os três métodos são apresentados no módulo tutorial do TORA. Veja o final da seção 3.4.3. 
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Tabela 5.13 Solução inicial do canto noroeste 
l 2 3 4 Forng- 
cimento 
| 15 
2 25 
3 10 
Demanda 


Exemplo 5.3-3 


O método do menor custo é aplicado ao Exemplo 5.3-1 da se- 
guinte maneira: 


1. Célula (1,2) tem o menor custo unitario da tabela simplex (= 
$ 2). O maximo que pode ser despachado por (1,2) é x,, = 15 
caminhões, o que satisfaz a linha 1 e a coluna 2 simultaneamen- 
te. Cancelamos arbitrariamente a coluna 2 e ajustamos o supri- 
mento na linha | para 0. 


2. A célula (3, 1) tem o menor custo unitário não cancelado 
(= $ 4). Designe x, = 5 e cancele a coluna | porque ela está 
satisfeita; após, ajuste a demanda da linha 3 para 10- 5 = 5 ca- 
minhões. 

3. Continuando da mesma maneira, designamos sucessivamente 
15 caminhões à célula (2, 3), 0 caminhões à célula (1,4), 5 cami- 
nhões à célula (3,4) e 10 caminhões à célula (2,4) (Verifique!). 


A solução inicial resultante está resumida na Tabela 5.14. As se- 
tas mostram a ordem em que são feitas as alocações. À solução ini- 
cial (que consiste em seis variáveis básicas) É x,, = 15,1x,,=0,%,,= 15, 
Xa = Mx, =5,x,,=5.0 valor para a função objetivo associada é 


2=15x2+0x11+15x90+10x20+5x4+5x18=$8475 


A qualidade da solução inicial pelo método do menor custo é 
melhor do que a dada pelo método do canto noroeste (Exemplo 
5.3-2) porque resulta em um valor menor de z (3 475 versus 5 520 
pelo método do canto noroeste). 


Método de aproximação de Vogel (MAV). O MAV (Vogel Approxi- 
mation Method) é uma versão melhorada do método do menor custo 
que, em geral, mas não sempre, produz soluções iniciais melhores. 


Etapa 1. Para cada linha (coluna), determine uma multa subtraindo 
o elemento de menor custo unitário da linha (coluna) do próximo 
elemento de menor custo da mesma linha (coluna). 

Etapa 2. Identifique a linha ou coluna que tenha a maior multa. 


Tabela 5.14 Solução inicial do método do menor custo 


1 2 3 4 
l 15 
9 25 
3 10 


Demanda 


Forne- 
cimento 


Pesquisa operacional 


Resolva os empates arbitrariamente. Aloque o maximo possível à 
variável que tiver o menor custo unitário da linha ou coluna sele- 
cionada. Ajuste o fornecimento e a demanda, e cancele a linha ou 
coluna satisfeita. Se uma linha e uma coluna forem satisfeitas simul- 
tancamente, cancele apenas uma das duas e atribua fornecimento 
(demanda) zero à linha (coluna) restante. 

Etapa 3. 

(a) Se exatamente uma linha ou coluna com zero fornecimento ou 
demanda permanecer não cancelada, pare. 

(b) Se uma linha (coluna) com fornecimento (demanda) positivo 
permanecer não cancelada, determine as variáveis básicas na linha 
(coluna) pelo método do menor custo, Pare. 

(c) Se todas as linhas e colunas não canceladas (restantes) tiverem 
fornecimento e demanda zero, determine as variáveis básicas zero 
pelo método do menor custo. Pare. 

(d) Caso contrário, volte à etapa 1. 


Exemplo 5.3-4 


O MAY é aplicado ao Exemplo 5.3-1. A Tabela 5.15 calcula o 
primeiro conjunto de multas, 

Como a linha 3 tem a maior multa (= 10) e a célula (3, 1) tem 
o menor custo unitário naquela linha, a quantidade 5 é designada a 
x, Agora, a coluna 1 está satisfeita e deve ser cancelada. Em segui- 
da, novas multas serão recalculadas como na Tabela 5.16. 

A Tabela 5.16 mostra que a linha 1 tem a maior multa (= 9). 
Em decorrência, designamos a máxima quantidade possivel à célula 
(1,2), o que resulta em x, = 15 e satisfaz simultancamente a linha | 
c a coluna 2, Cancelamos arbitrariamente a coluna 2 e ajustamos o 
fornecimento na linha 1 para zero. 

Continuando da mesma maneira, a linha 2 produzirá a multa 
mais alta (= 11), e designaremos x, = 15,0 que cancela a coluna 
3 e deixa 10 unidades na linha 2. Sobra apenas a coluna 4, e ela 
tem um fornecimento positivo de 15 unidades. Aplicando o método 
do menor custo a essa coluna, designaremos sucessivamente 
x,,=0,1,=5ex,,= 10 (Verifique!) O valor para a função objetivo 
associado para essa solução é 


z=15x2+0x11+15x9+10x20+5xd+5x 18=$475 
Ocorre que essa solução tem © mesmo valor para a função ob- 
jetivo que o método do menor custo. 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 5.3A 


l. Compare as soluções iniciais obtidas pelos métodos do canto noroes- 
te do menor custo e de Vogel para cada um dos seguintes modelos: 


“(a) 


=J a 


on] ba ba o 
tn | fo bo 


10 
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Tabela 5.15 Multas de linha e coluna pelo MAV 
| 2 
| 
2 
3 


3 4 Multa de linha 
W-2=8 
15 
9-7=?2 
25 
l4 - 4 = 10 
LO 


Multa de coluna 10 - 4 7-2 
5 


Tabela 5.16 


Multa de coluna 


5.3.2 Calculos iterativos do algoritmo para o problema 
de transporte 


Após determinar a solução inicial (usando qualquer um dos três 
métodos da Seção 5.3.1), utilizaremos os seguintes algoritmos para 
determinar a solução ótima: 


Etapa 1. Use a condição de otimalidade do simplex para designar a 
variável que entra na base como a variável não básica atual que pode 
melhorar a solução. Se a condição de otimalidade for satisfeita, pare. 
Caso contrário, passe para a etapa 2. 

Etapa 2. Determine a variável que sai da base usando a condição de 
viabilidade do simplex. Mude a base e volte à etapa 1, 


As condições de otimalidade e viabilidade não envolvem as 
conhecidas operações de linha usadas no método simplex. Em vez 
disso, a estrutura especial do problema de transporte permite cálcu- 
los mais simples. 


Exemplo 5.3-5 


Resolva o problema de transporte do Exemplo 5.3-1 começan- 
do com a solução do canto noroeste. 

A Tabela 5.18 dá a solução inicial pelo método do canto noroes- 
te como determinada na Tabela 5.13, Exemplo 5,3-2, 

A determinação da variável que entra na base entre as variáveis 
não básicas atuais (entre as que não fazem parte da solução básica 
inicial) é feita com o cálculo dos coeficientes não básicos da linha 
z usando o método dos multiplicadores (que, como mostramos na 
Seção 5.3.4, tem sua raiz na teoria da dualidade da PL). 

No método dos multiplicadores, associamos os multiplicadores 
u ev com a linha i e a coluna j da tabela simplex de transporte. Na 
Seção 5.3.4 mostramos que, para cada variável básica atual x_, esses 
multiplicadores salisfazem as seguintes equações: 


u,+v=e, para cada x, básica 


Como mostra a Tabela 5.18, a solução inicial tem seis variáveis 
básicas, o que resulta em seis equações com sete incógnitas. Para 


Primeira designação pelo MAY (x3, = 5) 


Multa de linha 


9 
15 

2 
25 

2 
10 


resolver essas equações, o método dos multiplicadores recomenda 
estabelecer arbitrariamente qualquer u, = 0 e então resolver para as 
variáveis restantes, como mostrado a seguir. 


Tabela 5.17 Resolução das seis equações 


Variável básica Equação (m, v) Solução 
Xi uw +v = 10 Facan, = 0— v = 10 
Xy iy + ¥y = 2 uy = O09 = 2 
Xa la + ¥y = 7 V>= 234, =5 
Xa; l +v = 9 l= jet d 
Xa la + vy = 20 Ws = 5 — v = 15 
Nay us + vy = 18 vy = 153m, =3 


Resumindo. temos 


Em seguida, usamos u, è v, para avaliar as variáveis não básicas 
calculando 


u, +v,- c, para cada x, não básica 


Tabela 5.18 Iteração inicial 


l 2 3 4 Fome- 

cimento 

l 
15 

2 
25 

3 10 

Demanda 5 15 15 15 
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Os resultados dessas avaliações são mostrados na Tabela 5.19. 


Tabela 5.19 Resultados das avaliações 


Variável não básica Hi + V= Cj 


+13 i) + V3 - 3 = 044- 20 = -16 
da Hytv-c=0+15-11=4 
Xa Hy + v- Cy = 9 + 10- 12 =3 
Xa üz + ¥,—-¢y =3+10-4=9 
AW fa + v- cy = 3 +2- 14-9 
¥33 Wy + v- Cy =3+4- 16= -9 


A informação precedente, aliada ao fato de que m, + v,- c, = 0 
para cada x, básica, é, na realidade, equivalente a calcular a linha z 
da tabela simplex, como mostra a Tabela 5.20, 


Tabela 5.20 Resumo 


Base Xy Mp Xi Xu Xa Xp Aa Xa O Xp Xy Xu 
z 0 06 -ió 4 3 @ o 9 930 


Como o problema de transporte procura minimizar custo, a vä- 
riável que entra na base é a que tem o coeficiente mais positivo na 
linha z. Portanto, x, é a variável que entra na base, 

Os cálculos precedentes costumam ser feitos diretamente na ta- 
bela simplex para o problema de transporte, como mostra a Tabela 
5.21, o que significa que, na realidade, não é necessário escrever as 
equações (m, v) explicitamente. Em vez disso, começamos fazendo 
uw, = O° Após, podemos calcular os valores de v de todas as colunas 
que têm variáveis básicas na linha 1, ou seja, v, e v, Em seguida, cal- 
culamos m, com base na equação (e, v) da variável básica x,,. Agora, 
dada t, podemos calcular v, e va Por fim, determinamos u, usando 
a equação básica de x,.. Uma vez que todas as n e v sejam determi- 
nadas, podemos avaliar as variáveis não básicas com o cálculo de 
u, +v,- c; para cada x, não básica. Essas avaliações são mostradas na Ta- 
bela 5:21 no pequeno quadrado no canto inferior direito de cada célula. 

Agora que x, já foi identificada como a variável que entra na 
base, precisamos determinar a variável que sai da base. Lembre-se 
de que, se x, entrar na solução para se tornar básica, uma das variá- 
veis básicas atuais tem de sair como não básica (em nível zero). 

A seleção de x, como a variável que entra na base significa que 
queremos despachar mercadorias por essa rota porque ela reduz o 
custo total de expedição. Qual é o máximo que podemos despachar 
por essa nova rota! Observe na Tabela 5.21 que, se forem despacha- 
das @unidades (isto é, x, = @) pela rota (3, 1), então o valor máximo 
de 6 é determinado com base em duas condições. 


Tabela 5.22 


Fa 


tt, = 0 

Ny = 3 

Hy = 3 
Demanda 


Pesquisa operacional 


Tabela 5.21 Cálculos da iteração | 


Wy = y= E Forne- 
cimento 
uw, = 0 15 
lo = 5 25 
iy = 3 10 
Demanda 


1. Os limites de fornecimento e os requisitos da demanda conti- 
nuam satisfeitos, 


2. Os despachos por todas as rotas permanecem não negativos, 


Essas duas condições determinam o valor máximo de de a va- 
riavel que sai da base da seguinte maneira: em primeiro lugar, é 
construído um circuito fechado que começa e termina na célula da 
variável que entra na base, (3, 1). O circuito consiste somente em 
segmentos horizontais e verticais conectados (não são permitidas 
diagonais). Com exceção da célula da variável que entra na base, 
cada canto do circuito fechado deve coincidir com a variável básica, 
A Tabela 5.22 mostra o circuito para x, . Existe exatamente um cir- 
cuito para uma dada variável que entra na base. 

Em seguida, designamos a quantidade @ à célula da variável que 
entra na base, (3,1). Para que os limites de fornecimento e demanda 
permaneçam satisfeitos, temos de alternar entre subtrair e somar a 
quantidade é nos cantos sucessivos do circuito, como mostra a Ta- 
bela 5.22 (é indiferente percorrer o circuito em sentido horário ou 
anti-horário). Portanto, para 8 2 0, os novos valores das variáveis 
permanecem não negativos se 


| 

O valor máximo correspondente de 8 é 5,0 que ocorre quando am- 
bas, x, ex, alcançam nivel zero, Como somente uma variável básica atual 
deve sair da solução básica, podemos escolher x, ou x, como a variável 
que sai da base, Escolhemos x, arbitrariamente para fechar a solução, 

A seleção de x, (= 5) como a variável que entra na base e de x, 
como a variável que sai da base requer ajustar os valores das 
variáveis básicas nos cantos do circuito fechado, como mostra a Ta- 
bela 5.23. Como cada unidade despachada pela rota (3, 1) reduz o 
custo de expedição em $ 9 (= u, + v — c,), o custo total associado 
com a nova programação é $9 x 5 = $ 45, menor do que na progra- 
mação anterior. Assim, o novo custo é $ 520 — $ 45 = $ 475. 


Determinação do circuito fechado para xa 


Forne- 
cimento 


15 


25 


10 


“O módulo tutorial do TORA é projetado para demonstrar que designar um valor inicial zero a qualquer wou v não afeta os resultados da otimização. Veja a próxima seção Momento TORA. 
“O módulo tutorial do TORA permite que você determine as células do circuito fechado interativamenté com retorno imediato em relação à validade de suas seleções Veja a próxima seção 


Momenta TORA. 
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Tabela 5.23 


Cálculos da iteração 2 


m = 


ty = 0 

iy = 5 

fy = 3 
Demanda 


Tabela 5.24 


uw = 0 
ity = 5 
la = 7 
Demanda 


Dada a nova solução básica, repetimos o cálculo dos multipli- 
cadores u e v, como mostra a Tabela 5.23. A variável que entra na 
base é x „ O circuito fechado mostra que x, = 10 e que a variável 
que sai da base é x., 

A nova solução, mostrada na Tabela 5.24, custa $ 4 x 10 = $ 40, 
menos do que a precedente, o que resulta no novo custo $ 475 - $ 40 
= $435. Os novos u, + v,- c, agora são negativos para todas as x, não 
básicas. Portanto, a solução na Tabela 5.24 é ótima. 

A Tabela 5.25 resume a solução ótima. 


Tabela 5.25 Resumo 


Número de cargas 


Do silo Para o moinho (caminhões) 
| 2 5 
l 4 10 
2 2 10 
2 3 15 
3 | 5 
3 4 5 
Custo ótimo = $ 435 
Momento TORA 


No menu Solve/Modify, selecione Solve => Iterations e escolha 
um dos trés métodos (canto noroeste, menor custo ou Vogel) para 
iniciar as iterações do problema de transporte. O módulo de itera- 
ções oferece duas características interativas úteis: 


l. Você pode igualar qualquer u ou v a zero antes de gerar a Itera- 
ção 2 (o default é u, = 0). Então observe que, embora os valores 
de ue v, mudem, a avaliação das células não básicas (= u, + v, 


Cálculos da iteração 3 (ótima) 
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Forne- 
cimento 


15 


Hi 


Forne- 
cimento 


15 


25 


10 


15 


=- €,) permanece a mesma. Isso significa que, inicialmente, qual- 
quer u ou v pode ser igualado a zero (na verdade, a qualquer 
valor) sem afetar os cálculos de otimalidade. 

2. Você pode testar seu entendimento da seleção do circuito fe- 
chado clicando (em qualquer ordem) nas células de canto que 
abrangem a trajetoria. Se sua seleção estiver correta, a célula 
mudará de cor (verde para a variável que entra na base, ver- 
melho para a variável que sai da base e cinza para qualquer 
outra). 


Momento Solver 


A entrada do problema de transporte na planilha Excel é direta. 
A Figura 5.4 mostra o gabarito Excel Solver para o Exemplo 5.3-1 
(arquivo solverEx5,3-1.xls), acompanhado de todas as fórmulas e da 
definição dos nomes das faixas. 

Na seção de entrada, os dados incluem matriz de custo unitá- 
rio (células B4:E6), nomes das origens (células A4:A6), nomes dos 
destinos (células B3:E3), fornecimento (células F4:F6) e demanda 
(células B7:E7). Na seção de saída, as células B11:E13 dão a solu- 
ção ótima em forma de matriz. A fórmula do custo total é dada na 
célula-alvo A10, 


Momento AMPL 


A Figura 5.5 dá o modelo em AMPL para o problema de trans- 
porte do Exemplo 5.3-1 (arquivo amplEx5.3-la.txt). Os nomes usados 
no modelo são auto-explicativos. Ambas, restrições e função objetivo, 
seguem o formato do problema de PL apresentado no Exemplo 5.1-1. 

O modelo usa os conjuntos sNodes e dNodes para permitir a 
conveniente utilização dos membros dos conjuntos alfanuméricos 
(51, 52, S3)e (Dl, D2, D3, D4} que entram na seção de 
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Figura 5,4 


Pesquisa operacional 


Solução do problema de transporte do Exemplo 5.3-1 com o Excel Solver (arquivo solverEx5.3-1.xls) 


A a a 


~~ Ow Bb wir = O 


| Demand 5 15 115 | 
| 8 Optimum solution: 


Set Target Cel: ltotalCost ER 


EqualTo: ©Max OM] © Value of: 


Subject to the Constraints: 


rowSum = supply 
shipment >= Ü 


dados. Sendo assim, todos os dados de entrada são inseridos lendo- 
se em conta esses membros do conjunto, como mostra a Figura 5.5. 

Embora o código alfanumérico para os membros do conjun- 
to seja mais fácil de ler, gerá-los para problemas grandes pode 
não ser conveniente. O arquivo amplEx5.3-1b mostra como os 
mesmos conjuntos podem ser definidos como (1. .mpe {1..n}, 
em que m e n representam o número de origens e o número de 
destinos. Com a simples designação de valores numéricos para 
men, os conjuntos são automaticamente definidos para modelos 
de qualquer tamanho, 

Os dados para o problema de transporte podem ser recupera- 
dos de uma planilha (arquivo TM.xls) usando a declaração table 
do AMPL. O arquivo ampl Ex3.5-1c.txt dá os detalhes, Para estudar 
esse modelo, você vai precisar revisar o material da Seção A 5.5. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 5.3B 


1. Considere os problemas de transporte da Tabela 1 

(a) Use o método do canto noroeste para achar a solução inicial. 

(b) Desenvolva as iterações que levam à solução ótima. 

(c) Experimento com o TORA, Use o módulo Iterations do TORA 
para comparar os efeitos da utilização da regra do canto noro- 
este, do método do custo mínimo e do método de Vogel em re- 
lação ao número de iterações que levam à solução ótima. 

(d) Experimento com o Solver. Resolva o problema modifican- 
do o arquivo solverEx5,3-1.xls. 

(ec) Experimento com o AM PL. Resolva o problema modifican- 
do o arquivo amplEx5.3-1 b.txt. 


2. No problema de transporte da Tabela J, a demanda total ultra- 
passa o fornecimento total. Suponha que os custos de multa por 


po |] 


| F G H I | ] | K | L 
Solver Transportation Model [Example 5.3-1) | 
Input data: | 


Ci0-E10 
AIZAT 
FIZF13 
CIEI 


=SUM(B115E11)) 
=SUM(B$118513]) 


unidade de demanda não satisfeita sejam $ 5, $ 3 e $ 2 para os 
destinos 1,2 e 3, respectivamente. Use a solução inicial de me- 
nor custo e calcule as iterações que levam à solução ótima. 


Figura 5.5 
Modelo AMPL do problema de transporte do Exemplo 5.3-1 (ar- 
quivo amplEx5.3-la.txt) 


- Transporation model (Example 5.3-1)----- 
set sNodes: 

set dNodes; 

param c{sNodes,dNodes}; 

param supply{sNodes}; 

param demand{dNodes}; 

var x{sNodes,dNodes}>=0; 


minimize z:sum {i in sNodes,j in dNodes}c[i,j]*x[i,j]; 


subject to 


source {i in sNodes}:sum{j in dNodes}x[i,j]=supply[i]; 
dest {j in dNodes}:sum{i in sNodes}x[i, j]=demand[]; 


data; 
set sNodes:=Sl 52 53: 
set dNodes:=Dl D2 D3 D4; 
param c: 
Dl D2 D3 D4 t= 
5110 2 20 11 
5S2 12 7 9 20 
53 4 14 16 18; 
param supply:= 51 15 S2 25 53 10; 


param demand:=Dl 5 D2 15 D3 15 D4 
solve;display Z2, x; 


15; 
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3. No Problema?, 


Tabela | 


(1) (i) 


$ 10 
$2 


$ 1 


Tabela J 
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Problemas de transporte (Problema 1) 


Dados para o Problema 2 


suponha que não haja custo de multas, mas que 

a demanda no Destino 3 deva ser totalmente satisfeita. 

(a) Ache a solução ótima. 

(b) Experimento com o Solver Resolva o problema modifican- 
do o arquivo solverEx5.3-1.xls. 

(c) Experimento com o AMPL. Resolva o problema modifican- 
do o arquivo amplEx5,3b-1,txt. 


Tabela K Dados para o Problema 4 


No problema de transporte não equilibrado da Tabela K, se uma 
unidade de uma origem não for despachada (para qualquer um 
dos destinos), há um custo de armazenagem à taxa de $5,$4e 
$3 por unidade das origens 1,2 ¢ 3, respectivamente, Ademais, 
toda a quantidade fornecida na Origem 2 deve ser despachada 
completamente a fim de liberar espaço para um novo produto. 
Use a solução inicial pelo método de Vogel e determine todas 
as iterações que levam à programacao ótima de expedição. 
Em um problema de transporte 3 x 3 3, seja x, a quantidade des- 
pachada da origem í para o destino j e seja c, o custo de trans- 
porte por SEN se As quantidades fornecidas 
nas origens 1,2 e 3 são 15, 30 e 85 unidades, respectivamente, 
cas deans di nos destinos 1,2 e 3 são 20, 30 e 80 unidades, 
respectivamente, Considere que a solução inicial pelo método 
do canto noroeste seja ólima e que os valores associados dos 
multiplicadores sejam dados como u, =-2,u,=3,u,=5,v,=2, 
v,=5ev,=10. 
(a) Ache o custo ótimo associado. 
(b) Determine o menor valor de c, para cada variável não básica 
que manterá a otimalidade da solução obtida pelo método 
do canto noroeste, 


6. O problema de transporte da Tabela L dá a solução básica de- 
generada indicada (isto é no mínimo uma das variáveis básicas 
é zero). Suponha que os multiplicadores associados com essa 
solução sejam n, = 1,u,=-l,v,=2,4,=2€v,=5,e que o custo 
unitário para toclas as varii áveis x, zero (básicas e não básicas) 
seja dado por 


c = i+ ji -ee P< 
(a) Se a solução dada é ótima, determine o valor ótimo da fun- 
cão objetivo associada. 


(b) Determine o valor de @ que garantirá a otimalidade da solu- 
ção dada. (Sugesta@o: localize a variável básica zero.) 


7. Considere o problema 


Minimizar z= y ex 


p=] fm] 


TabelaM Dados para o Problema 7 


sujeito a 


a 


2x 24,,6=1,2,...0 


x, 20 para todos os fe j 


Pode parecer lógico considerar que a solução ótima exigirá 
que o primeiro (segundo) conjunto de desigualdades seja subs- 
tituído por equações se ya, 25 b (Ya, Z ¥5,). © contra- 
exemplo da Tabela M mostra que essa premissa não é correta. 


Mostre que a aplicação do procedimento sugerido dá como 
resultado a solução x, = 2,4,,=3,4,,=4 É as = =2,comz=$ 27, 
o que é pior do que a solução viável x = =7 ex, =6,com 
z=$15. 
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5.3.3 Explicação do método simplex para o método 
dos multiplicadores 


A relação entre o método dos multiplicadores e o método sim- 
plex pode ser explicada com base nas relações primais-duais (Seção 
4.2). Pela estrutura especial da PL que representa o problema de 
transporte (veja o Exemplo 5.1-1 como exemplo), o problema dual 
associado pode ser escrito como 


Maximizar z= Yau, + Y bw, 
is] fsl 


sujeito a 
t, +v, £c, para todos os! e | 


“ev, irrestritos 
em que 


a = quantidade fornecida na origem i 

b = quantidade demandada no destino j 

c, = custo de transporte da origem / ao destino j 

wu, = variável dual da restrição associada com a origem J 
«= variável dual da restrição associada com o destino j 


Pela Fórmula 2, Seção 4.2.4, os coeficientes da função objeti- 
vo (custos reduzidos) da variável x, são iguais às diferenças entre 
os lados esquerdo e direito das restrições duais correspondentes, 
isto É, H, + V— Cp Contudo, sabemos que essa quantidade deve ser 
igual a zero para cada variável básica, o que produz o seguinte 
resultado: 


u, + v, =c, para cada variável básica x 


Ha m +n- 1 dessas equações cuja solução (após assumir um 
valor arbitrário n, = 0) dá como resultado os multiplicadores nu, ¢ 
v. Uma vez calculados esses multiplicadores, a variável que entra 
na base é determinada entre todas as variáveis não básicas como 
aquela que tiver o maior u, + v — ¢, positivo. 

A Hesenação de um valor arbitrário para uma das variáveis duais 
(isto é, u, = 0) pode parecer inconsistente com o modo como as 
variáveis duais são calculadas usando o Método 2 da Seção 4.2.5. 
A saber, para uma dada solução básica (e, portanto, uma solução 
inversa), os valores duais devem ser únicos. O Problema 2, Conjunto 
§.4c, aborda essa questão. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 5.3C 


1. Escreva o problema dual para a PL do problema de transpor- 
te do Exemplo 5.3-5 (Tabela 5.18). Calcule o valor da função 
objetivo dual ótima usando os valores ótimos duais dados na 
Tabela 5.24 ¢ mostre que ele é igual ao custo ótimo dado no 
exemplo, 

2. No problema de transporte, uma das variáveis duais assume um 
valor arbitrário. Isso significa que, para a mesma solução bá- 
sica, os Valores das variáveis duais associadas não são únicos. 
O resultado parece contradizer a teoria da programação linear, 
na qual os valores duais são determinados como o produto 
do vetor dos coeficientes da função objetivo para as variáveis 
básicas e a matriz inversa da base associada (veja Método 2, 
seção 4.2.3), Mostre que, para o problema de transporte, embo- 
ra a base inversa seja única, o vetor dos coeficientes da função 
objetivo da base não precisa ser. Especificamente, mostre que, 
se c, for alterado para c, + k para todos os i e j, em que k seja 
uma constante, os valores ótimos de x, permanecerão os mes- 
mos. Por conseguinte, a utilização de um valor arbitrário para 
uma variável dual é implicitamente equivalente a admitir que 
uma constante seja adicionada a todos os c, 


Pesquisa operacional 


5.4 O PROBLEMA DE DESIGNAÇÃO 


‘A melhor pessoa para a tarefa” é uma descrição adequada do 
problema de designação. A situação pode ser ilustrada pela desig- 
nação de trabalhadores com graus variáveis de habilidade a deter- 
minadas tarefas. Uma tarefa que combine com a habilidade de um 
trabalhador custa menos do que uma tarefa para a qual o trabalha- 
dor não seja tão habilidoso. O objetivo do problema é determinar a 
designação de menor custo de trabalhadores a tarefas. 

© problema geral de designação com n trabalhadores e n tare- 
fas é representado na Tabela 5.26. 

O elemento c, representa o custo de designar o trabalhador i 
à tarefa j (i,j = 1, ok ., 4). Não há nenhum prejuízo em termos de 
generalidade se considerarmos que o número de trabalhadores é 
sempre igual ao número de tarefas, uma vez que sempre podemos 
adicionar trabalhadores fictícios ou tarefas fictícias para satisfazer 
essa premissa, 


TABELA 5.26 Problema de designação 


Tarefas 
| 2 n 
l l 
2 l 
Trabalhador 
n 1 


O problema de designação é, na realidade, um caso especial do 
problema de transporte no qual os trabalhadores representam as 
origens e as tarefas representam os destinos. À quantidade forne- 
cida (demandada) em cada origem (destino) é exatamente igual a 
l. O custo de “transportar o trabalhador į para a tarefa j é c. Na 
verdade, o problema de designação pode ser resolvido diretamente 
como um problema de transporte comum. De qualquer maneira, O 
fato de todas as quantidades fornecidas e demandadas serem iguais 
a Í levou ao desenvolvimento de um algoritmo de solução simples 
denominado método húngaro. Embora o novo método de solução 
pareça não ter relação alguma com o problema de transporte, na 
realidade a raiz do algoritmo é o método simplex, exatamente como 
a do problema de transporte. 


5.4.1 O método húngaro’ 


Usaremos dois exemplos para apresentar a mecânica do novo 
algoritmo. À próxima seção dá uma explanação do procedimento 
bascada no simplex. 


Exemplo 5.4-1 


Os três filhos de Joe Klyne — John, Karen e Terri — querem 
ganhar algum dinheiro para gastar durante uma excursão da escola 
até o zoológico local. O Sr. Klyne escolheu três tarefas para seus 
filhos: 1) cortar a grama;2) pintar a porta da garagem; e 3) lavar os 
carros da familia. Para evitar a concorrência prevista entre os ir- 
mãos, ele pediu que seus filhos apresentassem propostas (fechadas) 
do que eles consideravam que fosse um pagamento justo para cada 
uma das três tarefas. Ficou combinado que os três concordariam 
com a decisão do pai sobre quem executaria qual tarefa. A Tabela 
5.27 resume as propostas recebidas. Com base nessas informações, 
como o Sr. Klyne deve designar as tarefas? 

O problema de designação será resolvido pelo método húngaro, 


* Assim como o problema de transporte, o método húngaro clássico, projetado primeiro para cálculos à mão, é coisa do passado e é apresentado aqui por razões exclusivamente didáticas. Hoje, 
não se justificam tais atalhos de cálculo porque o problema pode ser resolvido como um problema de PL normal, com a utilização de códigos de computador de alta eficiência. 


Capitulo 5 O problema de transporte e suas variantes ——@- $< @-@@4++w+w#+}yii i i i i i i i 


Etapa 1. Na matriz de custo original, identifique o minimo de cada 
linha e o subtraia de todas as entradas da linha. 


Tabela 5.27 Problema de designação do Sr. Klyne 
Cortar Pintar Lavar 
John 
Karen 
Terri 


Etapa 2. Na matriz resultante da etapa 1, identifique o mínimo de 
cada coluna e o subtraia de todas as entradas da coluna. 

Etapa 3. Identifique a solução ótima como a designação viável asso- 
ciada com os elementos zero da matriz obtida na etapa 2. 


Sejam p, e q, os custos minimos associados com a linha į e a co- 
luna j, como definido na etapas | e 2, respectivamente. Os mínimos 
de linha da etapa | são calculados de acordo com a matriz de custo 
original, como mostra a Tabela 5,28. 

Em seguida.subtraia o minimo da linha de cada linha respectiva 
para obter a matriz reduzida da Tabela 5.29. 

A aplicação da etapa 2 resulta nos minimos de coluna da Tabela 
5.29. Subtraindo esses valores das respectivas colunas, obtemos a 
matriz reduzida da Tabela 5.30. 


Tabela 5.28 Etapa 1 do método húngaro 


Minimo da linha 


Cortar Pintar Lavar 


John Pp, = 9 
Karen p=9 
Terri p =8 
Tabela 5.29 Etapa 2 do método húngaro 
Cortar Pintar Lavar 

John 

Karen 

Terri 


Minimo da coluna 


q=0 m=! 


Tabela 5.30 Etapa 3 do método húngaro 
Cortar Pintar Lavar 
Johm 
Karen 
Terri 


As células com entradas zero sublinhadas dão a solução ótima, 
o que significa que John pintará a porta da garagem, Karen cortará 
a grama e Terri lavará os carros da família. O custo total para o Sr, 
Klyne é 9 + 10 + 8 = 5 27. Essa quantia também será sempre igual a 
(p,+p,+p,)+(q,+9,+9,)=(9+9+8)4+ (0+ 1+0)=$ 27. (Dare- 
mos uma justificativa para esse resultado na próxima seção.) 


As etapas do método húngaro apresentadas funcionam bem no 
exemplo precedente porque as entradas zero na matriz final produ- 
zem uma designação viável (no sentido de que uma tarefa distinta 
é designada a cada filho). Em alguns casos, os zeros criados pelas 
etapas 1 e 2 podem não resultar em uma solução viável diretamente 
e serão necessárias mais etapas para achar a designação ótima (viá- 
vel). O exemplo seguinte demonstra essa situação. 
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Exemplo 5.4-2 


Suponha que a situação discutida no Exemplo 5.4-1 seja esten- 
dida para quatro filhos e quatro tarefas. A Tabela 5.31 resume os 
elementos de custo do problema, 

A aplicação das ctapas 1 e 2 à matriz da Tabela 5.31 (usando 
p,=1.p,=7,p,=4p,=5,9,=0.9,=0,9,=3 e q, = 0) dá como 
resultado a matriz reduzida da Tabela 5.32 (Venfique!). 

As localizações das entradas zero não permitem designar tare- 
fas únicas a todos os filhos. Por exemplo, se designarmos a Tarefa 
l ao Filho 1, então a coluna | será eliminada e o Filho 3 não terá 
uma entrada zero nas três colunas restantes. Esse obstáculo pode 
ser superado com a adição das seguintes etapas ao procedimento 
delineado no Exemplo 5.4-1. 


Etapa 2a. Se não for possível garantir nenhuma designação viável 
(com todas as entradas zero) pelas etapas 1 e 2, 

(1) trace o número mínimo de linhas horizontais e verticais na últi- 
ma matriz reduzida que abrangerá todas as entradas zero; 


Tabela 5.31 Modelo de designação 
Tarefa 
| 2 3 4 
i 
Filh à 
ilho + 
4 
Tabela 5.32 Matriz de designação reduzida 
Tarefa 
l 
Filho z 
at 
4 
Tabela 5.33 Aplicação da etapa 2a 
Tarefa 
l 2 3 4 
l 
au 
Filho 3 
4 
Tabela 5.34 Designação ótima 
Tarefa 
l 2 3 4 
| 2 
: 2 Ü 
Filho 3 0 
4 2 
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(11) selecione a menor entrada não abrangida, subtraia essa entrada 
de todas as entradas não abrangidas e então a adicione a todas as 
entradas na interseção de duas linhas; 

(iii) se não for possivel encontrar nenhuma designação viável entre 
as entradas zero resultantes, repita a etapa Za. Caso contrário, passe 
para a etapa 3 a fim de determinar a designação ótima, 


A aplicação da etapa 2a à última matriz produz as células som- 
breadas da Tabela 5.33. A menor entrada não sombreada (mostrada 
em caracteres ilálicos) é igual a 1. Essa entrada é adicionada à in- 
terseção de células em negrito e subtraida das células sombreadas 
restantes para produzir a matriz da Tabela 5.34. 

A solução ótima (mostrada pelos zeros não sublinhados) reco- 
menda a designação do Filho 1 à Tarefa 1, do Filho 2 à Tarefa 3, do 
Filho 3 à Tarefa 2 e do Filho 4 à Tarefa 4. O custo ótimo associado 
él+l0+5+45=$21.0 mesmo custo também é determinado pela 
soma dos p, e q, e pela entrada que foi subtraída depois que as célu- 
las sombreadas foram determinadas, isto č, (1 + 7+4+5)+ (040 


+3+0)+(1)=S21. 


Momento AMPL 
© arquivo amplEx5.4-2.txt dá o modelo em AMPL para o pro- 


blema de designação, que é muito semelhante ao do problema de 
transporte. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 5.4A 


1. Resolva o problema de designação da Tabela N. 


Dados para o Problema | 
(i) 
$2 
$2 
$2 


Tabela N 


$2 
$6 


(it) 


(a) Resolva pelo método húngaro. 

(b) Experimento com o TORA. Expresse a questão como um 
problema de PL e o resolva com o TORA. 

(c) Experimento com o TORA. Use o TORA para resolver a 
questão como um problema de transporte. 

(d) Experimento com o Solver. Modifique o arquivo Excel 
solverEx5,3-1.xls para resolver o problema. 

(e) Experimento com o AMPL. Modifique amplEx5.3-1b.txt 
para resolver o problema, 

2. A JoShop precisa designar quatro tarefas a quatro trabalhado- 
res. O custo de realizar uma tarefa é uma função das habilidades 
dos trabalhadores. À Tabela O resume o custo das designações. 
O Trabalhador 1 não pode executar a Tarefa 3, e o Trabalhador 
à não pode executar a Tarefa 4, Determine a designação ótima 
usando o método húngaro. 

3. No modelo da JoShop do Problema 2, suponha que há um 
(quinto) trabalhador adicional disponivel para realizar as 
quatro tarefas aos custos respectivos de $ 60, $ 45,5 30 e $ 80. 


Pesquisa operacional 


É uma medida econômica substituir algum dos quatro traba- 
lhadores atuais pelo novo? 

4. No modelo do Problema 2, suponha que a JoShop tenha acaba- 
do de receber uma quinta tarefa e que os custos respectivos de 
executá-la com os quatro trabalhadores atuais sejam 5 20, $ 10, 
$ 20 c $ 80. A nova tarefa deve ter prioridade sobre qualquer 
uma das outras quatro que a JoShop ja tem? 

*§ Um executivo de negócios deve fazer as quatro viagens de ida 
e volta apresentadas na lista da Tabela P entre a matriz de sua 
empresa em Dallas e uma filial em Atlanta, 


O preço de uma passagem de ida e volta partindo de Dallas 
é $ 400. Há um desconto de 25% se as datas de chegada e 
de retorno de um bilhete abrangerem um final de semana 
(sábado e domingo). Se a estada em Atlanta demorar mais do 
que 21 dias, o desconto aumenta para 30%. Uma passagem só 
de ida (ou só de volta) entre Dallas e Atlanta (em qualquer 
direção) custa $ 250. Como o executivo deve efetuar a compra 
das passagens? 


Tabela O Dados para o Problema 2 


Tarefa 


I fd — 


Trabalhador 


hg: 


= 


$ 


Tabela P Dados para o Problema 5 


Data de partida de Dallas Data de retorno a Dallas 


Segunda-feira, 3 de junho Sexta-feira, 7 de junho 
Segunda-feira, 10 de junho Quarta-feira, 12 de junho 
Segunda-feira, 17 de junho Sexta-feira, 21 de junho 
Terça-feira, 25 de junho Sexta-feira, 28 de junho 


“6. A Figura 5.6 dá o layout esquemático de uma oficina cujas cen- 
trais de trabalho existentes são designadas pelos quadrados 1, 
2,5 e 4. Quatro novas centrais de trabalho, I, H, HI e Pv, devem 
ser adicionadas à oficina nos locais designados pelos círculos a, 
b,c ed. O objetivo é designar as novas centrais aos locais pro- 
postos de modo a minimizar o tráfego total de manipulação de 
materiais entre as centrais existentes e as propostas. À Tabela 
Q resume a frequência das viagens entre as novas centrais € as 
antigas. O equipamento de manipulação de materiais percorre 
os corredores retangulares que se cruzam nos locais das centrais 
de trabalho. Por exemplo, a distância de deslocamento em uma 
só direção (cm metros) entre a central de trabalho | e o local b 
é 30 + 20 = 50 m. 


7. No Departamento de Engenharia Industrial da Universidade do 


Tabela Q 


É do E LIL The 
Dados para o Problema 6 


Novas centrais de trabalho 
| II III IV 


Centrais de 
trabalho 
existentes 


Capitulo 5 O problema de transporte e suas variantes 


Figura 5.6 
Layout da oficina para o Problema 6, Conjunto 5.4A. 
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60 


50 


40 


Arkansas, o Ineg 4904 é o ponto alto de um curso de projeto cuja 
intenção é permitir que equipes de estudantes apliquem o conhe- 
cimento e as habilidades que aprenderam no curriculo normal do 
curso de engenharia a um problema prático. Os membros de cada 
equipe escolhem um gerente de projeto, identificam um escopo 
adequado para seu projeto, redigem e apresentam uma propos- 
la, executam as tarefas necessárias para cumprir os objetivos do 
projeto e redigem e apresentam um relatório final, O instrutor 
do curso identifica projetos potenciais ¢ fornece planilhas com 
informações adequadas para cada um, entre elas contatos na or- 
ganização patrocinadora, resumo do projeto e habilidades poten- 
ciais necessárias para concluir o projeto. 

Cada equipe de projeto deve apresentar um relatório jus- 
tificando a seleção dos membros e do gerente da equipe. O 
relatório também apresenta uma classificação para cada pro- 
jeto em ordem de preferência, incluindo justificativas para o 
ajuste adequado das habilidades da equipe aos objetivos do 
projeto. Em um semestre específico, foram identificados os se- 
guintes projetos: Bocing F-15, Bocing F-18, Bocing Simulation, 
Cargil, Cobb-Vantress, ConAgra, Cooper, DaySpring (layout), 
DaySpring (manipulação de materiais), J. B. Hunt, Raytheon, 
Tyson South, Tyson East, Wal-Mart e Yellow Transportation. 
Os projetos para a Boeing e a Raytheon exigem que todos 
os membros da equipe tenham cidadania americana. Das 11 
equipes de projetos disponíveis para este semestre, quatro não 
cumprem esse requisito. 

Elabore um procedimento para designar projetos a equipes 
e justifique os argumentos que utilizou para chegar à decisão. 


5.4.2 Explicação do método húngaro pelo método simplex 


O problema de designação no qual n trabalhadores são desig- 
nados a n tarefas pode ser representado como um problema de PL 
da seguinte maneira: seja c, o custo de designar o trabalhador į à 
tarefa j, e defina 


“se o trabalhador ¿ for designado a tarefa j 
“+ 0, caso contrário 


E 


Portanto, o problema de PL é dado por 


E 


an 
Minimizar z= 5, ¥c,x, 


f=1 fel 
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sujeito a 


Sa,=1,i=1,2...1 


E 
a 

a — =1,2 
baer l, Hl, Z, tt 
fa 


x,=Ooul 


A solução ótima do problema de PL precedente permanece 
inalterada se uma constante for adicionada ou subtraida de qual- 
quer linha ou coluna da matriz de custo (e). Para provar esse ponto, 
sejam p, e q, constantes subtraidas da linha é e da coluna j. Assim, o 
elemento de custo c, é alterado para 


k ym Sy Pi 


Agora, 
DRE = dy d(C Di Ay 
Pris E 


Ee Br (Be) fp 
-Z Dem -Do(1)-Sa(1) 


=% Y cx, —constante 
! | 


Como a diferença entre a nova função objetivo e a original é uma 
constante, os valores ótimos de x, devem ser os mesmos nos dois ca- 
sos. Assim, o desenvolvimento mostra que as etapas | e 2 do método 
húngaro, que recomendam subtrair p da linha / e então subtrair q, da 
coluna j, produzem um problema de designação equivalente, Quanto 
a isso, se for possivel achar uma solução viável entre as entradas zero 
da matriz de custo criadas pelas etapas 1 e 2, ela deve ser ótima por- 
que o custo na matriz modificada não pode ser menor do que zero. 

Se as entradas zero criadas não puderem dar uma solução viável 
(como o Exemplo 5.4-2 demonstra), então a etapa 2a (que trata de 
abranger as entradas zero) deve ser aplicada. Mais uma vez, a validade 
desse procedimento tem sua origem no método simplex de programa- 
ção linear e pode ser explicado pela teoria da dualidade (Capitulo 4) e 
pelo teorema das folgas complementares (Capítulo 7). Não apresenta- 
remos os detalhes da prova aqui porque são bastante complexos. 

A razão de (p, + p, +... +P.) + (q, + 4, +... +g) daro va- 
lor ótimo é que essa expressão representa a função objetivo dual 
do problema de designação, Esse resultado pode ser percebido por 
comparação com a função objetivo dual do problema de transporte 
dada na Seção 5.3.4. (Se quiser mais detalhes, consulte Bazaraa et 
al. (1990, p. 499-508).) 


5.5 O PROBLEMA DE TRANSBORDO 


O problema de transbordo reconhece que pode ser mais barato 
despachar mercadorias com a utilização de nós intermediários ou 
transientes antes de chegar ao destino final. Esse conceito é mais 
geral do que o do problema de transporte normal, no qual são per- 
mitidas apenas expedições diretas entre uma origem e um destino, 

Esta seção mostra como um problema de transbordo pode ser 
convertido em (e resolvido como) um problema de transporte nor- 
mal usando a noção de tampão. 


Exemplo 5.5-1 


Duas fábricas de automóveis, Pl e P2, estão ligadas a três re- 
vendedoras, D1, D2 e D3, por meio de duas centrais de trânsito, T] 
e T2, de acordo com a rede mostrada na Figura 5.7. As quantida- 
des fornecidas pelas fábricas Pl e P2 são 1.000 ¢ 1.200 carros, e as 
quantidades demandadas nas revendedoras D1, D2 e D3 são 800, 
900 e 500 carros. Os custos de expedição por carro (em centenas de 
dólares) entre pares de nós são mostrados nas ligações (ou arcos) 
que conectam os nós da rede. 
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Ocorre transbordo na rede da Figura 5.7 porque seria concebi- 
vel que a quantidade total de carros fornecida, de 2.200 (= 1.000 + 
1.200), pelos nós Pl e P2 passasse por qualquer um dos nós da rede 
antes de chegar a seus destinos nos nós Dl, D2 e D3. Quanto a isso, 
cada nó da rede que tenha arcos de entrada, bem como de saída (71, 
72, D1 e D2),age como uma origem e também como um destino, e é 
denominado nó de transbordo. Os nós restantes são nós de forneci- 
mento puros (Pl e P2) ou nós de demanda puros (D3). 


Figura 5.7 
Rede de transbordo entre as fábricas e as revendedoras 


S00 


900 


S00 


O problema de transbordo pode ser convertido em um proble- 
ma de transporte normal com seis origens (Pl, P2, 71, 72, Dl e D2) 
e cinco destinos (71, 72, D1, D2 e D3). As quantidades fornecidas e 
demandadas nos diferentes nós são calculadas por 


Fornecimento em um nó de suprimento puro = 
Fornecimento original 
Demanda em um nó de demanda puro = 
Demanda original 
Fornecimento em um nó de transbordo = 
Fornecimento original + Quantidade tampão 
Demanda em um nó de transbordo = 
Demanda original + Quantidade tampão 


A quantidade tampão deve ser suficientemente grande para 
permitir que todas as unidades de fornecimento (ou de demanda) 
originais passem por qualquer um dos nós de transbordo. Seja B a 
quantidade tampão desejada; então 


B = Fornecimento (ou demanda) total 
= 1.000 + 1.200 (ou 800 + 900 + 500) 
= 2.200 carros 


Usando o tampão B e os custos unitários de expedição dados 
na rede, construímos o problema de transporte normal equivalente, 
como mostra a Tabela 5.35, 

A solução do problema de transporte resultante (determinado 
com a utilização do TORA) é mostrada na Figura 5.8. Observe o 
efeito do transbordo: a revendedora D2 recebe 1.400 carros, con- 
serva 900 carros para satisfazer sua demanda e envia os 500 carros 
restantes para a revendedora D3. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 5.5A? 


1. A rede da Figura 5.9 dá as rotas de expedição dos nós 1 e 2 para 
os nós 5 e 6, passando pelos nós 3 e 4. Os custos unitários de 
expedição são mostrados nos respectivos arcos, 

(a) Desenvolva o problema de transbordo correspondente. 
(b) Resolva o problema e mostre como os embarques são rolga- 
dos desde as origens até os destinos. 


Pesquisa operacional 


Tabela 5.35 Dados do problema de transbordo 


PI 


S00+ B 900+ B 500 


Figura 5.8 
Solução de um problema de transbordo 


Figura 5.9 
Rede para o Problema 1, Conjunto 5.54 
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2. No Problema 1, suponha que o nó de origem 1 possa ser ligado 
ao nó de origem 2 com um custo unitário de expedição de $ 1. O 
custo unitário de expedição do nó 1 ao nó 3 sofre um aumento 
de $ 5. Formule a questão como um problema de transbordo e 
ache a programação de expedição ótima, 


* Aconselhamos a utilização do TORA, Excel Solver ou AMPL para resolver os problemas deste conjunto. 
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3. A rede da Figura 5.10 mostra as rotas de expedição de carros de 
três fábricas (nós 1,2 e 3) para as três revendedoras (nós 6 a 8), 
passando por duas centrais de distribuição (nós 4 e 5). Os custos 
de expedição por carro (em $ 100) são mostrados nos arcos. 

(a) Resolva a questão como um problema de transbordo. 
(b) Ache a nova solução ótima considerando que a Central de 
Distribuição 4 possa vender 240 carros diretamente a clientes. 

*4. Considere o problema de transporte no qual duas fábricas for- 

neçam determinada mercadoria a três lojas. As quantidades (em 

unidades) a fornecer disponíveis nas origens | e 2 são 200 e 300; 

as quantidades demandadas nas lojas 1,2 e 3 são 100, 200 e 50, 

respectivamente. Pode haver transbordo de unidades entre as 

fábricas e as lojas antes de chegarem a seu destino final. Ache a 

programação ótima de expedição com base nos custos unitários 

apresentados na Tabela R. 


5. Considere a rede de tubulações de petróleo mostrada na Figura 
5.11. Os diferentes nós representam estações de bombeamento e 
recepção. As distâncias em milhas entre as estações são mostra- 
das na rede. O custo de transporte por galão entre dois nós é dire- 
tamente proporcional ao comprimento da tubulação. Desenvolva 
o modelo de transbordo associado e ache a solução ótima. 


6. Problema da rota mais curta. Ache a rota mais curta entre os nós 1 é 
7 da rede da Figura 5.12 formulando a questão como um problema 
de transbordo, As distâncias entre os diferentes nós são mostradas na 
rede. (Sugestão: considere que o fornecimento líquido do nó 1 é uma 
unidade e que a demanda liquida do nó 7 também é uma unidade.) 

7. No modelo de transbordo do Exemplo 5.5-1, defina x, como a 
quantidade enviada do nó į ao nó j. A questão pode ser formu- 
lada como um problema de programação linear no qual cada 
nó produza uma equação de restrição, Desenvolva o problema 
linear e mostre que a formulação resultante tem a seguinte ca- 
racterística: os coeficientes das restrições, a, da variável x, são 


l. na restrição i 
a. =+4-1, na restrição | 
0, caso contrário 


Figura 5.10 
Rede para o Problema 3, Conjunto 5,54 


1.100 


1.000 


1.200) 


Tabela R Dados para o Problema 4 
Fábrica Loja 
1 2 1 2 3 
Fabrica : Au se = 
go RE Sp EA 
| $0) $5 $1 
Loja 3 $] $0 $4 
3 


$7 $6 $0 
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Figura 5.11 
Rede para o Problema 5, Conjunto 5,5A 


50.000 60.000 (galões) 


90.000 20.000 


Figura 5.12 


Rede para o Problema 6, Conjunto 5.54 


8. Uma agência de empregos deve fornecer operários nos próxi- 
mos cinco meses segundo mostrado na Tabela 5. 


Tabela 5 Fornecimento de operários 
Mês | 2 5 d 5 
N. de operários 100 120 80 170 50 


Como o custo de mão-de-obra depende da duração do em- 
prego, pode ser mais econômico manter mais operários do que 
o necessário durante alguns meses da projeção para cinco me- 
ses. A Tabela T estima o custo de mão-de-obra em função da 
duração do emprego. 


Tabela T Custo na mão-de-obra versus duração do emprego 
Meses de emprego | 2 3 4 a 
100 130 180 220 250 


Custo por operário ($) 


Formule a questão como um problema de programação linear. 
Depois, usando manipulações algébricas adequadas das equações 
de restrição, mostre que o modelo pode ser convertido em um pro- 
blema de transbordo e ache a solução ótima. (Sugestão: use a carac- 
terística de transbordo do Problema 7 para converter as restrições 
do problema de programação nas restrições do problema de trans- 
bordo.) 
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Capitulo 
DC  . 


Otimização em redes 


Guia do capítulo. Os problemas de otimização em redes apresen- 
tados neste capítulo incluem as aplicações tradicionais: encontrar o 
modo mais eficiente de ligar várias localidades direta ou indireta- 
mente, achar o caminho mais curto entre duas cidades, determinar 
o fluxo máximo em uma rede de tubulações que satisfaça requisitos 
de suprimento e demanda em diferentes locais e programar as ati- 
vidades de um projeto. 

O algoritmo capacitado de custo mínimo é uma rede generaliza- 
da que comporta os problemas de caminho mais curto e de máximo 
fluxo apresentados neste capítulo. Seus detalhes podem ser encontra- 
dos na Seção 20.1, disponível em inglês no site do livro. Ao estudar o 
material deste capítulo, você deve dar especial atenção às aplicações 
não tradicionais desses problemas. Por exemplo, o problema de cami- 
nho mais curto pode ser usado para determinar a política ótima de 
reposição de equipamentos e o problema de fluxo máximo pode ser 
usado para determinar o número ótimo de navios para atender a uma 
programação específica de embarque. Essas situações estão incluídas 
no capítulo como exemplos resolvidos, problemas ou casos. 

O capítulo inteiro dá ênfase à formulação e à solução de um pro- 
blema de otimização em rede como um problema de programação li- 
near. Recomendamos que você estude essas relações, porque grande 
parte dos códigos comerciais resolvem problemas de otimização em 
rede como meros problemas de programação linear. Ademais, algu- 
mas formulações requerem a imposição de restrições de lado que só 
podem ser implementadas se o problema for resolvido como PL, 

ara entender os detalhes de cálculo, aconselhamos a utilização dos 
módulos interativos do TORA, que criam as etapas da solução exatamen- 
te como apresentadas no livro, Para problemas de grande escala, o capítulo 
oferece o Excel Solver e o AMPL para os diferentes algoritmos. 

Este capítulo inclui um resumo de uma aplicação real, 17 exem- 
plos resolvidos, 2 modelos em Solver, 3 modelos em AMPL, 69 pro- 
blemas de final de seção e 5 casos. Os casos estão no Apêndice E, 
disponível em inglês no site do livro. Os programas em AMPL/Ex- 
cel Solver TORA estão na pasta ch6Files. 


Aplicação real — Como poupar dólares do Governo 
Federal em viagens 


Os funcionários do Governo Federal dos Estados Unidos 
devem comparecer a conferências de desenvolvimento e cursos 
de treinamento em diferentes localidades em todo o pais. Como eles 
estão localizados em escritórios dispersos por todo o país, a seleção 
das cidades onde esses eventos serão realizados causa impacto no 
custo de viagem. No momento, a seleção das cidades que abrigarão 
eventos de conferência/treinamento é feita sem considerar o custo 
de viagem incorrido. O problema procura determinar a localização 
ótima da cidade que promoverá o evento, Estimou-se que o modelo 
desenvolvido poupou no mínimo $ 400.000 no ano fiscal de 1997, O 
Caso 4 do Capítulo 24, disponível em inglês no site do livro, dá os 
detalhes do estudo. 


6.1 ESCOPO E DEFINIÇÃO DE PROBLEMAS DE 
OTIMIZAÇÃO EM REDES 


Uma grande quantidade de situações de pesquisa operacional pode 
ser modelada e resolvida como redes (nós conectados por ramos): 


l. Projeto de uma rede de tubulações maritimas para ligar as bo- 
cas de poço de uma plataforma offshore de gás natural no golfo 
do México a um ponto de entrega em terra. O objetivo é mini- 
mizar o custo de construção da rede de tubulações. 

2. Determinação do caminho mais curto entre duas cidades em 
uma rede de rodovias existentes. 

3. Determinação da capacidade máxima (em toneladas por ano) de 
uma tubulação de lama de carvão que liga as minas de carvão no 
Wyoming com as usinas geradoras de energia elétrica em Houston, 
(Esse tipo de tubulação transporta lama de carvão por meio do 
bombeamento de água por tubulações especialmente projetadas. ) 


4. Determinação de um cronograma (datas de início e de conclu- 
são) para as atividades de um projeto de construção civil. 

5. Determinação de um esquema de fluxo de custo minimo entre 
as bacias de petróleo e as refinarias por meio de uma rede de 
tubulações. 


A solução dessas situações e de outras semelhantes é obtida por 
meio de uma variedade de algoritmos de otimização em redes. Este 
capítulo apresenta quatro desses algoritmos. 


1. Árvore geradora minima (situação 1). 
2. Algoritmo de caminho mais curto (situação 2). 
3. Algoritmo de fluxo máximo (situação 3). 
4. Algoritmo de caminho crítico (CPM - critical path method) 
(situação 4). 
Para a quinta situação, o algoritmo capacitado de rede de custo mini- 
mo é apresentado na Seção 20.1, disponivel em inglês no site do livro, 


Definições em redes. Uma rede consiste em um conjunto de nós co- 
nectados por arcos (ou ramos). À notação para descrever uma rede 
é (N, A), na qual N é o conjunto de nós e A é o conjunto de arcos. 
Como exemplo, a rede da Figura 6.1 é descrita como 


N=[1,2,3,4,5] 
A = {(1,2), (1,3), (2.3), (2, 5), (3.4). (3,5), (4,2). (4,5)] 


Associado com cada rede está um fluxo (por exemplo, fluxo de 
produtos de petróleo em uma tubulação ou fluxos de tráfego de au- 
tomóveis em rodovias). Em geral, o fluxo em uma rede é limitado 
pela capacidade de seus arcos, que pode ser finita ou infinita. 


Figura 6.1 
Exemplo de rede (N, A) 


Figura 6.2 
Exemplos de uma arvore e de uma arvore geradora 


Arvore geradora 


Árvore 
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Diz-se que um arco é orientado ou dirigido se ele permitir fluxo 
positivo em uma direção e fluxo zero na direção oposta. Uma rede 
orientada é aquela na qual todos os arcos são orientados, 

Um caminho é uma sequência de arcos distintos que ligam dois 
nós passando por outros nós, independentemente da direção de fu- 
xo em cada arco. Um caminho forma um ciclo ou um loop se co- 
nectar um nó asi mesmo, passando por outros nós. Por exemplo, na 
Figura 6.1, os arcos (2,3), (3,4) e (4,2) formam um ciclo. 

Uma rede conectada é uma rede tal que todos os pares de nós 
estão ligados por no mínimo um caminho. A rede da Figura 6.1 de- 
monstra esse tipo de rede, Uma árvore é uma rede conectada sem 
ciclos formada por um subconjunto de todos os nós, e uma árvore 
geradora é uma árvore que liga todos os nós da rede. A Figura 6.2 
dá exemplos de uma árvore e de uma árvore geradora da rede da 
Figura 6.1. 


Exemplo 6.1-1 (Pontes de Kônigsberg) 


A cidade de KGnigsberg, na Prússia (agora Kalingrado, na Rus- 
sia), foi fundada em 1254 às margens do rio Pergel e tem sete pontes 
que conectam suas quatro seções (rotuladas A, B, Ce D), como mos- 
tra a Figura 6.3. Um problema sempre presente entre os habitantes 
da cidade era verificar se seria possível percorrer as quatro seções 
e voltar ao local de partida cruzando cada ponte exatamente uma 
vez. Não havia limite no número de vezes que qualquer uma das 
quatro seções poderia ser visitada. 


Figura 6.3 
Pontes de Königsberg 


B 


Figura 6.4 
Representação em rede do problema de Königsberg 


Pesquisa operacional 


Em meados do século XVII, o famoso matemático Leonhard 
Euler desenvolveu um argumento especial de ‘construção de ca- 
minho” para provar que era impossível percorrer tal trajeto. Mais 
tarde, no início do século XIX, o mesmo problema foi resolvido re- 
presentando a situação como uma rede na qual cada uma das quatro 
seções (A, B, Ce D) era um nó e cada ponte era um arco que conec- 
tava nós aplicáveis, como mostra a Figura 6.4. 

A solução bascada em rede é que o desejado trajeto de ida 
e volta (iniciado e concluído em uma das seções da cidade) era 
impossível porque havia quatro nós, é cada um estava associado 
com um número impar de arcos, o que não permitia entrada e 
saída distintas (e, em consequência, a utilização distinta das pon- 
tes) para cada seção da cidade. O exemplo demonstra como a 
solução do problema é facilitada pela utilização da representação 
em rede. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.1A 


*1. Para cada rede da Figura 6.5 determine: (a) um caminho: (b) um 
ciclo; (c) uma árvore; e (d) uma árvore geradora. 


2. Determine os conjuntos N e À para as redes da Figura 6.5. 
3. Desenhe a rede definida por 


N=[1,2,3,4,5,6] 
A = {(1,2), (1,5), (2,3), (2,4), (3,4), (3, 5), (4, 3). (4,6). (5,2), (5, 6)} 


“d. Considere oito quadrados iguais arranjados em três linhas, com 
dois quadrados na primeira linha, quatro na segunda e dois na ter- 
ceira. Os quadrados de cada linha são arranjados simetricamente 
em relação ao eixo vertical, Deseja-se preencher os quadrados 
com números distintos nas faixas de 1 a 8 de modo que nenhum 
conjunto de dois quadrados verticais, horizontais ou diagonais 
adjacentes contenha números consecutivos. Use alguma forma de 
representação em rede para achar a solução de modo sistemático. 


Figura 6.5 
Redes para o Problema 1, Conjunto 6.1 A 


(1) (ii) 


5. Três presidiários escoltados por três guardas devem ser trans- 
portados de barco do continente até uma ilha-presídio para 
cumprir as respectivas sentenças, O barco não pode transferir 
mais do que duas pessoas em qualquer direção. É dado como 
certo que os presidiários dominarão os guardas se estiverem em 
maior número, não importa o momento, Desenvolva um mo- 
delo de rede que organize as viagens de barco de uma maneira 
que garanta a transferência segura dos presidiários. 


“Solução geral existe uma viagem de ida e volta se todos os nós liverem um número par de ramos ou se exatamente dois nós tiverem um número impar de ramos Não há nenhuma outra 
altermativa. Veja B. Hopkins è R. Wilson, “The truth about Königsberg”, College Math Journal, w 33,0. 3, p 198-207, 
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6.2 ALGORITMO DA ARVORE GERADORA MINIMA 


O algoritmo da árvore geradora minima trata de conectar os 
nós de uma rede, direta ou indiretamente, usando o comprimento 
total mais curto de ramos conectores. Uma aplicação típica ocorre 
na construção de estradas pavimentadas que ligam várias cidades 
rurais. À estrada entre duas cidades deve passar por uma ou mais 
outras cidades. O projeto mais econômico do sistema rodoviário re- 
comenda minimizar o comprimento total da estrada pavimentada, 
um resultado que é obtido por meio da implementação do algorit- 
mo da árvore geradora mínima. 

As etapas do procedimento são dadas a seguir. Seja N = [1.2,....n] 
o conjunto de nós da rede e defina 


C, = conjunto de nós que foram conectados permanentemente 
na iteração k 

E , = conjunto de nós que ainda terão de ser conectados perma- 
nentemente após a iteração k 


Etapa 0. Faça C=De C,=N. 

Etapa 1. Comece com qualquer nó i no conjunto não conectado 
C, e faça C, = fi}, o que dá como resultado C, = N — {i}. Faça k = 2, 
Etapa geral k. Selecione um nó, /*, no conjunto não conectado 
Cs, que dé o arco mais curto até um nó no conjunto conec- 
tado C, | Ligue j* permanentemente a C, , e elimine-o de 
C,_ isto É, 


C,= 0, 1+ UF, E, = C; 14] 


Figura 6.6 
Conexões por cabo para a Midwest TY Company 


3 (milhas) 


Se o conjunto de nós não conectados, C,, for vazio, pare. Caso 
contrário, faça k = k + l,e repita a etapa. 


Exemplo 6.2-1 


A Midwest TV Cable Company está em vias de fornecer servi- 
ços por cabo a cinco novas áreas onde estão em desenvolvimento 
projetos residenciais. A Figura 6.6 mostra as possíveis conexões de 
TV entre as cinco areas. As extensões (em milhas) dos cabos são 
mostradas em cada arco, Determine a rede mais econômica. 

O algoritmo começa no nó | (mas qualquer outro nó também 
serviria), o que dá 


C ={1}, C, ={2,3,4,5,6) 


As iterações do algoritmo estão resumidas na Figura 6.7. Os ar- 
cos representados por linhas finas mostram todas as conexões can- 
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didatas entre C e C. Os ramos, desenhados em linhas mais grossas, 
representam as conexões permanentes entre os nós do conjunto 
conectado C, e os ramos em linhas tracejadas representam a nova 
conexão (permanente) adicionada a cada iteração. Por exemplo, na 
iteração 1,0 ramo (1,2) é a conexão mais curta (= 1 milha) entre 
todos os ramos candidatos do nó 1 aos nós 2, 3, 4,5 e 6 do conjunto 
não conectado C,. Por conseguinte, a conexão (1, 2) torna-se per- 
manente e j* = 2,0 que dá 


C,=(1,2),€,=(3,4,5,6) 


A solução é dada pela árvore geradora mínima mostrada na 
iteração 6 da Figura 6.7. As extensões minimas de cabos resultantes 
necessárias para oferecer o serviço por cabo desejado são 1 + 3 + 4 
+3+5= 16 milhas. 


Momento TORA 


Você pode usar o TORA para gerar as iterações da árvore ge- 
radora minima. Em Main Menu selecione Network models = Mi- 
nimal spanning tree. Em seguida, no menu Solve/Modify selecione 
Solve problem = Go to output screen. Selecione um Starting node 
na tela de saída e então use Next iteration ou All iterations para 
gerar as iterações sucessivas. Você pode reiniciar as iterações sele- 
clonando um novo Starting node, O arquivo toraEx6,2-Lixt dá os 
dados do TORA para o Exemplo 6.2-1. 


Figura 6.7 
Soluções dadas por iteração para a Midwest TV Company 


Ieração | 


Iteragao 2 
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3. 
4, 

| links 

alternados 
Es, 
: leração 6 

(Arvore geradora mínima) 

6. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.2A 


À. Resolva o Exemplo 6.2-1 começando no nó 5 (em vez de no 
nó 1) e mostre que o algoritmo produz a mesma solução. 


2. Determine a árvore geradora minima da rede do Exemplo 6.2-1 
sob cada uma das seguintes condições específicas: 


“(a) Os nos 5 c 6 são conectados por um cabo de 2 milhas. 
(b) Os nós 2 e 5 não podem ser conectados, 
(c) Os nós 2 e 6 são conectados por um cabo de 4 milhas. 


Pesquisa operacional 


id) O cabo entre os nós | e 2 tem 8 milhas de comprimento. 
(e) Os nós 3 e 5 são conectados por um cabo de 4 milhas. 


(f) O nó 2 não pode ser conectado diretamente aos nós 3 e 5, 


Figura 6.8 
Rede para o Problema 3, Conjunto 62A 


Em transporte intermodal, caminhões-reboque carregados são 
despachados entre terminais ferroviários sobre vagões-plata- 
formas especiais A Figura 6.8 mostra a localização dos princi- 
pais terminais ferroviários nos Estados Unidos e as ferrovias 
existentes. O objetivo é decidir quais ferrovias devem ser ‘revi- 
talizadas’ para enfrentar o tráfego intermodal, Em particular, o 
terminal de Los Angeles (LA) deve ser conectado diretamente 
ao de Chicago (CH) para dar conta do esperado tráfego pesado. 
Fora estes, todos os terminais restantes podem ser conectados 
direta ou indiretamente de modo que o comprimento total (em 
milhas) das ferrovias selecionadas seja minimizado, Determine 
os trechos das ferrovias que devem ser incluídos no programa 
de revitalização. 

A Figura 6.9 apresenta as extensões das conexões viáveis para 
ligar nove bocas de poços localizadas em plataformas mariti- 
mas offshore de gás natural com um ponto de entrega em ter- 
ra. Como a boca de poço | é a mais próxima do litoral, está 
equipada com capacidades de bombeamento e armazenagem 
suficientes para bombear a produção dos oito poços restantes 
até o ponto de entrega. Determine a rede mínima de tubulações 
para ligar as bocas de poço ao ponto de entrega. 


Na Figura 6.9 do Problema 4, suponha que as bocas de poço 
possam ser divididas em dois grupos dependendo da pressão do 
eds: um grupo de alta pressão, que inclui os poços 2,3,4 e 6,0 um 
grupo de baixa pressão, que inclui os poços 5, 7,8 e 9. Devido à 
diferença de pressão, não é possivel conectar as bocas de poço 
de um grupo com as do outro. Ao mesmo tempo, os dois gru- 
pos devem ser conectados ao ponto de entrega passando pela 
boca de poço 1. Determine a rede minima de tubulações para 
essa situação, 

A Electro produz 15 componentes eletrônicos em 10 máquinas. 
A empresa quer agrupar as máquinas em células projetadas 
para minimizar as dissimilaridades entre os componentes pro- 
cessados em cada célula. Uma medida da ‘dissimilaridade’, do 
entre os componentes processados nas máquinas į e j pode ser 
expressa como 

H 


d=1- —— 
My + M; 


na qual n, é o número de componentes compartilhados entre as 
máquinas Fé j, em, é o número de componentes que é usado 
somente pela máquina į ou pela máquina j. 
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Figura 6.9 
Rede para o Problema 4, Conjunto 6.2A 


| | Ponto de entrega 


A Tabela A designa os componentes para as máquinas. 


Tabela A 
Máquina Componentes designados 

l 1.6 

2 2,3, 7,8, 9, 12, 13,15 
3 3, 5, 10, 14 

4 2, 7,8, 11,12,13 

5 3,5, 10, 11,14 

6 1,4,5,9,10 

7 2,5. 1, 8, 9,10 

8 3,4,15 

9 4,10 
10 3,8,10, 14, 15 


(a) Expresse o problema como um modelo de rede. 


(b) Mostre que a determinação das células pode ser baseada na 
solução da árvore geradora minima, 


(c) Para os dados apresentados na Tabela A, construa as solu- 
ções de duas e três células. 


6.3 O PROBLEMA DE CAMINHO MÍNIMO 


O problema de caminho minimo determina o caminho mais 


curto entre um destino é uma origem em uma rede de transporte. 
Qutras situações podem ser representadas pelo mesmo problema, 


como ilustrado pelos seguintes exemplos, 


6.3.1 Exemplos de aplicações do caminho minimo 


6.3-1 (Reposição de equipamento) 


A RentCar está desenvolvendo uma politica de reposição para 
sua frota de carros considerando uma projeção de planejamento de 
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quatro anos. No início de cada ano é tomada uma decisão sobre a 
conservação em operação ou reposição de um carro. 


Figura 6.10 
Problema da reposição de equipamento como um problema de ca- 
minho minimo 


Um carro deve permanecer em serviço por no minimo um ano 
e no máximo três anos, A Tabela 6,1 dá o custo de reposição como 
uma função do ano em que o carro foi adquirido e do número de 
anos Cm operação. 


Tabela 6.1 Custo de reposição 


Custo de reposição ($) por anos em operação 
Equipamento 


adquirido no início do ano | 2 3 
| 4.000) 5.400 9.800 
2 4,300 6.200 8.700 
3 4.800 7.100 — 
4 4.900 — — 


O problema pode ser formulado como uma rede na qual os 
nós 1 a 5 representam o inicio dos anos | a 5. Os arcos provenien- 
tes do nó 1 (ano 1) podem chegar somente aos nós 2,3 e 4 porque 
um carro deve estar em operação entre 1 e 3 anos. Os arcos que 
vêm dos outros nós podem ser interpretados de maneira seme- 
lhante. O comprimento de cada arco é igual ao custo de reposição, 
A solução do problema equivale a achar o caminho mais curto 
entre os nós | e 5, 

A Figura 6.10 mostra a rede resultante. Usando o TORA; o 
caminho minimo (representado pelas linhas grossas) é 1 > 3 > 
5. À solução significa que um carro adquirido no início do ano | 
(nó 1) deve ser substituído após dois anos, no início do ano 3 
(nó 3). Portanto, o carro novo será mantido em serviço até o final do 
ano 4. O custo total dessa política de reposição é 5 12.500 
(= $ 5.400 + 3 7.100). 


Exemplo 6.3-2 (Rota mais confiável) 


QI. Espertinho vai trabalhar de carro todos os dias. Como 
acabou de concluir um curso de análise de redes, Espertinho sabe 
determinar o caminho mais curto até seu local de trabalho. Infe- 
lizmente, a rota escolhida é muito bem policiada e, com todas as 
multas por excesso de velocidade que ele recebe, o caminho mais 
curto pode não ser a melhor opção. Por isso, Espertinho decidiu 
escolher uma rota que maximizasse a probabilidade de ele não ser 
multado por um policial, 

A rede da Figura 6,1] mostra as possíveis rotas entre sua casa e 
seu trabalho, ¢ as probabilidades de cle não ser parado associadas 
com cada trecho. A probabilidade de ele não ser parado em uma 


2 Em Main menu, selecione Network models = Shortest route. No menu Solve Modify, selecione Solve problem = Shortest routes. 
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rota é o produto das probabilidades associadas aos segmentos. 
Por exemplo, a probabilidade de não receber uma multa na rota 
1535557é809x0,3x0,25=0,0675. O objetivo de Esperti- 
nho é selecionar a rota que maximize a probabilidade de ele não 
ser multado. 


Figura 6.11 
Modelo de rede de rota mais confiável 


gal 


0,: 


A questão pode ser formulada como um problema de cami- 
nho minimo usando uma transformação logaritmica que conver- 
te o produto das probabilidades na soma dos logaritmos das pro- 
babilidades, isto é, se p =p, * p,* .. xp, é a probabilidade de 
ele não ser multado, então log p,, = log p, + log p, +... + log p, 

Como log p,, = 0, a maximização de log p, é equivalente 
à minimização de -log p Usando essa transformação, as pro- 
babilidades individuais p, da Figura 6.11 são substituídas por 
“log p, para todos os j na rede, o que dá como resultado a rede de 
caminho mínimo da Figura 6.12. 

Usando o TORA, a rota mais curta da Figura 6.12 é defini- 
da pelos nós 1,3,5 ¢ 7 com um 'comprimento” correspondente 
de 1,1707 (= -log p,,). Assim, a probabilidade máxima de ele 
não ser multado é de apenas p,, = 0,0675, nada animadora para 
Espertinho! 


Exemplo 6.3-3 (Charada dos três jarros) 


Um jarro de 8 galões é enchido com fluido. Dados dois jar- 
ros vazios de 5 e 3 galões, queremos dividir os 8 galões de fui- 
do em duas partes iguais usando os três jarros. Não é permitido 
nenhum outro instrumento de medida. Qual é o menor número 
de transferências (despejamentos) necessários para obter esse 
resultado? 

É provável que você possa adivinhar a solução dessa charada. 
De qualquer maneira, o processo de solução pode ser sistematizado 
com a representação da questão como um problema de caminho 
mínimo. 

Define-se um nó para representar a quantidade de fluido nos 
jarros de 8,5 e 3 galões, respectivamente, o que significa que a rede 
inicia com o nó (8,0, 0) e termina com o nó de solução desejado 
(4, 4,0). Um novo nó é gerado com base no nó atual ao se despejar 
fluido de um jarro para o outro. 


Figura 6.12 
Representação da rota mais confiável como um problema de cami- 
nho minimo 


Pesquisa operacional 


Figura 6,13 
Representação da charada dos três jarros como um problema de 
caminho mínimo 


A Figura 6.13 mostra diferentes rotas que levam do nó inicial 
(8, 0,0) ao nó final {4, 4. 0). O arco entre dois nós sucessivos repre- 
senta uma única transferência e, portanto, podemos considerar que 
tem um comprimento de uma unidade. Assim, o problema se reduz a 
determinar o caminho mais curto entre o nó (8,0,0) e o nó (4,4,0). 

A solução ótima, dada pelo caminho na parte inferior da Figura 
6.13, requer sete transferências. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.3A 


“1. Reconstrua o problema de reposição de equipamento do Exem- 
plo 6.3-1 considerando que um carro deve ser mantido em ser- 
viço no mínimo por dois anos, com uma vida útil máxima em 
serviço de quatro anos. O horizonte de planejamento é do início 
do ano | ao final do ano 5. A Tabela B apresenta os dados ne- 


CessáTios, 

Tabela B 

Custo de reposição ($) de acordo com os anos 
em operação 

Ano de aquisção 2 3 4 
| 3.800 4.100 6.800 
2 4.000 4.800 7.000 
3 4,200) 5.300 7.200 
4 4.800 5.700 — 
5 5.300 — — 


2. A Figura 6.14 apresenta a rede de comunicação entre duas esta- 
ções, | e 7. A probabilidade de uma conexão operar sem falhas 
é mostrada em cada arco. Mensagens são enviadas da Estação 
1 à Estação 7, e o objetivo é determinar a rota que maximizará 
a probabilidade de uma transmissão bem-sucedida. Formule a 
situação como um problema de caminho minimo e determine 
a solução ótima. 


Figura 6.14 
Rede para o Problema 2, Conjunto 6.34 


0,5 
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3. Planejamento de produção. A DirectCo vende um item cujas 
demandas nos próximos quatro meses são 100, 140,210 e 180) 
unidades, respectivamente. A empresa pode estocar apenas 
o suficiente para atender à demanda de cada mês, ou então 
pode manter excesso de estoque para salisfazer a demanda 
de dois ou mais meses subseqiientes e consecutivos. No últi- 
mo caso é cobrado um custo de permanência de $ 1,20 por 
unidade de excesso de estoque por mês. A DirectCo estima 
que os preços de compra por unidade para os próximos qua- 
tro meses serão $ 15, $ 12, $ 10 e $ 14, respectivamente, Um 
custo de preparação de $ 200 é incorrido toda vez que um 
pedido de compra é colocado. A empresa quer desenvolver 
um plano de compra que minimizará os custos totais de colo- 
cação de pedido, compra e permanência do item em estoque. 
Formule a questão como um problema de caminho mínimo e 
use o TORA para achar a solução ótima, 


*4. O problema da mochila. Um adepto de caminhadas tem uma 
mochila de 5 pés* e precisa definir os itens mais valiosos para 
levar em um passeio. Há trés itens entre os quais escolher. 
Seus volumes são 2,3 e 4 pés*,e o esportista estima que seus 
valores associados em uma escala de 0 a 100 sejam 30, 50 e 
70, respectivamente. Expresse o problema como uma rede de 
caminho máximo (mais longo) e ache a solução ótima. (Su- 
gestão: um nó da rede pode ser definido como [i v], no qual 
i ë o número de itens considerado para levar na mochila, e 
v é o volume que resta imediatamente antes de ser tomada 
uma decisão sobre i.) 


5. Uma torradeira elétrica antiga tem duas portas com dobradi- 
ças acionadas por molas. As duas portas se abrem para fora 
em direções opostas e afastando-se do elemento de aqueci- 
mento. Um lado de uma fatia de pão é torrado por vez abrin- 
do-se a porta da torradeira com uma mão e colocando a fatia 
com a outra mao, Após um lado estar torrado, a fatia é virada 
para torrar o outro lado. A meta é determinar a seqiiência 
das operações (colocar, tostar, virar e remover) necessárias 
para torrar três fatias de pão no tempo mais curto possível. 
Formule a questão como um problema de caminho mínimo 
usando os tempos elementares para as diferentes operações 
como demonstrado na Tabela C. 


Tabela C 

Operação Tempo (segundos) 
Colocar uma fatia de qualquer lado 3 
Torrar um lado 30 


Virar a fatia que já está na torradeira 
Remover a fatia de qualquer lado 


6.3.2 Algoritmos para a resolução do problema de 
caminho minimo 


Esta seção apresenta dois algoritmos para resolver redes cícli- 
cas (Isto é, que contêm ciclos, ou laços) e redes aciclicas: 


1. O algoritmo de Dijkstra. 
2. O algoritmo de Floyd. 


O algoritmo de Dijkstra foi desenvolvido para determinar o ca- 
minho mais curto entre o nó de origem e qualquer outro nó da rede, 
O algoritmo de Floyd é mais abrangente porque permite a determi- 
nação do caminho mais curto entre quaisquer dois nós da rede. 


Algoritmo de Dijkstra. Seja u, a distância mais curta do nó de ori- 
gem 1 ao nó í, e defina-se d, (2 0) como o comprimento do arco (1, 
|). Então, o algoritmo define o rótulo para um nó imediatamente 
posterior, j como 


[u; i) =[u,+d,,é],d, 20 
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O rótulo para o nó inicial é [0,—], o que indica que o nó não tem 
nenhum predecessor. 

Os rótulos dos nós no algoritmo de Dijkstra são de dois tipos; 
temporários e permanentes. Um rótulo temporário é modificado se 
for possível encontrar uma rota mais curta até um nó. Se não for 
possivel encontrar nenhuma rota melhor, o status do rótulo tempo- 
rário muda para permanente. 


Etapa O. Rotule o nó de origem (nó 1) com o rótulo permanente 
[0, —). Determine į = 1. 

Etapa i. 

(a) Calcule os rótulos temporários [u, + d i] para cada nó j que 
puder ser alcançado partindo do nó à contanto que j não seja 
permanentemente rotulado. Se o nó j já estiver rotulado com [u, k] 
passando por um outro nó k, e se m, + d, < u, substitua [u, k] por 
(u, + d, i]. 

(b) Se todos os nós tiverem rótulos permanentes, pare. Caso con- 
trário, selecione o rótulo [w, s], cuja distância (= mu) é a mais curta 
entre todos os rótulos temporários (empates são resolvidos arbitra- 
riamente). Determine /=re repita a etapa i. 


Exemplo 6.3-4 


A rede da Figura 6,15 dá as rotas possíveis e seus comprimentos 
em milhas entre a Cidade 1 (nó 1) e quatro outras cidades (nós 2 
a 5). Determine os caminhos mais curtos entre a Cidade 1 e cada 
uma das outras quatro cidades. 


Iteracao 0. Designe o rótulo permanente [O, —| ao nó 1. 

Iteragao 1. Os nós 2 e 3 podem ser alcançados com base no nó | 
(último nó rotulado permanentemente). Assim, a lista de nós ro- 
tulados (temporários e permanentes) fica como demonstrado na 
Tabela 6.2. 


Tabela 6.2 Lista de nós 


Nú Rótulo Status 
1 [0, —] Permanente 
2 [0 + 100, 1] = [100,1] Temporário 
3 JO + 30,1] = [30,1] Temporário 


Figura 6.15 
Exemplo de rede para o algoritmo de caminho minimo de Dijkstra 


Para os dois rótulos temporários [100,1] e [30,1],0 nó 3 resulta 
na menor distância (m, = 30). Assim, o status do nó 3 muda para 
permanente, 


Heração 2. Os nós 4 e 5 podem ser alcançados com base no nó 3, ca 
lista de nós fica como demonstrado na Tabela 6.3. 
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Tabela 6.3 Lista de nós 


Nó Rótulo Status 

| [0, —] Permanente 
2 [100,1] Temporário 
3 [30, 1] Permanente 
+ [30 + 10,3] = [40,3] Temporario 
5 [30 + 60,3] = [90,3] Temporário 


O status do rótulo temporário [40,3] no nó 4 muda para per- 
manente (ur, = 40), 
Iteração 3. Nós 2 e 5 podem ser alcançados com base no nó 4. Assim, 
a lista de nós rotulados é atualizada como demonstrado na Tabela 


6.4, 


Tabela 6.4 Lista de nós 


Nó Rótulo Status 

i [0, —] Permanente 
2 [40 + 15,4] = [55,4] Temporário 
3 [30,1] Permanente 
4 [40,3] Permanente 
5 [90,3] or [40 + 50,4] = [90. 4] Temporário 


O rótulo temporário do nó 2 [100,1] obtido na iteração 1 muda 
para [55. 4] na iteração 3 a fim de indicar que foi encontrada uma 
rota mais curta que passa pelo nó 4. Além disso, na iteração 3,0 nó 5 
tem dois rótulos alternativos com a mesma distância u, = 90. 


Figura 6.16 
Procedimento de rotulagem do algoritmo de Dijkstra 


HT 
[554] 


{ }= iteração 


A lista para a iteração 3 mostra que o rótulo para ond 2 agora 
é permanente. 


Iteração 4. Só o nó 3 pode ser alcançado com base no nó 2. Contudo, 
o nó 3 tem um rótulo permanente e não pode ser rotulado nova- 
mente. A nova lista de rótulos permanece a mesma da iteração 3, 
exceto que o rótulo no nó 2 agora é permanente. Isso deixa o nó 5 
como o único rótulo temporário, Como o nó 5 não leva a outros nós, 
seu status é convertido em permanente, e o processo termina. 


Os cálculos do algoritmo podem ser executados com mais faci- 
lidade na rede, como a Figura 6.16 demonstra. 


Pesquisa operacional 


O caminho mais curto entre o nó | e qualquer outro nó da rede 
é determinado começando no nó de destino desejado e percorrendo 
a rota inversa a partir desse ponto, usando a informação dada pelos 
rótulos permanentes. Por exemplo, a seguinte sequência determina 
a rota mais curta do nó 1 ao nó 2: 


(2) — [55,4] = (4) = [40,3] = (3) > [30,1] = (1) 


Assim, a rota desejada é 1 — 3 > 4 > 2 com um comprimento 
total de 55 milhas. 


Momento TORA 


O TORA pode ser usado para gerar iterações do algoritmo de 
Dijkstra, No menu Solve Modify, selecione Solve problem = Itera- 
tions = Dijkstra's algorithm. O arquivo toraEx6.3-4.1xt apresenta 
os dados do TORA para o Exemplo 6.3-4. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.3B 


1. A rede da Figura 6,17 dá as distâncias em milhas entre pares 
de cidades 1,2,...,€ 8. Use o algoritmo de Dijkstra para achar o 
caminho mais curto entre as seguintes cidades: 


(a) Cidades 1 e 8. 
ib) Cidades 1 ¢ 6, 
*(c) Cidades 4 e 8. 
(d) Cidades 2 e 6. 


Figura 6.17 


Rede para o Problema 1, Conjunto 6.35 


Figura 6.18 
Rede para o Problema 2, Conjunto 6.3B 


2. Use o algoritmo de Dijkstra para achar o caminho mais curto 
entre o nó 1 e todos os outros nós da rede da Figura 6.18. 

3. Use oalgoritmo de Dijkstra para determinar a solução ótima de 
cada um dos seguintes problemas: 
(a) Problema 1, Conjunto 6,3A. 
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(b) Problema 2, Conjunto 6.3A, 


(c) Problema 4, Conjunto 6.34, 


Algoritmo de Floyd. O algoritmo de Floyd é mais geral do que 
ode Dijkstra porque determina o caminho mínimo entre quais- 
quer dois nós da rede. O algoritmo representa uma rede de n 
nós como uma matriz quadrada com n linhas e n colunas. À en- 
trada (i, j) da matriz dá a distância, d, do nó rao nó j, que é finita 
se í estiver ligado diretamente a f caso contrário, é infinita. 

O conceito do algoritmo de Floyd é objetivo. Dados três nós, 
i je k, na Figura 6.19 com as distâncias que os conectam mostra- 
das nos três arcos, o caminho mais curto é ir dei a | passando por k 


di, + d, < d, 


Figura 6.19 
Operação tripla de Floyd 


Nesse caso, é ótimo substituir a rota direta de i — j pela rota 
indireta é — k — j. Essa operação tripla de troca é aplicada sistema- 
ticamente à rede usando as seguintes etapas: 


Etapa 0. Defina a matriz de distâncias inicial D, e a matriz de se- 
quência de nós $, como dado a seguir. Os elementos da diagonal são 
marcados com (—) para indicar que estão bloqueados. Determine 
k=1, 


Matriz de distâncias inicial D, 


Etapa geral & Defina a linha & e a coluna k como a linha pivô ca co- 
tuna pivô. Aplique a operação tripla a cada ele mento d em D, , para 
todo ie j Se a condição for satisfeita, faça as seguintes mudanças: 


d+ dyed lik jk, ei” j) 
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(a) Crie D substituindo d em D, por d, + dy; 
(b) Crie $, substituindo s, em $,_, por k Determine k = k + 1. 
Se k =n + 1, pare; caso contrário, repita a etapa K. 


A etapa & do algoritmo pode ser explicada com a representação 
de D, |, segundo mostra a Figura 6.20. Nela, a linha & e a coluna & 
definem a linha e a coluna pivô atuais. A linha / representa qualquer 
uma das linhas: 1,2,....¢ & -= 1, c a linha p representa qualquer uma 
das linhas: k + 1,k + 2,...,¢ n De maneira semelhante, a coluna y 
representa qualquer uma das colunas: 1, 2,...,¢ k- 1, e a coluna g 
representa qualquer uma das colunas: A + 1,k + 2.....¢ m A operação 
tripla pode ser aplicada da seguinte maneira: se a soma dos elementos 
da linha pivô e da coluna pivô (representados por quadrados) for me- 
nor do que o elemento de interseção associado (representado por um 
circulo), então é ótimo substituir a distância de interseção pela soma 
das distâncias da linha e da coluna pivôs. 


Figura 6.20 
Implementação da operação tripla em forma de matriz 


Coluna 
Coluna pivô Coluna 
j k q 


Linha i 


Coluna pivô k 


Linha p 


Após n etapas, podemos determinar o caminho mais curto entre 
os nós e j com base nas matrizes D e S usando as seguintes regras: 


1. A partir de D d, dá a menor distância entre os nós fe j. 

2. A partir de S „determine o nó intermediário k = s, que da como 
resultado a rota i k >» j. Ses = k e s, = j, pare; todos os nós 
intermediários da rota foram encontrados. Caso contrário. repita 
o procedimento entre os nós ie k e entre os nós k e j. 


Exemplo 6.3-5 


Paraa rede da Figura 6.21 encontre os caminhos mais curtos entre 
todos os conjuntos de dois nós. As distâncias (em milhas) são dadas 
nos arcos. O arco (3,5) é direcional, de modo que nenhum tráfego 
é permitido do nó 5 ao nó 3, Todos os outros arcos permitem trá- 
fego nos dois sentidos, 


Figura 6.21 
Rede para o Exemplo 6.3-5 
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Iteração 0. As matrizes D, é S$, dão a representação inicial da rede. 
D, é simétrica, exceto por d, = es, porque nenhum tráfego é permi- 
tido do nó 5 ao nó 3. 


Matriz D, 


Ai e uw b = 


Iteragao 1. Determine k = 1. A linha pivô e a coluna pivô são mostra- 
das pela primeira linha e pela primeira coluna sombreadas em tom 
mais claro na matriz D. As células sombreadas em tom mais escuro, 
d,, e d,,, São as únicas que podem ser melhoradas pela operação tri- 
pla. Assim, D e 5, são obtidas de D e $, da seguinte maneira: 


L. Substitua d,, por d, + d,,=3+ 10 = 13 e determine s, = 1. 
2. Substitua d., por d, + d,,=10+3=13e determine s,, = 1. 


Matriz D, 
l 2 3 4 5 
] 
2 
3 
4 
5 
Matriz Na 
1 2 3 4 5 
l 
z 
3 
4 
5 


Iteracgio 2. Determine k = 2, como mostram a linha e a coluna som- 
breadas em tom mais claro em D.. A operação tripla é aplicada às 
células sombreadas em tom mais escuro em D e $. As mudanças 
resultantes são representadas em negrito em D, e $. 


Pesquisa operacional 


Matriz D, 


Ieração 3. Determine k = 3, como mostram a linha e a coluna som- 
breadas em D.. Às novas matrizes são dadas por D, ¢ $. 


Matriz D, 


b Wh = 


Lh 


va d ua b — 


Iteragao 4. Determine k = 4, como mostram a linha e a coluna som- 
breadas em D As novas matrizes são dadas por De $ 


Matriz D, 


ui pi = 


a EF 
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Iteração 5. Determine k = 5, como mostram a linha e a coluna sombre- 
adas em D, Nenhuma melhoria adicional é possível nessa iteração. 


As matrizes finais D, e $, contêm todas as informações neces- 
sárias para determinar a rota mais curta entre quaisquer dois nós 
da rede. Por exemplo, partindo de D „a distância mais curta do nó | 
ao nó 5 é d, = 12 milhas. Para determinar a rota associada, lembre- 
se de que um segmento {i j) representa uma conexão direta só se 
s, = j. Caso contrário, é e | são conectados por pelo menos um outro 
nó intermediário, Como s,, = 4% 5, a rota é dada inicialmente como 
| — 4 — 5. Agora, como s = 2 * 4, o segmento (1,4) não é uma 
conexão direta e 1 — 4 é substituida por 1 > 2 > 4, e a rota 1 44 
— 5 agora se torna 1 > 2 > 4 > 5, Em seguida, como s,, = 2,5,, 
4 cs, = 5, nenhuma outra ‘dissecção’ é necessária e | + 2 => 4 —5 
define a rota mais curta. 


m TI 


Momento TORA 


Como no algoritmo de Dijkstra, o TORA pode ser usado para 
gerar iterações do algoritmo de Floyd. No menu Solve/Modify, se- 
lecione Solve problem = Iterations = Flovd's algorithm. O arquivo 
toraEx6.3-5.txt apresenta os dados do TORA para o Exemplo 6.3-5. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.3€ 


l. No Exemplo 6.3-5, use o algoritmo de Floyd para determinar 
os caminhos mais curtos entre cada um dos seguintes pares de 
nós: 


*(a) Do nó 5 ao nó 1. 
(b) Do nó 3 ao nó 5. 
(c) Do nó 5 ao nó à. 
id) Do nó 5 ao nó 2. 


Figura 6.22 
Rede para o Problema 2, Conjunto 6.3€ 


2. Aplique o algoritmo de Floyd à rede da Figura 6.22. Os arcos 
(7,6) ¢ (6,4) são unidirecionais, ¢ todas as distâncias estão em 
milhas. Determine o caminho mais curto entre os seguintes pa- 
res de nós: 


(a) Do nó 1 ao nó 7. 
(b) Do nó 7 ao nó l. 
(c) Do nó 6 ao nó 7. 


3. A empresa de telefonia celular Tell-All atende seis áreas geo- 
gráficas. As distâncias de satélite (em milhas) entre as seis áreas 
são dadas na Figura 6.23. A Tell-All precisa determinar as rotas 
de mensagens mais eficientes que devem ser estabelecidas entre 
cada duas áreas da rede, 

*4, Seis crianças, Joe, Kay, Jim, Bob, Rae e Kim, fazem uma brinca- 
deira parecida com esconde-esconde. O esconderijo de uma crian- 
ça só é conhecido por um pequeno grupo de outras, num acerto 
prévio. Depois, são formados pares de crianças com o objetivo de 
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achar o esconderijo de sua parceira. Consegue-se isso por meio 
de uma cadeia de outras crianças que, a certa altura, levará à des- 
coberta de onde a criança designada está escondida. Por exemplo, 
suponha que Joe precise achar Kim e saiba onde Jim está escon- 
dido, o qual, por sua vez, sabe onde Kim está. Assim, Joe pode 
achar Kim se antes achar Jim, que, depois, levará Joe a Kim. A 
lista apresentada a seguir informa onde estão as crianças: 


Joe conhece os esconderijos de Bob e Kim. 

Kay conhece os esconderijos de Bob, Jim é Rae. 
Jim e Bob conhecem apenas o esconderijo de Kay. 
Rae sabe onde Kim está escondida. 

Kim sabe onde Joe e Bob estão escondidos. 


Figura 6.23 
Rede para o Problema 3, Conjunto 6.30 


Elabore um plano para cada criança achar todas as outras por 
melo do menor número de contatos, Qual seria O maior número de 
contatos? 


6.3.3 Formulação em programação linear para o pro- 
blema de caminho minimo 


Esta seção dá um modelo de PL para o problema de caminho 
minimo. O modelo é geral no sentido de que pode ser usado para 
achar o caminho minimo entre quaisquer dois nós da rede. Nesse 
sentido, é equivalente ao algoritmo de Floyd. 

Suponha que a rede de caminho minimo inclua n nós e que de- 
sejamos determinar o caminho mais curto entre quaisquer dois nós 
serda rede, O modelo de PL considera que uma unidade de fluxo 
entra na rede no nó s e sai no nó t. 


Definam-se: 
x,> quantidade de fluxo no arco (i,j) 


l, se o arco {A j) estiver mais curto 
Ú, caso contrário 


c; = comprimento do arco (F, j) 
Assim, a função objetivo do programa linear se torna 


Minimizar z = o cx 


y ow 
para todos 
OS arcos 
definidos fi,7) 
As restrições representam a equação de conservação de fluxo 
em cada nó: 


Fluxo total de entrada = Fluxo total de saida 


Traduzido matematicamente, temos, para o nó j: 


Entrada externa z ba Es Saida externa 
V= 


De de 


para o nó j j do nó y k 
odos os todos os 
arcos ghi) arcos (jk) 
definidos definidos 
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Exemplo 6.3-6 


Considere a rede de caminho mínimo do Exemplo 6.3-4. Supo- 
nha que queiramos determinar o caminho mais curto do nó 1 ao nó 
2istoé,s=let=2. A Figura 6.24 mostra como a unidade de fluxo 
entra no nó | e sai no nó2, 

Podemos ver pela rede que a equação de conservação de fluxo 
dá como resultado: 


No l:l 
Nó Zi Xg +X =+] 


= Nja FA 


NÓS, + t= iy + Fas 
Nó dx, 
N6 5:x,, + x,, =0 


= + A 
qi 


Figura 6.24 
Inserção de unidade de fluxo para determinar o caminho mais curto 
entreonós=leonór=2 


A formulação em PL completa pode ser expressa como de- 
monstrado na Tabela 6.5. 


Tabela 6.5 Formulação em PL 


Minimizar z = 100 30 20 lO 60 15 50 


No 1l | | =: i 
Nó 2 —] l -1 =-1 
Nó 3 -] -l1 l l = 0 
No 4 =] | i= 0 
Nó 5 =| -l= 0 


Observe que a coluna x, tem exatamente uma entrada ‘T’ na 
linha ie uma entrada ‘-1’ na linha j, uma propriedade típica de uma 
rede em PL. 

A solução ótima (obtida por TORA, arquivo toraEx6.3-6.txt) é 


Z=93,*,,= 14, =L4,=1 


Esta solução dá o caminho mais curto do nó | ao nó 2 como 1 à 
3 — 4 — 2, ¢ a distância associada é z = 55 (milhas). 


PROBLEMA 6.3D 


1, No Exemplo 6.3-6, use PL para determinar os caminhos mais 
curtos entre os seguintes pares de nós: 


*(a) Nó l ao nó 5, 
(b) Nó 2 ao nós. 


Pesquisa operacional 


Momento Solver 


A Figura 6.25 apresenta a planilha Excel Solver para achar 
o caminho mais curto entre o nó inicial Nl e o nó final N2 do 
Exemplo 6.3-6 (arquivo solverEx6.3-6.xls). Os dados de entrada 
do problema são apresentados na matriz de distâncias nas célu- 
las B3:E6. Não tem nenhuma coluna associada ao nó N1 porque 
nenhum arco chega até ele e não há nenhuma linha associada 
ao nó Ná porque nenhum arco sai dele. Uma entrada em branco 
significa que o arco correspondente não existe. Os nós N1 e N2 
são designados como os nós inicial e final digitando 1 em F3c em 
B7. Essas designações podem ser alteradas pelo simples desloca- 
mento da entrada 1 para novas células. Por exemplo, para achar o 
caminho mais curto do nó N2 ao nó N4, entramos com 1 na célula 
F4 e na célula D7. 


Figura 6.25 
Solução por Excel Solver do caminho mais curto entre os nós 1 e 2 
do Exemplo 6.3-6 (arquivo solverEx6.3-6.xls) 


A | j i i u N 
dra | al | immi tan 
7 H i on 

w mo pa wu 

0 in APRESENTE rary 

W a SAAR ETE pup 

io poria] gF] 
a ba hsg 


ed ASMA Tareas 


| Set Tarcat Cel: 
1 Epa Te Obs mq Cyaeot 
h Er Gha RES teh 


Bet 


Sb pes fo Ure Comber 


[rari mG 
woken cem O 


A solução do problema é dada nas células B9:E12. Uma célula 
define um trecho que conecta seus nós designados. Por exemplo, a 
célula CIO define o trecho (N2, N3), e sua variável associada é x... 
Uma variável de célula x, = 1 se seu trecho (Ni, Ny) estiver na rota. 
Caso contrário, seu valor é zero. 

Como a matriz de distâncias é dada pela faixa B3:E6 (deno- 
minada distance) e a matriz de solução é dada pela faixa B9:E12 
(denominada solution), a função objetivo é calculada na célula G14 
como =SOMARPRODUTO(B3:E6,B9:E12) ou, de forma equiva- 
lente, =SOMARPRODUTO(distance,solution). Você talvez esteja 
imaginando qual é o significado das entradas em branco (cujo valor 
default é zero no Excel) na matriz de distâncias e que impacto elas 
causam na definição da função objetivo. Essa questão será abordada 
em breve, após termos mostrado como as variáveis correspondentes 
são totalmente excluídas das restrições do problema. 

Como explicamos no Exemplo 6.3-6 de PL, as restrições do pro- 
blema são, de modo geral: 


(Fluxo de saída) — (Fluxo de entrada) = 0 


Essa definição é adaptada ao layout da planilha com a incorpo- 
ração do fluxo unitário externo, se houver, diretamente ao Fluxo de 
saída ou ao Fluxo de entrada da equação. Por exemplo, no Exemplo 
6.3-6, um fluxo unitário externo entra em N1 e sai em N2. Assim, as 
restrições associadas são dadas como 


Capitulo 6 Otimização em redes 


(Fluxo de saida em NI) = x,,+4,,-1 
oe =x, +x, -1=0 
(Fluxo de entrada em NI) = 0 a 
(Fluxo de saída em N2) = x,, 

j D iai = %,,-X, -*,-1=0 
(Fluxo de entrada em N2)= x, +x,-1 = E 


Examinando a planilha da Figura 6.25, as duas restrições são 
expressas em termos de células como 


(Fluxo de saída em N1) = B94+C9-F3 
(Fluxo de entrada em N1) = 0 

(Fluxo de saída em N2)=C10 

(Fluxo de entrada em N2) = B9+812-87 


Para identificar as células de solução na faixa B9:E12 que se 
aplicam a cada restrição, observamos que uma célula de solução é 
parte de uma restrição só se tiver uma entrada positiva na matriz de 
distâncias.” Assim, usamos as seguintes formulas para identificar os 
fluxos de saida e de entrada para cada nó: 


1. Fluxo de saída: digite =SOMASE (B3:E3;“>0";B9:E9)-F3 
na célula F9 e copie o comando nas células F10:F12. 

2. Fluxo de entrada: digite =SOMASE (B3:B6;“>0";B9:B12)-B7 
na célula B14 ¢ copie o comando nas células C14:E14, 

3. Digite =DESLOC (A$14;0;LIN(Al)na célula G10 e copie 
o comando nas células G11:G13 para transferir o fluxo de entrada 
para a coluna G. 

4. Digite 0 em G9 e em F13 para indicar que N1 não tem ne- 
nhum fluxo de entrada e que N5 não tem nenhum fluxo de saida 
(pelas definições da planilha). 

5. Digite =F9-G9 na célula HY e copie o comando nas células 
H10:H13 para calcular o fluxo liquido. 


Agora a planilha está pronta para a aplicação do Solver, como 
mostra a Figura 6.25, Porém, algo curioso ocorre: quando você de- 
fine as restrições dentro da caixa de diálogo Parâmetros do Solver 
como outflow = inFlow,o Solver não localiza uma solução viável 
mesmo após fazer os ajustes com precisão na caixa Opções do Sol- 
ver. (Para reproduzir essa experiência, as células variáveis B9:E12 
devem ser reajustadas para zero ou estar em branco.) Mais curio- 
so ainda é que, se as restrições forem substituídas por inFlow = 
outFlow,a solução ótima é encontrada. No arquivo solverEx6.3-6.xls, 
usamos à faixa netFlow nas células H9:H12 e expressamos a restri- 
ção como netFlow = 0 sem nenhum problema. Não fica evidente 
por que essa peculiaridade ocorre, mas o problema poderia estar 
relacionado ao erro de arredondamento. 

A saida da Figura 6.25 dá a solução (NI-N3 = 1, N3-N4 = 1, 
N4-N2 = 1) com uma distância total de 55 milhas. Isso significa que 
o caminho ótimo é 1 53 54 52, 


Comentários. Em grande parte dos livros didáticos, as redes são 
definidas por seus arcos explicitos (nó i, nó j, distância), um proces- 
so demorado e inconveniente que pode não ser prático quando ù 
número de arcos é grande. Nosso modelo é regido primariamente 
pela compacta matriz de distâncias, que é tudo de que precisamos 
saber para desenvolver as restrições de fluxo. Pode-se argumentar 
que nosso modelo lida com (n = 1 x n — 1) variáveis x, cujo número 
poderia ser muito maior do que o número de variáveis associadas 
com os arcos do modelo (por exemplo, o Exemplo 6.3-6 tem sete 
arcos e, por conseguinte, sete variáveis x, em vez de 4 x 4 = 16 em 
nossa formulação). 

Não esqueça que essas variáveis adicionais só aparecem na fun- 
ção objetivo ¢ com coeficientes zero (entradas em branco), e que as 
restrições de fluxo são exatamente as mesmas que em outras apre- 
sentações (pela função SOMARSE). O resultado é que as operações 
preliminares de resolução dos softwares comerciais detectarão essa 
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“excentricidade” e excluirão automaticamente as variáveis adicio- 
nais antes de aplicar o método simplex, sem nenhuma sobrecarga 
apreciável de computação. 


Momento AMPL 


A Figura 6.26 apresenta o modelo em AMPL para resolver o 
Exemplo 6.3-6 (arquivo amplEx6.3-6a.txt). A variável x[i, j] as- 
sume o valor 1 se o arco [i,j] estiver no caminho minimo; caso 
contrário, é 0. O modelo é geral no sentido de que pode ser usado 
para achar o caminho mínimo entre quaisquer dois nós em proble- 
mas de qualquer tamanho. 

Como explicado no Exemplo 6.3-6, 0 AMPL trata o problema 
como uma rede na qual um fluxo unitário externo entra e sai dos nós 
start e end especificados. Os principais dados de entrada do mo- 
delo estão em uma matriz n x n que representa a distância d[i, j] 
do arco que une os nós ie j. 


Figura 6.26 


Problema do caminho minimo em AMPL (arquivo amplEx6,3-6a.txt) 


#- - shortest route model (Example 6,3-6)- - 

param my 

param start; 

param end; 

param Me999999; tinfinity 

param dil in l..n, 5 in L..ni default M; 

param chs(i in l..n}="if i=start then 1 

else {if i=end then -1 else 0); 

var x[i in 1,.n,j] in 1..n}>=0;7 

var outFlow{i in 1..n}=sum{j) in I..n}x[i,4); 

var inFlow{] in 1..n}=sSum{i in 1..n}x[1,9]7 

minimize z: sumji in 1l..n, j in 1..n}d[{i,j)*z(i,3]} 

subject to Limit{i in l..nj:outFlow[1]- 
inFlow|ij=rhs|1L]|?; 


data; 

aram mesh a 
param Ii. =e 
param start:=1; 


param end:=2; 
param d: 
Lee t= 
1. 10030 
Pesce UA 
. ~ 10 60 
ES .. SB 


wor 


print "Shortest length from", start, tof end; "=", 27 
printf “Associated route: $21",start; 
for (i in lvsn=-l} ford in 2.0} 


mo 


[if -x{i,j]=1 then printf” - 821º,9);) print; 


Pela sintaxe do AMPL, uma entrada com ponto em d[i, j] sig- 
nifica que nenhuma distância é especificada para o arco correspon- 
dente. No modelo, a entrada com ponto é superada pela distância 
infinita M (= 999999) em param d{i in 1...n, j in 1...n} 
default M; que a converterá em um caminho de distância infinita. 
O mesmo resultado poderia ser obtido substituindo a entrada com 
ponto (.) por 999999 na seção de dados, o que, além de ‘atravancar’ 
os dados, é inconveniente. 

As restrições representam conservação de fluxo em cada nó: 


(Fluxo de entrada) = (Fluxo de saida) = (Fluxo externo) 


Por =[1,5] podemos definir os fluxos de entrada e saída para 
o nó í usando as declarações 


“Se acontecer de um problema ter uma distância zero entre dois nós, a distância zero pode ser substituída por um valor positivo bem pequeno, 
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var inFlow{j in 1..n) 


= in 1,.njx[i,3]? 
var outFlow{i in 1..n} 


Sum 
unid Lo ae ee ee eee Ba 

Assim, O lado esquerdo da restrição à é dado por sutFlow[1)- 
inFlowli]. 

O lado direito da restrição į (fluxo externo no nó /) é definido por 

param rhs(i in 1..nj=if i=start then 1 else(if i=end 


then -1 else 0); 


(A Seção A.3 dá detalhes sobre if then else.) Com essa de- 
claração, especificar os nós start € end designa automaticamente 1, -1, 
or O para rhs, o lado direito das restrições. 

A função objetivo busca a minimização da soma de d[i,4]*x[i, 7] 
para todos os ie j. 

No exemplo presente, start=1 è end=2, o que significa que 
queremos determinar o caminho mais curto do nó 1 ao nó2.A saída 
associada é 

Sh 


10 
Moo 


ortest lengi 
ciated route: 


f nA 
ti 
re 
= Cy 
q 
pa 
rt 
Lj 
Il 
Lr 
Ln 


Comentários. O modelo em AMPL, como areia na Figura 6.26, tem 
uma falha: o número de variáveis x, ativas é à nº, que poderia ser 
significativamente bem maior do que o número real de arcos (dis- 
tâncias positivas) na rede, o que resultaria em um problema muito 
maior. À razão é que o modelo leva em conta os arcos não existentes, 
designando-lhes uma distância infinita M (= 999999) para garantir 
que serão zero na solução ótima, Essa situação pode ser remediada 
com a utilização de um subconjunto de {i in 1..n,j in 1..n} que 
exclua os arcos não existentes, como mostra a seguinte declaração: 


var xii in 1.:n;J in Ll..nidl[i,)) <M} >=0; 


(A Seção A.4 mostra a utilização de condições para definir sub- 
conjuntos.) A mesma lógica também deve ser aplicada às restrições 
utilizando as seguintes declarações: 


var inFlow{j in l,.njJ=sum{i in 1. 
var outFlow{i in 1..n}=sum{j in 1 


nsd[i,9) <M) x(t, 417 
Hea di <Mpu [i a E 


© arquivo amplEx6.36b.txt da o modelo completo, 


PROBLEMA 6.3E 


1. Modifique o arquivo solverEx6.3-6.xls para achar o caminho 
mais curto entre os seguintes pares de nós: 


(a) Nó 1 ao nó 5. 
(b) Nó 4 ao nó 5. 


2. Adapte o arquivo amplEx6.3-6b.txt para o Problema 2, Conjun- 
to 6.34, para achar o caminho mais curto entre o nó 1 e o nó 7. 
Os dados de entrada devem ser as probabilidades normais. Use 
os recursos de programação em AMPL para imprimir/exibir o 
caminho de transmissão ótimo e sua probabilidade de sucesso. 


6.4 O PROBLEMA DE FLUXO MÁXIMO 


Considere uma rede de tubulações que transporte petróleo cru 
de poços de petróleo a refinarias, Estações intermediárias de impul- 
sores auxiliares e de bombeamento são instalados a distâncias ade- 
quadas para transportar o petróleo cru pela rede. Cada segmento de 
tubulação tem uma taxa de descarga máxima finita (ou capacidade) 
de fluxo de petróleo cru. Um segmento de tubulação pode ser unidi- 
recional ou bidirecional, dependendo de seu projeto. À Figura 6.27 
mostra uma rede de tubulações típica. Como podemos determinar a 
capacidade máxima da rede entre os poços ¢ as refinarias? 

A solução do problema proposto requer equipar a rede com 
uma única origem é um único sorvedouro usando arcos unidirecio- 
nais de capacidade infinita representados pelos arcos tracejados da 
Figura 6.27. 


Pesquisa operacional 


Dado o arco (i, j) com į < j, usamos a notação ( C C para repre- 
sentar as capacidades de fluxo nas duas direções. i j ej i, respecti- 
vamente. Para eliminar ambigüidades, colocamos € no arco próximo 
ao nó te EC: no arco próximo ao nó j como mostra a Figura 6.28. 


6.4.1 Enumeração de cortes 


Um corte define um conjunto de arcos que, quando eliminado 
da rede, causará um rompimento total do fluxo entre o nó de origem 
é o nó sorvedouro. A capacidade do corte é igual à soma das capa- 
cidades de seus arcos. Entre todos os possíveis cortes na rede, o que 
tiver a menor capacidade dá o luxo máximo na rede. 


Exemplo 6.4-1 


Considere a rede da Figura 6.29, As capacidades bidirecionais 
são mostradas nos respectivos arcos usando a convenção da Figura 
6.28. Por exemplo, para o arco (3,4),0 limite de fluxo é dez unidades 
de 3 para quatro e cinco unidades de 4 para 3. 

A Figura 6.29 ilustra três cortes cujas capacidades estão calcu- 
ladas na Tabela 6.6, 


Tabela 6.6 Cortes 


Corte Arcos associados Capacidade 
(1,2),(1,3), (1,4) 20 + 30 + 10 = 60 
2 (1,3), (1,4), (2,3), (2, 5) 30 + 10 + 40 + 30 = 110 
3 (2,5), (3,5), (4,5) 30 + 20 + 20 = 70 
Figura 6.27 


Rede capacitada que conecta poços e refinarias por meio de esta- 
ções de impulsores auxiliares 


Origem Sorvedouro 
Poços Impulsores 
auxiliares 


Refinarias 


Figura 6.28 


Arcos de fluxo C, ¡dei je C de j >i 


A única informação que podemos captar dos três cortes é que o 
fluxo máximo na rede não pode ultrapassar 60 unidades. Para deter- 
minar o uxo máximo, é necessário enumerar todos os cortes, uma 
tarefa dificil para a rede geral. Por isso, a necessidade de um algorit- 
mo eficiente é imperativa. 


Capitulo 6 Otimização em redes 


Figura 6.29 
Exemplos de cortes em redes de fluxo 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.4A 


*. Para a rede da Figura 6.29, determine dois cortes adicionais ¢ 
ache as respectivas capacidades. 


6.4.2 Algoritmo de fluxo máximo 


O algoritmo de fluxo máximo é baseado em achar rotas de pas- 
sagem com fluxo líquido positivo entre os nós de origem e sorve- 
douro, Cada rota compromete parte ou toda a capacidade de seus 
arcos ao fluxo na rede, 


Considere o arco (i J) inicialmente com capacidade (C, C ds 


A medida que porções dessas capacidades são comprometidas a0 
fluxo no arco, as capacidades residuais (ou capacidades restantes) 
do arco são atualizadas. Usamos a notação (c, c) para representar 
essas capacidades residuais. 

Para um nó j que recebe fluxo do nó é anexamos um rótulo 
[a, i]. no qual a, é o fluxo do nó į ao nó j. Assim, as etapas do algorit- 
mo são resumidas da maneira à seguir. 


Etapa 1, Para todos os arcos (/, /), Iguale a capacidade residual à 
capacidade inicial, isto é, {c €,) = ( EN Co. Seja a, =% e rotule o nó 
de origem com [es, —]. Determine i = 1 e passe para a etapa 2. 
Etapa 2. Determine $. o conjunto de nós j não rotulados que podem 
ser alcançados diretamente do nó é por arcos com residuais positivas 
(isto é, c, > 0 para todo j € $). Se $, # Ø, vá para a etapa 3. Caso 
contrário, vá para a etapa 4. 

Etapa 3, Determine & € 5 tal que 


Cy = max fe] 
jes, 

Determine a, = c, e rotule o nó k com [a,,i). Se k = n, o nó 

sorvedouro toi rotulado e foi encontrada uma rota de passagem, vá 
para a etapa 5. Caso contrário, determine i= k e vá para a etapa 2. 
Etapa 4. (Percorrer a rota inversa.) Se ¢ = 1, nenhuma rota de pas- 
sagem é possível; vá para a etapa 6, Caso contrário, determine que 
r seja o nó que foi rotulado imediatamente antes do nó atual ie 
elimine i do conjunto de nós adjacentes a n Determine i = re va 
para a etapa 2. 
Etapa 5. (Determinação das capacidades residuais.) Defina os nós 
da p-ésima rota de passagem do nó de origem ao nó sorvedouro nm 
como N = (1, ko kaen) Então, o fluxo máximo ao longo da rota 
é calculado por 


F, = minfa, ayp ayy e A, 
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A capacidade residual de cada arco ao longo da rota de pas- 
sagem ¢ reduzida de A na direção do fluxo e aumentada de T na 
direção contrária; isto é, para os nós į e j na rota, o fluxo residual é 
alterado do atual E c,) para 


@ (es he 
(b) (c, +f 


Reine, quaisquer nos que foram eliminados na etapa 4. Deter- 
mine /= 1 e retorne à etapa 2 para tentar uma nova rota de passagem, 


J) se o fluxo for de i para j 
EP se o fluxo for de j para i 


Etapa 6. (Solução.) 


(a) Dado que foram determinadas mm rotas de passagem, o fluxo má- 
ximo na rede é 
=F ti ust Ff. 


(b) Usando as capacidades residuais iniciais e finais do arco 
(i) (C pC) e (€p cp) respectivamente, o fluxo ótimo no arco (i, j) 
é calculado da seguinte maneira: seja (œ, B) = (C, =€ E, —c,). Se 
a> 0,ofluxo ótimo deiajéc.Caso contrário se 8>0,0 fluxo ótimo 
de j a i é B. (É impossível ter ambos, œ e P, positivos.) 
© processo de percorrer a rota inversa da etapa 4 é invocado 
quando o algoritmo encontra um ‘beco sem saída” em um nó 
intermediário. O ajuste do fluxo na etapa 5 pode ser explicado 
por meio da rede de fluxo simples da Figura 6.30, A rede (a) dá a 
primeira rota de passagem N, = [1,2, 3, 4} com seu fluxo máximo 
f = 5. Assim, as residuais de cada um dos arcos (1,2), (2,3) e (3,4) 
são alteradas de (5,0) para (0,5) pela etapa 5. Agora a rede (b) dá 
a segunda rota de passagem N, = {1,3,2,4] com f = 5. Após fazer 
os necessários ajustes de fluxo, obtemos a rede (c), na qual não 
há mais nenhuma rota de passagem possível. O que aconteceu na 
transição de (b) para (c) nada mais foi do que um cancelamento 
de um fluxo anteriormente comprometido na direção 2 > 3. O 
algoritmo consegue lembrar” que um fluxo de 2 para 3 foi com- 
prometido antes só porque aumentamos a capacidade na direção 
inversa de O para 5 (pela etapa 5). 


Figura 6.30 
Uúilização das capacidades residuais para calcular o fluxo máximo 


[5,2] 


Rota: 1525354. f, =5 
(a) 


Rota: 1333234, 6=5 


(b) 


Nenhuma rota de passagem 


(c) 
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Exemplo 6.4-2 


Determine o fluxo máximo na rede do Exemplo 6.4-1 (Figura 
6.29). A Figura 6.31 apresenta um resumo gráfico das iterações do 
algoritmo. Você verá que é útil comparar a descrição das iterações 
com o resumo grafico, 


Iteração 1. Iguale as capacidades residuais iniciais (c, c) às capaci- 
dades iniciais (C,, C). 

Etapa 1. Determine a, = = e rotule o nó 1 com [=, —], Determine 
f=1, 

Etapa 2. 5, = {2, 3, 4} (= Ø). 

Etapa 3. k = 3 porque c,, = max{c,,, €y ¢,,] = max{20, 30, 10} = 30, 
Determine a, = c = 30, e rotule o nó 3 com [30,1]. Determine é = 3 
e repita a etapa 2, 

Etapa 2. 5,= {4,5}. 

Etapa 3.4 = 5 e a, = c, = max{10,20} = 20. Rotule o nó 5 com [20,3]. 
Uma rota de passagem é obtida. Vá para a etapa 5. 

Etapa 5. A rota de passagem é determinada pelos rótulos que iniciam 
no nó 5 e percorrem a rota inversa até o nó 1, isto é, (5) > [20,3] 
— (3) > [30,1] > (1). Assim, N, = [1,3,5] e f = minfa, a a} = 
(=, 30, 20) = 20. As capacidades residuais ao longo da rota N são 


(€ c) = (30 - 20, 0 + 20) = (10, 20) 
(Cs Css) = (20 — 20, 0 + 20) = (0, 20) 
Iteração 2 
Etapa 1. Determine a, = =. e rotule o nó 1 com [=, —]. Determine 
i=l 
Etapa 2.5, = {2, 3,4}. 


Etapa 3. k = 2 e a, = c, = max{20, 10, 10) = 20. Determine i = 2 e 
repita a etapa 2. 


Figura 6.31 
lterações do algoritmo de fluxo máximo do Exemplo 6.4-2 


Pesquisa operacional 


(f) Nennhuma rota 
de passagem 


Etapa 2. 5, = (3,5). 

Etapa 3. k = 3 e a, = c,, = 40. Rotule o nó 3 com [40,2]. Determine 
i=3e repita a etapa 2. 

Etapa 2.5, = {4} (observe que c,, = O: portanto, o nó 5 não pode ser 
incluído em 5,). 

Etapa 3. k =4ea,=c,, = 10, Rotule o nó 4 com [10,3]. Determine / 
= 4 ẹ repita a etapa 2. 

Etapa 2.5, = (5) (observe que os nós 1 e 3 já estão rotulados; portan- 
to, não podem ser incluídos em $). 

Etapa 3. k = 5 e a, = c = 20. Rotule o nó 5 com [20,4]. Foi consegui- 
da uma rola de passagem. Vá para a etapa 5. 

Etapa 5. N, = [1,2,3.4,5] e £ = min{e, 20, 40, 10, 20} = 10. As capa- 
cidades residuais ao longo da rota de N, são 


Capitulo 6 Otimização em redes 


(Cs. €x) = (20 = 10,0 + 10) = (10, 10) 
(Cu Cy) = (40 — 10,0 + 10) = (30,10) 
(cs €n) = (10 - 10,5 + 10) = (0, 15) 


(ce €x) = (20 - 10, 0 + 10) = (10, 10) 


Heração 3 


Etapa 1. Determine a, = ~ e rotule o nó 1 com [==, —]. Determine 
i=l. 

Etapa 2. 5, = [2,3, 4}. 

Etapa 3. k = 2 e a, = c,, = max{10, 10, 10) = 10, (Embora os em- 
pates sejam decididos aleatoriamente, o TORA sempre seleciona o 
nó vinculado que tenha o menor índice. Usaremos essa convenção 
neste exemplo.) Rotule o nó 2 com [10,1]. Determine i=2 € repita 
a etapa 2. 

Etapa 2.5, = [3,5). 

Etapa 3. k = 3 ¢ a, = c, = 30. Rotule o nó 3 com [30,2]. Determine į 
= 3 e repita a etapa 2. 

Etapa 2. S, = Ø (porque c = c,, = 0). Vá para a etapa 4 a fim de 
percorrer a rota inversa, — 

Etapa 3. Rora inversa. O rótulo [30,2] no nó 3 dá o nó imediatamen- 
te precedente r = 2. Elimine o nó 3 de qualquer consideração nessa 
iteração cancelando-o. Determine į = r = 2, e repita a etapa 2. 
Etapa 2.5, = {5} (observe que o nó 3 foi eliminado na etapa da rota 
inversa). 

Etapa 3. k = 5 c a, = c, = 30. Rotule o nó 5 com [30,2]. Foi consegui- 
da uma rota de passagem; vå para a etapa 5. 

Etapa 5. N, = 1,2,5} e c, = min, 10,30} = 10. As residuais ao longo 
da rota de N, são | 


(c, €n) = (10 - 10, 10 + 10) = (0, 20) 
(Co Cs) = (30 — 10,0 + 10) = (20, 10) 


Iteração 4. Essa iteração dá N, = [1,3,2,5] com f, = 10 (Verifique!). 
Iteragao 5. Essa iteração dá N, = [1,4, 5} com f, = 10 (Verifique!). 


Iteração 6. Todos os arcos que partem do nó 1 têm residuais zero, 
Portanto, não há mais nenhuma rota de passagem possível, Volta- 
mos à etapa 6 para determinar a solução. 


Etapa 6. Fluxo máximo na rede é F=f+f+..+f=20+10+10 
+ 10+ 10 = 60 unidades, O fluxo nos diferentes arcos são calculados 
subtraindo as últimas residuais (E, c) nas iterações 6 das capacida- 
des Iniciais { € i? Co), como mostra a Tabela 6.7. 


Tabela 6.7 Fluxo dos arcos 
Fluxo 


Arco (Cy, Ce) = LG Gy Sine areas Direção 
(1,2) (20,0) = (0,20) = (20, = 20) 20) |=>2 
(1,3) (30, 0) - (0,30) = (30, - 30) A) 153 
(1,4) (10,0) - (0,10) = (10, - 10) 10) 1-4 
(2,3) (40, 0) - (40,0) = (0, 0) () = 

(2,5) (30, 0) - (10, 20) = (20, - 20) 20 2-45 
(3,4) (10,5) - (0,15) = (10, - 10) 10) 34 
(3.5) (20,0) - (0,20) = (20, - 20) 20) 3-5 
(4,5) (20,0) - (0,20) = (20, - 20) 20 45 


Momento TORA 


Você pode usar o TORA para resolver o problema de fluxo ma- 
ximo de modo automático ou para produzir as iterações apresen- 
tadas antes. No menu Solve/Modily selecione Solve problem. Após 
especificar o formato da saída, vá para a tela de saída e selecione 
Maximum flows ou Iterations, O arquivo toraEx6,4-2.txt apresenta 
os dados do TORA para o Exemplo 6.4-2. 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.4B 


*1. No Exemplo 6,4-2: 
(a) Determine as capacidades excedentes para todos os arcos. 
(b) Determine a quantidade de fluxo que passa pelos nós 2,3 ¢ 4. 
(c) O fluxo da rede pode ser aumentado com o aumento das 
capacidades nas direções 3 — 5 g 4552 
2. Determine o fluxo máximo e o fluxo ótimo em cada arco para a 
rede da Figura 6.32. 


Figura 6.32 
Rede para o Problema 2, Conjunto 6.4B 


Figura 6.33 
Rede para o Problema 3, Conjunto 6.48 


Estações de 


bombeamento Terminais 


3. Três refinarias enviam um produto à base de gasolina a dois 
terminais de distribuição por meio de uma rede de tubulações. 
Qualquer demanda que não puder ser satisfeita pela rede é ad- 
quirida de outras fontes. À rede de tubulações é atendida por 
três estações de bombeamento, como mostrado na Figura 0.33. 
© produto flui pela rede na direção mostrada pelas setas. À ca- 
pacidade de cada segmento de tubulação (mostrada diretamen- 
te nos arcos) é dada em milhões de barris por dia. Determine o 
seguinte: 


(a) A produção diária em cada refinaria que combina com a 
máxima capacidade da rede. 

(b) A demanda diária em cada terminal que combina com a 
máxima capacidade da rede. 
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a 


(c) A capacidade diária de cada bomba que combina com a må- 
xima capacidade da rede, 

Suponha que a capacidade diária máxima da bomba 6 na rede 
da Figura 6.33 esteja limitada a 50 milhões de barris por dia. 
Remodele a rede para incluir essa restrição e depois determine 
a máxima capacidade da rede. 

Certo tipo de ração para frangos é transportado por cami- 
nhões de três silos a quatro granjas. Alguns dos silos não po- 
dem enviar ração diretamente para algumas das granjas. As 
capacidades das outras rotas estão limitadas pelo número de 
caminhões disponíveis ¢ pelo número de viagens diárias. A Ta- 
bela D mostra as quantidades diárias fornecidas nos silos e as 
demandas nas granjas (em milhares de libras). As entradas nas 
células da tabela especificam as capacidades diárias das rotas 
associadas. 


Tabela D 
Granja 
| 2 3 4 
| 20 
Silo 2 | 0 | O | 5 | 90 | 20 
3 


200 10 60) 


20 


(a) Determine a programação que satisfaça a maior demanda, 


(b) A programação proposta satisfará todas as demandas nas 
granjas? 

No Problema 5, suponha que seja permitido transbordo entre 
os silos | e 2 e entre os silos 2 e 3. Suponha também que o trans- 
bordo seja permitido entre as granjas 1 e 2,2¢ 3,e 304A 
capacidade máxima diária nas duas vias nas rotas de transbordo 
propostas é de 50 (mil) Ib. Qual é o efeito do transbordo sobre 
as demandas não satisfeitas nas granjas? 

Um pai tem cinco filhos (adolescentes) e cinco tarefas domés- 
ticas para lhes designar. Por experiências anteriores, o pai já 
sabe que obrigar os filhos a desempenhar essas tarefas não será 
produtivo. Com esse fato em mente, o pai pediu a seus filhos 
que organizassem uma lista com as tarefas que preferem, como 
mostra a Tabela E. 


Tabela E 

Filho Tarefa preferida 
Rif 3.4 0u5 
Mai | 

Ben lou2 

Kim L2ous 
Ken 2 


Agora, a modesta meta do pal é concluir o maximo possi- 
vel de tarefas e, ao mesmo tempo, respeitar as preferências dos 
filhos. Determine o número máximo de tarefas que podem ser 
concluídas e a designação das tarefas aos filhos. 


Quatro fábricas dedicam-se à produção de quatro tipos de brin- 
quedos A Tabela F apresenta uma lista de brinquedos que po- 
dem ser produzidos por cada fábrica. 

Todos os brinquedos requerem aproximadamente as mesmas 
unidades de mão-de-obra e material. As capacidades diárias das 
quatro fábricas são 250, 180, 300 e 100 brinquedos, respectiva- 
mente. As demandas diárias para os quatro brinquedos são 200, 
150, 350 e 100 unidades, respectivamente. Determine as progra- 


9, 
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mações de produção para as fábricas que melhor satisfarão as 
demandas dos quatro brinquedos. 


Tabela F 


Brinquedos produzidos 


5 


‘ed fd — 
La = pI = 
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E 


O Conselho Acadêmico de certa universidade está procurando 
representação entre seis estudantes que são afiliados a quatro 
sociedades honorárias. À representação do Conselho Acadêmi- 
co inclui três areas: matemática, artes e engenharia. No máximo 
dois estudantes de cada área podem ocupar lugar no Conselho, 
A Tabela G mostra as sociedades honorárias às quais os seis 
estão afiliados, 


Tabela G 


Sociedade Estudantes afiliados 
| | 
2 l 
3 3, 
4 


Os estudantes que têm habilidades nas áreas de matemática, 
artes e engenharia são mostrados na Tabela H. 


Tabela H 

Área Estudantes 
Matemática 1,2,4 
Artes 3,4 
Engenharia 4,5,6 


Um estudante que tem habilidades em mais de uma área 
deve ser designado exclusivamente a uma única área. Todas as 
sociedades honorárias podem ser representadas no Conselho? 


10. Fluxo máximo/minimo em redes com limites inferiores. O algo- 


ritmo de fluxo máximo dado nesta seção considera que todos 
os arcos têm limites inferiores iguais a zero, Em alguns mode- 
los, os limites inferiores podem ser estritamente positivos e po- 
demos estar interessados em achar o fluxo máximo ou mínimo 
na rede (veja caso 6-3 no Apêndice E). A presença do limite 
inferior gera dificuldades porque pode acontecer de a rede não 
ter absolutamente nenhum fluxo viável. O objetivo deste exer- 
cicio é mostrar que qualquer modelo de fuxo máximo e mínimo 
com limites inferiores positivos pode ser resolvido usando duas 
etapas, 

Etapa 1. Ache uma solução inicial viável para a rede com limi- 

tes inferiores positivos, 

Etapa 2. Usando a solução viável da etapa 1, ache o fluxo máxi- 

mo ou mínimo na rede original. 

(a) Mostre que um arco (7, j) com fluxo limitado por L =x, Si 
pode ser representado de modo equivalente por um sorve- 
douro com demanda /, no nó į e uma origem com suprimen- 
to l; no nó j com fluxo limitado por O Sx, SU lp 


Capitulo 6 Otimização em redes 


(b) Mostre que achar uma solução viável para a rede original 
equivale a achar o fluxo máximo x”, na rede após: 1) modi- 
ficar os limites sobre x, para 0 sx”, su, — 152) aglomerar 
todas as origens resultantes em uma superorigem com capa- 
cidade l. no arco de saída; 3) “aglomerar” todos os sorvedou- 


ros resultantes em um supersorvedouro com capacidade !, 


no arco de entrada; e 4) conectar o nó terminal t ao nó de 
origem s na rede original por um arco de retorno de capaci- 
dade infinita. Existe uma solução viável se o luxo máximo 
da nova rede for igual à soma dos limites inferiores da rede 
original, Aplique o procedimento à rede da Tabela I e ache 
uma solução viável para o fluxo. 


Tabela | 
Arco (i, j) (is Hy) 


(1,2) (5,20) 
(1,3) (0,15) 
(2,3) (4, 10) 
(2, 4) (3,15) 
(3,4) (0,20) 


(c) Use a solução viável para a rede em (b) junto com o algoritmo 
de fluxo máximo para determinar o fluxo mínimo na rede 
original. (Sugestão: primeiro calcule a rede residual, dada 
a solução inicial viável. Em seguida, determine o fluxo má- 
ximo do nó terminal ao nó inicial, o que equivale a achar 
o uxo máximo que deveria ser cancelado do nó inicial ao 
nó final. Agora, combinando as soluções de fluxo máximo e 
viável, obtemos o fluxo minimo na rede original.) 


(d) Use a solução viável para a rede em (b) junto com o proble- 
ma de fluxo méúximo para determinar o fluxo máximo na 
rede original. (Sugestão: como na parte (c), comece com a 
rede residual. Em seguida, aplique o algoritmo da rota de 
passagem à rede residual resultante exatamente como no 
problema de fluxo máximo normal. ) 


6.4.3 Formulação em programação linear para o pro- 
blema de fluxo máximo 


Defina x, como a quantidade de fluxo no arco (i, j) com capacidade 
O. O objetivo é determinar x, para todo ie j que maximizará o fluxo 
entre o nó inicial s e o nó terminal z sujeito às restrições de fluxo (Fluxo 
de entrada = Fluxo de saída) em todos os nós, exceto nos nós s e t. 


Exemplo 6.4-3 


No modelo de fluxo máximo da Figura 6.29 (Exemplo 6.4-2),s = | 
et=5.A Tabela 6.8 resume a formulação em PL associada com duas 
fungdes objetivo diferentes, porém equivalentes, em que maximiza- 
mos a saída do nó inicial 1 (= z,) ou a entrada no nó terminal 5 (= z,). 


Tabela 6.8 Formulação em PL 


Maximizarz = 1 L 1 

Maximizar z, = | l | 

Nó 2 l =] -l =0 
Nó 3 | l -1 1 1 =) 


Nó d l l -1 -1 =ù 


Capacidade 20 30 10 40 30 10 20 5 20 


A solução ótima usando qualquer uma das funções objetivo é 
Xs = 20, + = 30, x, = 10, x., = 20, x, = 10, x; = 20, X = 20 


O fluxo máximo associado é Z=2,= 60. 
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Momento Solver 


A Figura 6.34 dá o modelo em Excel Solver para o problema de 
fluxo máximo do Exemplo 6.4-2 (arquivo solverEx6.4-2.xls). A idéia 
geral do modelo é semelhante à usada no problema de caminho mini- 
mo, que foi detalhada no Exemplo 6.3-6. As principais diferenças são: 
1) não há nenhuma equação de fluxo para o nó inicial 1 e o nó final 5;e 
2) 0 objetivo é maximizar o fluxo total de saída no nó inicial 1 (F9) ou, 
de forma equivalente, o fluxo total de entrada no nó terminal 5 (G15). 
O arquivo solverEx64-2.xls usa G13 como a célula de destino (target cell). 
Aconselhamos a execução do modelo tendo F9 como a célula de destino. 


Momento AMPL 


A Figura 6.35 dá o modelo em AMPL para o problema de 
fluxo máximo. Os dados se aplicam ao Exemplo 6.4-2 (arquivo 
amplEx6.4-2.1xt). A idéia global de determinar os fluxos de entrada 
e de saida em um nó é semelhante à detalhada no Exemplo 6.3-6 
do problema de caminho mínimo (você verá que é útil revisar os ar- 
quivos amplEx6.3-6a.txt e amplEx6.3-6b.txt antes). Contudo, como 
o modelo foi criado para achar o fluxo máximo entre quaisquer dois 
nós, start € end, são necessárias duas restrições adicionais para ga- 
rantir que nenhum fluxo entre em start e nenhum fluxo sara de end. 
As restrições inStart e cutênd no modelo garantem esse resultado. 
Essas duas restrições não são necessárias quando start=1 € end=5 por 
que a natureza dos dados garante o resultado desejado, Contudo, para 
start-3,0 nó 3 permite fluxo de entrada bem como fluxo de saída (arcos 
4-3 e 3-4), e, por conseguinte, a restrição inStart é necessária (experi- 
mente o modelo sem inStart!). 

A função objetivo maximiza a soma do fluxo de saída no nó 
start. De modo equivalente, podemos optar por maximizar a soma 
do fluxo de entrada no nó end. O modelo pode achar o fluxo máxi- 
mo entre quaisquer nós designados start ¢ end na rede. 


Figura 6.34 
Solução do problema de fluxo máximo de 6.4-2 pelo Excel Solver 
(arquivo solverEx6.4-2.x]s) 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.4C 


1. Modele cada um dos seguintes problemas como de programa- 
ção linear e, após, resolva-os usando o Solver e o AMPL. 
(a) Problema 2, Conjunto 6,4B 
(b) Problema 5, Conjunto 6.4B 
(c) Problema 9, Conjunto 6.46 
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2. Jim mora em Denver, Colorado, e gosta de passar suas férias 
anuais no Yellowstone National Park,em Wyoming, Como ado- 
ra a natureza, todo ano ele experimenta uma estrada de paisa- 
gem diferente. Depois de consultar os mapas adequados, Jim 
representou suas rotas preferidas entre Denver (D) e Yellow- 
stone (F) na rede da Figura 6.36. Os nós | a 14 representam 
cidades intermediárias. Embora não esteja preocupado com as 
distâncias, Jim estipulou que as rotas selecionadas entre D e Y 
não incluiriam cidades repetidas. 


Figura 6.35 
Modelo em AMPL do problema de fluxo máximo do Exemplo 6.4-2 
(arquivo amplEx6.4-2.txt) 


param n; 

param start; 

param end; 

param c{i in l..n, j in 1..n} default 0; 


var x{i in 1..n,j in Ll..n:c[1,)]>0)>=0,<=e[i,7]: 
var outFlow{i in 1..n}=sum{j in 1..n:¢[i, 3]>0}x*[1,1]; 
var inFlow{i in 1..n}=sum{j in 1..nie¢[j,i)>0}x[3j,1i]; 


maximize z: sum {j in l..n:c[start,)]>0)x[start,J]; 
subject to 
limit{i in l..ns 

i<>start and i<>end}:outFlow[i]j-inFlow[i]=0; 
inStart:sum{i in l..n:c[i,start]>0)x[i,start]=0; 
outEnd:sum(j in 1..n:e[end, 3]>0}x[end, jJ=0; 


data; 

param n:=5; 
param start:=1; 
param end:=5; 


param c: 

L 2 3 4 5 s 
1. 20 30 10 0 
2.« » 400 36 
Se s 0 10-20 
20 
E wh ae il eee 
solve; 


print "MaxFlow between nodes",start,"and",end, "=" 2} 
printf “Associated flows:\n"; 
for {i in 1..n-1} for {j in 2..n:¢[i,3]>0} 

{if x[1,5]>0 then 

printf" (t2i-&2i)= t5.2£\n",1,3,x[1,3];} print; 


Determine (usando o AMPL e o Solver) todas as rotas dis- 
tintas disponíveis para Jim. (Sugestão: modifique a formulação 
em PL de fluxo máximo para determinar o número máximo de 
caminhos únicos entre De F.) 


3. (Guéret et al., 2002, Seção 12.1) Um sistema militar de teleco- 
municação que liga nove localidades é dado na Figura 6.37. Os 
locais 4 e 7 devem continuar a se comunicar mesmo que até 
três outros locais sejam destruídos por ações inimigas. A rede 
de comunicação atual cumpre esse requisito? Use o AMPL e o 
Solver para resolver o problema. 


6.5 CPM E PERT 


Método do caminho crítico (CPM — critical path method) e téc- 
nica de revisão e avaliação de programa (Pert = program evaluation 
and review technique) são métodos baseados em rede desenvolvi- 
dos para auxiliar no planejamento, na programação e no controle 
de projetos. Um projeto é definido como um conjunto de atividades 
inter-relacionadas, sendo que cada atividade consome tempo e re- 
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cursos. O objetivo do CPM e do Pert é fornecer meios analíticos 
para programar as atividades. A Figura 6.38 resume as etapas das 
técnicas, Em primeiro lugar, defina as atividades do projeto, suas 
relações de precedência e seus requisitos de tempo. Em seguida, as 
relações de precedência entre as atividades deverão ser representa- 
das por uma rede. À terceira etapa envolve cálculos especificos para 
desenvolver uma programação temporal para o projeto. Durante a 
execução dele propriamente dita, pode ser que as coisas não ocor- 
ram conforme o planejado, assim como algumas atividades podem 
ser adiantadas ou atrasadas. Quando isso acontece, à programação 
deve ser revisada para refletir a realidade, Essa é a razão para a in- 
clusão de um loop de retorno entre a fase de programação temporal 
e a fase de rede, como mostra a Figura 6.38. 


Figura 6.36 
Rede para o Problema 2, Conjunto 6,40 


Figura 6,37 


Rede para o Problema 3, Conjunto 6.40 


Figura 6.38 
Fases para planejamento de projeto com CPM-Pert 


Programação 
Rede temporal 


ETs | l peer 
Atividades! | | Cálculo | 

| álculo 

|do projeto «o | darede f | 
po ar te | | 


As duas técnicas — CPM e Pert —, que foram desenvolvidas 
independentemente uma da outra, são diferentes no sentido de que 
o CPM considera durações determinísticas para as atividades, e o 
Pert considera durações probabilísticas. Esta apresentação começa- 
rá com o CPM e depois prosseguirá com os detalhes do Pert. 


6.5.1 Representação em rede 


Cada atividade do projeto é representada por um arco que apon- 
ta na direção do desenvolvimento em um projeto. Os nós da rede es- 
tabelecem as relações de precedência entre as diferentes atividades. 

Há três regras disponíveis para construir a rede. 
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Regra 1. Cada atividade é representada por um, e somente um, arco. 
Regra 2. Cada atividade deve ser identificada por dois nós finais distintos. 


A Figura 6.39 mostra como uma atividade fictícia pode ser usa- 
da para representar duas atividades concorrentes, A e B. Por defi- 
nição, uma atividade fictícia, que normalmente é representada por 
um arco tracejado, não consome nem tempo nem recursos. Inserindo 
uma atividade ficticia de um dos quatro modos mostrados na Figura 
6.39, mantemos a concorrência entre A e B. e fornecemos nós finais 
exclusivos para as duas atividades (para satisfazer a regra 2). 

Regra 3, Para manter as relações corretas de precedência, é preciso 
responder às seguintes perguntas quando cada atividade 
for adicionada à rede: 

(a) Quais atividades devem preceder imediatamente a adti- 
vidade atual? 

(b) Quais atividades devem vir após a atividade atual? 

(c) Quais atividades devem ocorrer concorrentemente com 
a atividade ainal? 


Figura 6.39 
Utilização de uma atividade ficticia para produzir uma representa- 
ção única de atividades concorrentes 


Figura 6.40 
Utilização de uma atividade ficticia para garantir relação de prece- 
dência correta 


A C 
|p 
B @ E 
(a) (b) 


Figura 6.41 
Rede do projeto para o Exemplo 6.5-1 
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As respostas para essas perguntas podem exigir a utilização de 
atividades fictícias para garantir as precedências corretas entre as ali- 
vidades. Por exemplo, considere o seguinte segmento de um projeto: 


1. A atividade C começa imediatamente após a conclusão de A e B. 
2. A atividade E só começa após a conclusão de Ñ. 


A parte (a) da Figura 6.40 mostra a representação incorreta da 
relação de precedência porque ela requer que ambas, A e B, sejam 
concluídas antes de É poder começar. Na parte (b), a utilização de 
uma atividade fictícia retifica a situação. 


Exemplo 6.5-1 


Uma editora tem um contrato com um autor para a publicação 
de um livro didático. As atividades (simplificadas) associadas com a 
produção do livro são dadas na Tabela 6.9.0 autor deve apresentar 
à editora um arquivo em computador e uma cópia impressa do ma- 
nuscrito. Desenvolva a rede associada para o projeto. 


Tabela 6.9 Atividades da produção do livro 


Atividade Predecessora(s) Duração 
(semanas) 
A: Revisão do manuscrito pela editora — 3 
B: Preparação de páginas de amostra = 2 
C: Projeto gráfico da capa do livro — 4 
D: Preparação da arte-final — 3 
E: Aprovação do autor para o ma- 
nuscrito editado e para as paginas 
de amostra AB 2 
F: Diagramação do livro E 4 
G: Revisão das provas diagramadas 
pelo autor F 2 
H: Revisão da arte-final pelo autor D | 
F: Produção dos clichês G, H 2 
J: Produção e encadernação do livro Gee 4 


A Figura 6.41 apresenta a rede que descreve as relações de prece- 
dência entre as diferentes atividades A atividade ficticia (2, 3) produz 
nós finais únicos para as atividades concorrentes A e B. É conveniente 
numerar os nós em ordem crescente na direção da evolução do projeto, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.54 


1. Construa a rede para o projeto que abrange as atividades de A 
a L com as seguintes relações de precedência: 
(a) A, Be € as primeiras atividades do projeto, podem ser exe- 
cutadas concorrentemente. 
(b) Ae B precedem DP, 
(c) S precede E, Fe H. 
(d) Fe C precedem G. 
(e) E e H precedem Jed. 
(D C, D, F eJ precedem K. 
(g) A precede L. 
(h) /, C e L sao as atividades terminais do projeto. 
2. Construa a rede para o projeto que abrange as atividades de A 
a P que satisfaça as seguintes relações de precedência: 
(a) A, Be C as primeiras atividades do projeto, podem ser exe- 
cutadas concorrentemente. 
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(b) D, E e E vêm depois de A. 

(c) Ze G vêm depois de ambas, B e D. 

(d) F vem depois de ambas, Ce G. 

(c) Ke L vêm depois de J. 

(f) J sucede ambas, E e H. 

(g) M e N sucedem F mas não podem começar até que ambas, 
E e H, sejam concluidas. 

(hj O sucede Mel. 

(i) P sucede J, Le O, 

(j) A, N e F são as atividades terminais do projeto. 


*3. As fundações de um edifício podem ser concluídas em quatro 
seções consecutivas. As atividades para cada seção incluem: 
1) escavar; 2) colocar armações; e 3) verter concreto, A esca- 
vação de uma seção não pode começar até que a escavação da 
seção precedente tenha sido concluida. A mesma restrição se 
aplica a verter concreto. Desenvolva a rede para o projeto. 

4, No Problema 3, suponha que 10% do serviço de encanamento 
possa ser Iniciado simultaneamente com a escavação da primei- 
ra seção, mas antes de qualquer concreto ser vertido, Após cada 
seção das fundações ser concluída, podem-se executar mais 5% 
de encanamento contanto que os 5% precedentes estejam con- 
cluidos. O restante do encanamento pode ser concluido no final 
do projeto. Construa a rede para o projeto, 

5. Uma pesquisa de opinião envolve elaborar e imprimir questio- 
nários, contratar e treinar pessoal, selecionar participantes, des- 
pachar questionários pelo correio e analisar dados. Construa a 
rede para o projeto, declarando todas as premissas, 

6. As atividades da Tabela J descrevem a construção de uma nova 
casa. Construa a rede associada para o projeto, 

Tabela J 

Atividade Predecessora(s) Purac 
(dias) 

A: Limpar o local -— | 
B: Trazer utilidades até o local — 2 
C: Escavar A | 
D: Verter fundação C 2 
E: Encanamento externo R, C 6 
F: Arcabouco da casa em madeira D 10) 
G: Fiação elétrica F 3 
H: Assentar assoalho G l 
/: Assentar telhado F | 
J: Encanamento interno E H 5 
K: Paredes externas I 2 
L: Revestimento isolante externo EJ l 
M: Instalar janelas e portas externas F 2 
N: Alvenaria L, M 4 
O: Isolamento térmico de paredes 

e tetos CS 2 
P: Revestir paredes e tetos O 2 
O: Isolamento térmico do telhado iP | 
R: Acabamento interno P 7 
5: Acabamento externo LN 7 
T: Paisagismo 5 3 

7T Umaempresa esta em processo de preparação de um orçamento para 
o lançamento de um novo produto, A Tabela K apresenta as ativida- 
des associadas e respectivas durações Construa a rede para o projeto. 

Tabela K 

Ativi ; + Duração 

tividade Predecessora(s) 

(dias) 

A: Prever volume de vendas — 10 
B: Estudar concorrência de mercado — 7 
C: Elaborar o projeto do item e 

das instalações A 5 
D: Preparar programação de produção C 3 
E: Estimar custo de produção D É 
F: Determinar preço de venda B.E l 
G: Preparar orçamento E F E 


Pesquisa operacional 


8. As atividades envolvidas em um serviço de coral à luz de velas 


são apresentadas na Tabela L. Construa a rede para o projeto. 


Tabela L 
Atividade Predecessora(s) Duração 
(dias) 

A: Selecionar música — 2 
B: Aprender música A l4 
C: Fazer cópias das partituras e 

comprar pastas A I4 
D: Provas B,C 3 
E: Ensaios D 70 
F: Alugar candelabros D 14 
G: Decorar candelabros F | 
H: Montar as decorações D | 
F Providenciar túnicas para os 

cantores D 7 
J: Providenciar o sistema de 

comunicação com o público D 7 
K: Selecionar trilhas musicais J 14 
L: Montar o sistema de comunicação 

com o público K | 
M: Ensaio final E, OG, L l 
N: Festa com apresentação do coral H, L, M | 
O: Programa final LN | 


9, Oalargamento de uma seção de rodovia requer relocalizar (“re- 
posicionar”) os 1.700 pés de cabos elétricos suspensos de uma 
linha primária de 13,5 KV. A Tabela M resume as atividades do 
projeto. Construa a rede associada para o projeto. 


Tabela M 
Atividade Predecessora(s) Duração 
(dias) 

A: Revisão do serviço — l 
B: Avisar clientes sobre a falta 

temporária de energia elétrica A ; 
C: Fazer requisições de estoque A | 
D: Fazer o reconhecimento da obra A ; 
E: Garantir postes e material C, D 3 
F: Distribuir postes E 3 > 
G: Coordenação da localização : 

dos postes D 3 
H: Reestaquear G 3 
i; Escavar buracos H 3 
J: Armar e fixar postes Ft 4 
K: Cobrir condutores antigos Ff | 
L: Instalar novos condutores J, K 2 
M: Instalar materiais restantes L 2 
N: Vergar condutor L 2 
O: Podar árvores D 2 
P: Desenergizar e desviar as linhas B, M,N, O a 
O: Energizar e ligar nova linha P : 
R: Providenciar limpeza Q | 
5: Remover condutor velho QO | 
T: Remover postes velhos 5 2 
L: Devolver materiais aos estoques RT 2 


10. A Tabela N dá as atividades para a compra de um carro novo. 


Construa a rede para o projeto. 


Capitulo 6 Otimização em redes 


Tabela N 

Atividi camara Duração 

tividade Predecessora(s) ae 

(dias) 

A: Realizar estudo de viabilidade — 3 
B: Achar comprador potencial 

para carro atual A 14 
C: Fazer uma lista dos possiveis 

modelos A l 
D: Pesquisar todos os possiveis 

modelos C 3 
E: Conversar com o mecânico € 
F: Coletar propaganda de 

revendedoras Cc 2 
O: Compilar dados pertinentes DE, F l 
H: Escolher os trés melhores 

modelos G | 
i: Fazer test-drive com os três 

modelos escolhidos H 3 
J: Reunir dados de garantia é 

financiamento H 2 
K: Escolher um carro E | 2 
i: Escolher revendedora K 2 
M: Procurar cor ¢ opcionais 

desejados L 4 
Nº Fazer mais um test-drive com o 

modelo escolhido L | 
O: Comprar o carro novo B, M,N 3 


6.5.2 Calculos do caminho critico 


O resultado final do CPM é a construção da programação tem- 
poral para o projeto (veja Figura 6.38). Para atingir esse objetivo de 
modo conveniente, executamos cálculos especiais para produzir as 
seguintes informações: 


1. Duração total necessária para concluir o projeto. 


2. Classificação das atividades do projeto como críticas e não críticas. 


Diz-se que uma atividade é critica se não houver nenhum ‘es- 
paço de manobra”, ou folga, na determinação de seus tempos de 
início e conclusão, Uma atividade não crítica permite certa folga na 
programação, de modo que o tempo de início da atividade pode ser 
adiantado ou atrasado dentro de limites sem que afete a conclusão 
do projeto como um todo. 

Para fazer todos os cálculos necessários, definimos um evento 
como um ponto no tempo em que as atividades são concluídas e 
outras, iniciadas. Em termos de rede, um evento corresponde a um 
nó. Definam-se: 


O, = tempo mais cedo da ocorrência do evento j 
A = tempo mais tarde da ocorrência do evento j 
D, = duração da atividade (4, j) 


As definições do tempo mais cedo e do tempo mais tarde da 
ocorrência do evento | são especificadas em relação às datas de ini- 
cio e de conclusão do projeto inteiro. 

Os cálculos do caminho crítico envolvem dois passos: 0 primeiro é 
o cálculo no sentido nó imicial-nó final do projeto, denominado forward 
pass. que determina os tempos mais cedo de ocorrência dos eventos, € 
o segundo é o cálculo no sentido nó final-nó inicial, denominado back- 
ward pass, que determina os tempos mats tarde de ocorrência. 


Forward pass (tempos mais cedo de ocorrência, U). Os cálculos co- 
meçam no nó l e continuam recursivamente até o nó final v1. 

Etapa inicial. Determine O, = 0 para indicar que o projeto começa 
no tempo 0. 

Etapa geral j. Dado que os nós p,q,....e v são ligados diretamente ao 
nó j por atividades de entrada (p. j), (g,/),....¢ (x, j), e que os tempos 
de ocorrência mais cedo dos eventos (nós) p, q.....e v ja foram cal- 
culados, a ocorrência mais cedo do evento j é calculada como 
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D=madD+D0O+D.... DD +D) 
T F Fi y ay F T} 
O forward pass vai estar concluído quando D no nó n tiver sido 
calculado. Por definição, O, representa o caminho (duração) mais 
longo até o nó j. 


Backward pass (tempos mais tarde de ocorrência, A). Após a con- 
clusão do forward pass, os cálculos do backward pass começam no 
nó n e terminam no nó l 
Etapa inicial, Determine A =D para indicar que os tempos mais 
cedo e mais tarde de ocorrência do último nó do projeto serão os 
Mesmos, 
Etapa geral j. Dado que os nós p, gq, € v são ligados diretamente ao 
nó j por atividades de saída (J, p), O. q),..., e Q v), e que os tempos 
mais tarde de ocorrência dos nós p, q, ... e v já foram calculados, a 
ocorrência mais tarde do nó j é calculada como 
à, =min[A,-D_,4,-D,,....4,-D,} 

O backward pass vai estar concluído quando A, no nó | for cal- 

culado. Nesse ponto, A, = O, (= 0). 


Com base nos cálculos precedentes, uma atividade (i /) será crf- 
tica se satisfizer três condições: 


LA4=O 
28=0) 
34-4,=0,-D,=D, 


As três condições declaram que os tempos mais cedo e mais tarde 
de ocorrência dos nós finais í e j são iguais, e que a duração D se 
ajusta “rigidamente” ao espaço de tempo especificado, Portanto, uma 
atividade que não satisfaça as trés condições é não crítica. 

Por definição, as atividade críticas de uma rede devem constituir 
um caminho ininterrupto que abranja toda a rede, do Início ao fim. 


Exemplo 6.5-2 


Determine o caminho crítico para a rede do projeto da Figura 
6.42. Todas as durações são em dias. 


Forward pass 


Nó 1. Determine O, = 0 

No2,.0,=O0,+0D,, ees 

No 3.0 ' = max{O, + DD, + Daj = max{0 + 6,5 + 3} = 
Nó 4.0, = 0, +D, ,=5+8=13 

No 5. o, = maxiD, + D,,,0,+ D,)=max(8+2,13+0)=13 

No 6. o, = max[0, + D. fay + DD, +D.) 


40 


= max[8 + 11,13 +1, 13412} = 25 


Os cálculos mostram que o projeto pode ser concluído em 25 
dias. 


Backward pass 


Nó 6. Determine A, = O, = 25 
Nó 5. å =A- Da =25-12= a. 
aa A,= mintA, eo ex 
o3. A, = mintA, — DA, 
ay 2, å = = min{A, - =P. A _ Do} = ne 8, 11- - 3} 
No 1. A = minfA,- D, A,- D,} = min{11 - 6,5-5] = 
Cálculos corretos sempre terminarao com A, = 0. 
Os calculos do forward pass e do backward pass podem ser 
feitos diretamente na rede, como mostra a Figura 6.42. Aplicando 
as regras para determinar as atividades críticas, o caminho crítico é 
| — 2 — 4 — 5 — 6 que, como era de esperar, abrange a rede do ini- 
cio (nó lj ao fim (nó 6), A soma das durações das atividades críticas 
[(1,2), (2.4). (4,5) e (5,6)] é igual à duração do projeto (= 25 dias). 
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Figura 6.42 
Cálculos do forward pass ¢ do backward pass para o projeto do Exemplo 6.5-2 


Legenda: 


A) Forward pass: [+ —+[7] 

Ea Backward pass: A-e—— A 

Final Caminho crítico: ()—» (1) 
a 


backward 
pass Início 
EN backward 
/ 
o x pass 
Inicio Final 
forward forward 
pass pass 
Figura 6.43 Observe que a atividade (4,6) satisfaz as duas primeiras condi- 
Redes para os projetos do Problema 1, Conjunto 6.5B ções para uma atividade crítica (A, = O, = 13 e A, = O, = 25), mas 


não a terceira (O,-O, + D). Por isso, a atividade não é crítica. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.5B 


+1. Determine o caminho crítico para a rede do projeto da Figura 6.43. 

2. Determine o caminho crítico para a rede do projeto da Figura 6.44. 

3. Determine o caminho crítico para o projeto do Problema 6, Con- 
junto 6,54, 

d. Determine o caminho crítico para o projeto do Problema 8, Con- 
junto 6,54. 

5. Determine o caminho crítico para o projeto do Problema 9, Con- 


Redes para o projetodo Problems 2; Conjunto 63B 6. Determine o caminho crítico para o projeto do Problema 10, 
otima eat dl wate e a Soto ori Conjunto 6.5A. 


6.5.3 Construção da programação temporal 


Esta seção mostra como as informações obtidas com base nos 
cálculos da Seção 6.5.2 podem ser usadas para desenvolver a pro- 
gramação temporal, Reconhecemos que, para uma atividade (i j}, 
O, representa o tempo mais cedo de início e A representa o tempo 
mais tarde de conclusão. Isso significa que o intervalo (O, A) deli- 
neia o intervalo de tempo (máximo) durante o qual a atividade (i, j) 
pode ser programada sem atrasar o projeto inteiro, 


Construção da programação temporal preliminar. O método para 
construir uma programação temporal preliminar é ilustrado por um 
exemplo, 


Exemplo 6.5-3 


Determine a programação temporal para o projeto do Exemplo 
6.5-2 (Figura 6.42). 

Podemos obter uma programação temporal preliminar para as di- 
ferentes atividades do projeto delineando seus respectivos intervalos de 
tempo, como mostra a Figura 6.45. É preciso fazer duas observações. 


1. As atividades críticas (representadas pelas linhas cheias) devem 
ser alinhadas uma depois da outra para garantir que o projeto 
seja concluido dentro de sua duração especificada de 25 dias. 

2. As atividades não críticas (representadas pelas linhas tracejadas) 
têm intervalos de tempo maiores do que suas respectivas dura- 
ções, o que permite uma folga (ou “espaço de manobra”) para 

Projeto (b) programá-las dentro de seus intervalos de tempo permitidos. 
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Figura 6.45 
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Programação temporal preliminar para o projeto do Exemplo 6,5-2 


iM 
E 


Dias 


Como devemos programar as atividades não criticas dentro de 
seus respectivos intervalos de tempo? Normalmente é preferível 
iniciar cada atividade não crítica o mais cedo possível. Dessa manei- 
ra, os períodos de folga permanecerão convenientemente disponi- 
veis até o final do intervalo de tempo permitido, quando podem ser 
usadas para absorver atrasos inesperados na execução da atividade. 
Entretanto, pode ser necessário atrasar o início de uma atividade 
não crítica para depois de seu tempo mais cedo de início. Por exem- 
plo, na Figura 6.45, suponha que cada uma das atividades não críti- 
cas, E e F, requeira a utilização de um trator de terraplenagem e que 
haja só um desses tratores à disposição. Programar ambas (E e Fj o 
mais cedo possível requer dois tratores de terraplenagem entre os 
tempos 8 e 10. Podemos eliminar essa sobreposição iniciando É no 
tempo 8 e deslocando o tempo de início de F para algum momento 
entre os tempos 10e 14. 

Se todas as atividades nao criticas puderem ser programadas o 
mais cedo possível, a programação resultante é automaticamente viá- 
vel. Caso contrário, é possível que algumas relações de precedência se- 
jam violadas se as atividades não críticas forem adiadas para além de 
seu tempo mais cedo de início. Considere como exemplo as atividades 
Ce E da Figura 6.45. Na rede do projeto (Figura 6.42), embora C deva 
ser concluída antes de Æ, os intervalos de tempo de Ce E na Figura 6,45 
nos permitem programar C entre os tempos 6¢ 9e E entre os tempos 
8 e 10, o que viola o requisito de C preceder E. Por isso, fica evidente 
a necessidade de uma “bandeira vermelha” (ou sinalização) que revele 
automaticamente conflitos de programação. Tal informação é dada cal- 
culando as folgas para as atividades não críticas. 


Determinação das folgas. Folgas, ou flutuações, são os tempos dis- 
poníveis dentro do intervalo de tempo designado à atividade não 
critica. As mais comuns são a folga total e a folga livre. 

A Figura 6.46 apresenta um resumo conveniente para calcular 
a folga total (TF) ¢ a folga livre (FF,) para uma atividade (i j). A 
folga total é o excesso do intervalo de tempo definido entre a ocor- 
rência mais cedo do evento Í e a ocorrência mais tarde do evento j 
dentro da duração de (7, J), isto é, 


TF =A-D-D. 
iJ Ï i ij 
A folga livre é o excesso do intervalo de tempo definido desde 
a ocorrência mais cedo do evento f até a ocorrência mais cedo do 
evento j dentro da duração de (i /), isto é, 


FF,=0,-0,-D, 


Por definição, FF, s TF, 


13 


Criticas 


Não críticas 


20 oo 


Regra da bandeira vermelha. Para wma atividade não critica (i |) 


(a) Se FF = TF, então a atividade pode ser programada em qual- 
quer tempo dentro de seu intervalo (0O, A) sem causar conflito 
de programação. 

(b) Se FF; < TF, então a atividade pode ser atrasada por no máxi- 
mo FF, em relação a seu tempo mais cedo de início (O ), sem 
causar conflito de programação. Qualquer atraso maior do que 
FF, (mas não maior do que FF) deve ser acoplado com um 
atraso igual em relação a O, no tempo de início de todas as 
atividades que se originam no nó j 


A implicação da regra é que uma atividade não critica (i, /) será 
sinalizada se seu FF < FF.. Essa sinalização é importante somente 
se decidirmos atrasar o início da atividade para além de seu tempo 
mais cedo de inicio, O, caso em que devemos dar atenção aos tem- 
pos de início das atividades que saem do nó j para evitar conflitos 
de programação. 


Figura 6.46 
Cálculo de folgas totais e livres 


Di em 
Pi gee 
a Dj mo 

TE; ae 

a 
ere: 
= 

i j 


Exemplo 6.5-4 


Calcule as folgas para as atividades não criticas da rede do 
Exemplo 6.5-2 e discuta sua utilização na finalização de uma pro- 
gramação para o projeto. 

A Tabela 6.10 resume os cálculos das folgas totais e livres. É 
mais conveniente fazer os cálculos diretamente na rede usando o 
procedimento da Figura 6,42. 
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Tabela 6.10 Calculos das folgas totais e livres 


Atividade 

não crítica Duração Folga total (TF) Folga livre (FF) 
B(1,3) 6 ll- 0-6= 5 B-0-6= 2 
C(2, 3) 3 ll- 5- 3= 3 8-5-3= 0 
E(3,5) 2 13-8-2= 3 13-8-2=2= 3 
F(3, 6) 11 25- 8-ll= 6 25- 8-ll= 6 
G(4, 6) 1 25 -13 - 1=11 25-13- 1=11 


Os cálculos sinalizam as atividades B e C porque sua FF < TF, 
As atividades restantes (£, Fe G) tem FF = TF e, portanto, podem 
ser programadas para qualquer momento entre seus tempos de ini- 
cio mais cedo e de término mais tarde. 

Para averiguar o significado das atividades sinalizadas, conside- 
re a atividade B. Como sua TF = 5 dias, essa atividade pode começar 
até mesmo no tempo 0 (mais cedo) ou então no tempo 5 (mais tar- 
de) (veja a Figura 6.45). Contudo, como sua FF = 2 dias, iniciar 8 em 
qualquer momento entre os tempos 0 e 2 não causará nenhum efei- 
to sobre as atividades sucessoras E e É Entretanto, se a atividade B 
deve iniciar no tempo 2 + d (= 5), os tempos de início das atividades 
imediatamente sucessoras É e F devem ser deslocados para diante, 
ultrapassando seu tempo de início mais cedo (= 8) por no mínimo d. 
Dessa maneira, a relação de precedência entre B e suas sucessoras 
Ee Fé preservada. 

Voltando à atividade sinalizada C, observamos que sua FF = 0,0 
que significa que qualquer atraso no início de € que ultrapasse seu 
tempo de início mais cedo (= 5) deve ser acoplado a um atraso no 
minimo igual ao início de suas atividades sucessoras E é F 


Momento TORA 


O TORA fornece ferramentas tutoriais úteis para cálculos de 
CPM e para montar a programação temporal. Para usar essas ferra- 
mentas, selecione Project planning = CPM-Critical path method em 
Main menu. Na tela de saída, você tem a opção de selecionar CPM 
calculations para produzir cálculos etapa por etapa do forward pass, 


Figura 6.47 


Pesquisa operacional 


backward pass e das folgas, ou CPM bar chart para montar e expe- 
rimentar a programação temporal. 

© arquivo toraEx6.5-2.txt apresenta dados do TORA para o 
Exemplo 6.5-2. Se você preferir gerar a saída usando a opção Next 
step, o TORA o guiará pelos detalhes dos cálculos do forward e do 
backward pass. 

A Figura 6.47 apresenta a programação produzida pelo TORA 
pela opção CPM bar chart para o projeto do Exemplo 6.5-2. O grá- 
fico de barras-padrão do TORA programa automaticamente todas 
as atividades não críticas o mais cedo possível, Você pode estudar o 
impacto causado por um atraso no tempo de início de uma atividade 
não crítica usando as listas auto-explicativas que podem ser acessa- 
das pelas janelas que aparecem na parte inferior esquerda da tela. 
O impacto do atraso de uma atividade não critica será mostrado 
diretamente no gráfico de barras acompanhado de uma explicação. 
Por exemplo, se você atrasar o início da atividade B por mais de 2 
unidades de tempo, as atividades sucessoras E e F sofrerão atrasos 
iguais à diferença entre o atraso na folga livre da atividade B. Espe- 
cificamente, dado que a folga livre para B é 2 unidades de tempo, se 
B sofrer um atraso de 3 unidades de tempo, então E e F terão de ser 
atrasadas por no mínimo 3 - 2 = 1 unidade de tempo. Essa situação 
é demonstrada na Figura 6.47, 


Momento AMPL 


A Figura 6.48 dá o modelo em AMPL para o CPM (arquivo 
amplEx6,52.1x0). O modelo é regido pelos dados do Exemplo 6.5-2. 
Esse modelo AMPL é uma aplicação exclusiva porque usa conjuntos 
indexados (veja a Seção A.4) e não requer otimização. Em essência, 
nenhum comando solve é necessário e o AMPL é implementado 
como uma linguagem de programação pura semelhante à Basic ou C 

A natureza dos cálculos do CPM requer representar a rede asso- 
clando dois conjuntos indexados com cada nó: into e from. Para o 
nó i o conjunto into [i] define todos os nós que alimentam o nó i, 
co conjunto from[i] define todos os nós que são alcançados com 
base no nó i. Por exemplo, no Exemplo 6.5-2, from[1] = {2,3} 
e into[1] está vazio. 

A determinação de subconjuntos from e into é obtida no mo- 
delo da seguinte maneira: como D{ i,j) pode ser zero quando uma 
rede CPM usa atividades fictícias, o valor default para D [1,35] é-l 


Saida de gráfico de barras do TORA para o Exemplo 6.5-2 (arquivo tora Ex6.5-2.txt) 
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para todos os arcos não existentes, Assim, o conjunto from[i] re- 
presenta todos os nós j no conjunto {1..n} que podem ser alcan- 


çados partindo do nó i, o que só pode acontecer se D[i, j]>=0. 


Isso quer dizer que from[i) é definido pelo subconjunto {j in 
1..n:D[i,j]> =0}. 


Figura 6.48 


Modelo em AMPL para o Exemplo 6.5-2 (arquivo amplEx6.5-2.txt) 


4—_________ CPM (Example 6,5-2)}-——- 
param n; 
param D(1,.n,1,.nj default -1; 


set into(l..n): 
set from{1..n}; 


var X{1 in 1L..n,7) in fErom[1] |>=0; 
var BET{1 in Livny; 
var LT{i in l..n}; 
var TF{1 in L..n,; 3 in from[i]}; 
var FF{i in L.cn, 9 in from[1]}; 


data: 
param n:=6; 
param DO: 

6 


E e S ; 

2 a dos 

3 2 11 

4 0 

5 12 

É a 

for {i in 1..n} {ilet from[lj:=[5 in ZL..en:D[i,9]>=0)); 
for {j in 1..n} {let àânto[7]:=/i in Z..n:Df[ã,9]>=20)3: 


nodes earliest and latest times and floats 

let ET[1):=0; 

for {i in 2..n}let ET[1]:=max() in into[i]) 
(ET[9]+D[J,3]); 


Eparliest node time 


let LT[n] :=ET[n];: #latest node time 
for{i in nm-1..1 by -ljlet LT[i]:=min{j in from[i]} 
(LT(3]-B(ij,3]); 


printf “*1s-tis %55 #58 #56 t5s 355 tos %55 Amin”, 
5 J 


T ia ERA dado "FFF 


for {1 1 n, J in £Erom{1!} 

i 

let sh a tae Lace 
let FF[1, 7] T[5]-ET[a]-D[1,]9]): 


inte "S11 “Vik $51 $51 $51 $51 %51 #51 $51 @3s' 
1,3,D([1,3),BT[1],ETII]+ADII;,3],LTlI)-DII,I),LT 
TE[i,31].FE[i,a], 

if TF[i,;7)]=0 then “c€ else “” >Ex6.6-Jout.txt; 


1 
4); 


Raciocinio semelhante aplica-se 4 determinagao de subconjun- 
tos into[i].As seguintes declarações em AMPL automatizam a 
determinação desses conjuntos e devem vir após os dados D[i, 7], 
como mostra a Figura 6.48: 


=O}: 


For {i incl,.nt [let from > 
[ >=aQO}); 


Jr={j in 1,.n:D[1,3] 
for {7 in 1..n} {let into[j]}: | 


i 
ql:=[5 in 1..n:D[i,7 

Logo que os conjuntos from e into tenham sido determinados, 
o modelo passa pelo forward pass para calcular o tempo mais cedo, 
ET [1]. Com a conclusão desse passo, podemos iniciar o backward 
pass usando 


let LT[n]:=ET[n]; 
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O restante do modelo é necessário para obter a saída mostra- 
da na Figura 6.49. Essa saída determina todos os dados necessários 
para construir o gráfico CPM. A lógica desse segmento é baseada 
nos cálculos dados nos Exemplos 6.5-2 e 6.5-4. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.5C 


1. Dada uma atividade (1, j) com duração D, seu tempo de início 
mais cedo O, e seu tempo de término mais tarde À , determine os 
tempos mais cedo de conclusão e mais tarde de inicio de (i j). 

2. Quais são as folgas total e livre de um atividade critica? Explique. 


*3. Para cada uma das seguintes atividades, determine o máximo 
atraso no tempo de início em relação a seu tempo mais cedo de 
início que permitirá que todas as atividades imediatamente su- 
Cessoras. sejam programadas em qualquer momento entre seus 
tempos mais cedo e mais tarde de conclusão. 

(a) TF=10,FF=10,D=4 
(b) FF=10,FF=5,D=4 
(c) TF=10,FF=0,D=4 

4. No Exemplo 6.5-4, use as folgas para responder o seguinte: 

(a) Se a atividade B for iniciada no tempo 1 e a atividade C 
for iniciada no tempo 5, determine os tempos mais cedo de 
inicio para E e E 

(b) Se a atividade B for iniciada no tempo 3 e a atividade C 
for iniciada no tempo 7, determine os tempos mais cedo de 
inicio para E e E 

(c) Se a atividade B iniciar no tempo 6, qual será o impacto 
sobre a programação das outras atividades? 

*5. No projeto do Exemplo 6.5-2 (Figura 6.42), considere que a du- 
ração das atividades Be F são alteradas de 6 e 11 dias para 20 e 
25 dias, respectivamente. 

(a) Determine o caminho crítico, 

(b) Determine as folgas total e livre para a rede e identifique as 
atividades sinalizadas. 

(c) Se a atividade A for iniciada no tempo 5, determine os tem- 
pos mais cedo de início possiveis para as atividades G D, 
Fe. 

(d) Se as atividades Æ G e H exigirem o mesmo equipamento, 
determine o número minimo de unidades necessárias desse 
equipamento, 


Figura 6.49 
Saída do modelo em AMPL para o Exemplo 6.5-2 (arquivo 
amplEx6.5-2.txt) 


1-1 D ES EC LS LC TF FF 
1-2 5 0 5 0 5 0 0 E 
= 6 0 6 3 11 5 É 
2-3 3 5 g B 11 3 0 
2-4 g a 13 5 13 0 0 c 
3-5 A 8 10 11 ES 3 3 
3-6 il E! 19 14 2d 6 6 
4-5 0 13 13 13 13 E 0 E 
4-6 1 13 14 24 25 14 11 
5-6 12 13 25 13 25 0 É c 


6. Calcule as folgas e identifique as atividades sinalizadas para os 
projetos (a) e (b) na Figura 6.44; depois desenvolva as progra- 
mações temporais sob as seguintes condições: 


Projeto (a) 

(i) A atividade (1, 5) não pode iniciar em nenhum momento 
antes do tempo 14. 

(ii) As atividades (5,6) e (5,7) usam o mesmo equipamento, e 
só existe uma unidade disponível. 

(iii) Todas as outras atividades começam o mais cedo possível, 
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Projeto (b) 

(i) A atividade (1, 3) deve ser programada para seu tempo 
mais cedo de início e, ao mesmo tempo, levar em conta o 
requisito de que (1,2). (1.3) e (1,6) usam um equipamento 
especial, e só existe uma unidade disponível. 

(ii) Todas as outras atividades começam o mais cedo possível. 


6.5.4 Formulação em programação linear para o CPM 


Um problema de CPM pode ser considerado como o oposto do 
problema de caminho mínimo (Seção 6.3), no sentido de que esta- 
mos interessados em achar o caminho mais longo (maximo) de um 
fluxo unitário que entra no nó inicial e termina no nó final. Por isso, 
podemos aplicar ao CPM a formulação em PL para o problema de 
caminho mínimo apresentada na Seção 6.3.3 da maneira demons- 
trada a seguir. Definam-se: 


x= quantidade de fluxo na atividade (i,j) para todos os į e jf definidos 
D = duração da atividade (1, j) para todos os i e j definidos 


Assim, a função objetivo do problema de programação linear se torna 


Maximizar z= 5, Dx 


bundas as atividades 
[i de imas 
(Compare com a formulação em PL para o caminho minimo apre- 
sentada na Seção 6.3.3 na qual a função objetivo é minimizada.) Para 
cada nó há uma única restrição que representa a conservação de fluxo: 


Fluxo total de entrada = Fluxo total de saida 


Todas as variáveis, x,, são não negativas. 


Exemplo 6.5-5 


A formulação em PL para o projeto do Exemplo 6.5-2 (Figura 
6.42) é dada na Tabela 6.11. Observe que os nós 1 e 6 são os nós de 
início e de final, respectivamente. 


Tabela 6.11 Formulação em PL para o projeto do Exemplo 6.5-2 
A B C D E F aiia G H 


Xir Xi, Xa X54 ds F ar Xag Fsg 


Maximizar z = G 3 8 2 1l 0 1 12 


No | -] -l =-| 
Nó 2 | -1 -l = 
Nó 3 I J -] -I = 
Nad | -l -l = 
Nós | | -l| = 
No 6 | | dd s 


A solução ólima é 


z= 2 a Es (A) = l; x,,(D) = 
a di 


l; x (Ficticia) = 1; x, (5) = 1; todas as 


A solução define o caminho crítico como A — D — Ficticia 
— H, e a duração do projeto é de 25 dias. A solução da PL não 
é completa porque determina o caminho crítico, mas não fornece 
os dados necessários para construir o gráfico CPM. Contudo, pela 
Figura 6.48, vimos que o AMPL pode ser usado para fornecer todas 
as informações necessárias sem a otimização da PL, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.5D 


1. Use PL para determinar o caminho crítico para a rede do proje- 
to da Figura 6.43. 


2. Use PL para determinar o caminho crítico para as redes dos 
projetos da Figura 6.44, 


Pesquisa operacional 


6.5.5 Redes Pert 


A diferença entre Pert e CPM é que este baseia a duração de 
uma atividade em três estimativas: 


1. Tempo otimista, a, que ocorre quando a execução vai muitíssi- 
mo bem, 


2. Tempo mais provável, #7, que ocorre quando a execução trans- 
corre sob condições normais. 


3. Tempo pessimista, b, que ocorre quando a execução vai mui- 
tissimo mal, 


A faixa (a, b) engloba todas as estimativas possiveis da duração 
de uma atividade. A estimativa m se encontra em algum ponto na 
faixa (a, b). Com base nas estimativas, o tempo médio de duração, 
D e a variância, v, são aproximados como: 


a+dm+b 
E 
E) 
v= 
b 

Os cálculos do CPM dados nas seções 6,5.2 e 6.5.4 podem ser 
aplicados diretamente, sendo que D substitui a estimativa única D. 

Agora é possível estimar a probabilidade de que um nó j da 
rede ocorrerá conforme uma programação temporal pré-especi- 
ficada, $. Seja e, o tempo de ocorrência mais cedo do nó j. Como 
as durações das atividades que levam do nó inicial ao nó j são 
variáveis aleatórias, e também deve ser uma variável aleatória. 
Considerando que todas as atividades da rede sejam estatistica- 
mente independentes, podemos determinar a média, Efe ).c a va- 
ridneia, varfe} da seguinte maneira: se houver só um caminho do 
nó inicial ao no j, então a média é a soma das durações esperadas, 
D, para todas as atividades ao longo desse caminho, e a variân- 
cia é a soma das variâncias, v, das mesmas atividades. Por outro 
lado, se mais de um caminho levar ao nó jf, é necessário primeiro 
determinar a distribuição estatística da duração do caminho mais 
longo. Esse problema é bastante difícil porque equivale a deter- 
minar a distribuição de no máximo duas ou mais variáveis alea- 
tórias. Assim, uma premissa simplificadora recomenda calcular a 
média ¢ a variância, Efe} e varfe}, como as do caminho até o nó 
j que tenha a maior soma de durações esperadas de atividades. 
Se dois ou mais caminhos tiverem a mesma média, aquele que 
liver a maior variância é selecionado porque reflete a maior in- 
certeza e, portanto, leva a uma estimativa mais conservadora de 
probabilidades. 

Logo que a média e a variância do caminho até o no j, Ele] e 
varle ), tenham sido calculadas, a probabilidade de que o nó j sera 
realizado até um tempo predeterminado $, é calculada usando a se- 
guinte fórmula: 


D= 


a P| Spee 5- Ee. 


es An 4 jvarte, 4 lvarle, Kl 


na qual 


z = variável aleatória normal padronizada 
5,-Ele,) 


A, = 
Jvarle,} 
A variável normal padronizada z tem média 0 e desvio-padrão 1 
(veja a Seção 12.4.4). A justificativa para usar a distribuição normal 
é que e, é a soma de variáveis aleatórias independentes. De acordo 
com o teorema do limite central (veja a Seção 12.4.4), a distribuição 


de e, é aproximadamente normal. 


Exemplo 6.5-6 


Considere o projeto do Exemplo 6.5-2. Para evitar repetir os cál- 
culos do caminho crítico, os valores de a,m e b na Tabela 6.12 são se- 
lecionados de modo que D = =D, para todo ie j no Exemplo 6.5-2. 
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Tabela 6.12 Valores de ame b 


Atividade ñj (amam b) Atividade ij (a, #1, b) 
A 1-2 (3,5, 7) E 3-5 (1,2, 3) 
B 1-3 (4,6,8) F 3-6 (9,11,13) 
C 2-3 (1,3,5) G 4-6 (1.1,1) 
D 24 681) H 5-6 (10,12,14) 


A média D, e a variância v, para as diferentes atividades são 
dadas na Tabela 6.13. Observe que, em decorrência, para a atividade 
fictícia, (a,m, b) = (0, 0, 0), ou seja, a média e a variância também 
são Iguais a Zero. 


Tabela 6.13 Média D, e variância Vy 


“Atividade ij D, V, Atividade ij D, A 
A l-2 5 0,444 E 3-5 2 OMI 
B l-3 6 0444 F 356 oll 044 
E 2-3 3 0444 G 46 1 0,000 
D 24 8 1,000 H 5-6 12 0444 


A Tabela 6.14 dá o caminho mais longo do nó 1 até os diferentes 
nós, junto com suas médias e desvios-padrão associados. 


Tabela 6.14 Caminho mais longo do nó | 


Caminho mais longo com Média do Desvio-padrao 
Nó base nas durações médias caminho do caminho 
2 1-2 5,00 0.67 
3 1-2-3 8.00 0,94 
4 1-2-4 13,00 1,20 
5 12-45 13.00 1,20 
6 1-2-4-5-6 25,00 1,37 


Tabela O 
Projeto (a) 


Atividade (a,m, b) Atividade (amb) 


1-2 (5, 6,8) 3-6 (3, 4,5) 
1-4 (1,3,4) 4-6 (4,8, 10) 
1-5 (2,4,5) 4-7 (5, 6,8) 
2.3 (4,5,6) 5-6 (9,10,15) 
2-5 (7,8,10) 5-7 (4,6,8) 
26 (8,913) 67 (3,4,5) 
3-4 (5,9,19) 
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For fim, a Tabela 6.15 calcula a probabilidade de que cada nó 
seja realizado até o tempo $, especificado pelo analista. 


Tabela 6.15 Probabilidade de realização de cada nó até o tempo 5, 


Caminho Médiado DESVIO 
Ój mais longo caminho PCTS 5; K, Pics Ki] 
= caminho 
2 14 5,00 0,67 5.00 ü 0,5000 
3 1-2-3 8,00 (1,94 11,00 3,19 0,9993 
4 ASA 13,00 1,20 1200 083 0,2033 
5 1-2-4-5 13,00 1,20 14.00 0,83 0,7967 
6 1-2-4+-5-6 25,00 1,37 26,00 0,73 0,7673 
Momento TORA 


O TORA fornece um módulo para executar cálculos de Pert. 
Para usar esse módulo selecione Project planning = Pert-Program 
evaluation and review technique em Main menu, Na tela de saida, 
você tem a opção para selecionar Activity mean/Var para calcular 
a média e a variância para cada atividade, ou a opção Pert calcu- 
lations para calcular a média e a variância do caminho mais longo 
para cada nó da rede. O arquivo tora Ex6.5-6.txt apresenta os dados 
do TORA para o Exemplo 6.5-6, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 6.5E 


1. Considere o Problema 2, Conjunto 6.5B. As estimativas (am, b) 
são apresentadas na Tabela O, Determine as probabilidades de 
que os diferentes nós do projeto sejam realizados sem atraso. 


Projeto (b) 


Atividade (amb) Atividade (amb) 


1-2 (1,3,4) 37 (12,13, 14) 
1-3 (5,7,8) 4-5  (10,12,15) 
1-4 (6,7,9) 47 (8, 10, 12) 
1-6 (1,2,3) 5.6 (7.8.11) 
2-3 (3,4,5) 57 (2,4,8) 
2-5 (7,8,9) 6-7 (5,6,7) 
3-4 (10,15,20) 
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Capitulo 


e ls 


Programacao linear avancada 


Guia do capítulo. Este capitulo apresenta a fundamentação ma- 
temática da programação linear e da teoria da dualidade. A apre- 
sentação permite o desenvolvimento de vários algoritmos eficientes 
em termos computacionais, entre eles o método simplex revisado, 
variáveis canalizadas e programação paramétrica, O Capítulo 20, 
disponível em inglês no site do livro, apresenta dois algoritmos adi- 
cionais que tratam de problemas de PL de grande escala: decompo- 
sição e o algoritmo de pontos interiores de Karmarkar. 

O material deste capítulo baseia-se na utilização de álgebra ma- 
tricial. O Apêndice D, disponível em inglês no site do livro, dá uma 
revisão de matrizes. 

Os três tópicos que devem receber especial atenção neste capítulo 
são o método simplex revisado, o algoritmo para variáveis canalizadas € 
a programação paramétrica, A utilização de manipulações de matrizes 
no método simplex revisado permite melhor controle do erro de arre- 
dondamento da máquina, um problema que está sempre presente no 
método de operações de linha do Capitulo 3. O algoritmo para variáveis 
canalizadas é usado com destaque com o algoritmo de programação com 
números inteiros (ou programação inteira) branch-and-bound (Capitu- 
lo 9). A programação paramétrica adiciona uma dimensão dinâmica ao 
modelo de PL que permite a determinação das alterações na solução 
ótima resultantes de variações contínuas nos parâmetros do modelo, 

A tarefa de entender os detalhes do método simplex revisado, 
das variáveis canalizadas, da decomposição e da programação para- 
métrica é aprimorada pelo resumo dos resultados de manipulações 
matriciais no formato facil de ler da tabela simplex do Capitulo 3. 
Embora manipulações matriciais façam com que os algoritmos pa- 
reçam diferentes, a teoria é exatamente a mesma do Capítulo 3. 

Este capítulo inclui uma aplicação real, 8 exemplos resolvidos, 
58 problemas de final de seção e 4 problemas abrangentes de final 
de capítulo, Os problemas abrangentes estão no Apêndice E, dis- 
ponivel em inglês no site do livro. Os programas em AMPL/Excel 
Solver/TORA estão na pasta ch7Files. 


Aplicação real — Roteamento ótimo de embarque 
e designação de pessoal para o recrutamento da 
Marinha na Tailândia 


A Marinha tailandesa convoca recrutas quatro vezes por ano. 
Um convocado se apresenta em uma das 34 centrais locais e então é 
transportado por ônibus até uma das quatro bases navais auxiliares. 
Destas, os recrutas são transportados para a base naval principal 
por navio. As instalações de atracação das bases auxiliares podem 
restringir o tipo de navio que pode ser recebido. As bases auxilia- 
res têm capacidades limitadas, porém, como um todo, as quatro bases 
têm capacidade suficiente para dar conta de todos os convocados 
Durante o verão de 1983, um total de 2.929 convocados foram trans- 
portados das centrais de recrutamento até as quatro bases auxilia- 
res, ¢ destas para a base principal. O problema trata de determinar 
a programação ótima para transportar os recrutas, primeiro das 
centrais de recrutamento até às bases auxiliares, e depois delas até 
a base principal. O estudo usa uma combinação de programação 
linear e programação inteira. Os detalhes são dados no Caso 5 do 
Capítulo 24, disponível em inglês no site do livro. 


7.1 FUNDAMENTOS DO METODO SIMPLEX 


Em programação linear, diz-se que o espaço de soluções viáveis 
forma um conjunto convexo se o segmento de reta que une quais- 


quer dois pontos viáveis distintos também cair dentro do conjunto. 
Um ponto extremo do conjunto convexo é um ponto viável que não 
pode estar sobre um segmento de reta que una quaisquer dois pon- 
tos viáveis distintos no conjunto. 

A Figura 7.1 ilustra dois conjuntos. O conjunto (a), que é um 
espaço de soluções típico de um problema de programação linear, 
é convexo (com seis pontos extremos), enquanto o conjunto (b) é 
não CONVEXO. 

Na solução gráfica de PL dada na Seção 2.3, demonstramos que 
a solução ótima sempre pode ser associada com um ponto extremo 
(vértice) viável do espaço de soluções. Esse resultado faz sentido 
dedutivamente porque, no espaço de soluções em PL, todo ponto 
viável pode ser determinado como uma função de seus pontos ex- 
tremos viáveis. Por exemplo, no conjunto convexo (a) da Figura 7.1, 
um ponto viável X pode ser expresso como uma combinação conve- 
xa de seus pontos extremos X, X Xa X, X, é X, usando 


ACHA + OM, + ON, + OM, + OX + OX, 
onde 
G4 0,+0,+0,+0,4+a4,=1 


œ 2 O;/=1,2.....6 


Essa observação mostra que pontos extremos fornecem tudo 
que é necessário para definir completamente o espaço de soluções, 


Figura 7.1 
Exemplos de um conjunto convexo e de um conjunto não convexo 


(b) 


Exemplo 7.1-1 
Mostre que o seguinte conjunto é convexo: 
C=((1,4,)14,52,1,53,1,20,x,20) 


Sejam X = [erje X s [r"a | dois pontos distintos quaisquer 
em C. Se C é convexo então X=(x,.x,)=,Ã + o,X,, a, + a, = 1, 
c,., 2 0 também devem estar em C. Para mostrar que isso é verda- 
de, precisamos mostrar que todas as restrições de C são satisfeitas 
pelo segmento de reta X, isto é, 


y =a tor” Sa0,(2)+a,2)=2 


X =g + ox", So(3)+a(3)=3 


Assim, x, £ 2 e x, £ 3. Adicionalmente, as condições de não- 
negatividade são satisfeitas porque o e q, são não negativos. 


Capítulo 7 Programação linear avançada 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.1A 


1. Mostre que o conjunto O = (x. x ly, + x, S 1, x, 2 0, x, 2 0] 
é convexo. À condição de não-negatividade é essencial para a 
prova? 

*2. Mostre que o conjunto Q = (x, xx = 1 oux,=2] não é convexo. 

3. Determine por meios gráficos os pontos extremos do seguinte 
conjunto convexo: 

Q= |rt x + ¥, 52,4, 20,220] 


Mostre que o espaço de soluções viável inteiro pode ser deter- 


minado como uma combinação convexa de seus pontos extremos. 


Dai, conclua que qualquer espaço de solução convexo (limitado) 
é totalmente definido tão logo seus pontos extremos sejam conhe- 
cidos, 

4. No espaço de solução da Figura 7.2 (desenhado em escala), ex- 
presse o ponto interior (3, 1) como uma combinação convexa 
dos pontos extremos A, 8, C e D, sendo que cada ponto extre- 
mo tem um peso estritamente positivo. 


Figura 7.2 


Espaço de soluções para o Problema 4, Conjunto 7.la 


7.1.1 DE PONTOS EXTREMOS A SOLUÇÕES BÁSICAS 


É conveniente expressar o problema geral de PL na forma de 
equações (veja a Seção 3.1) usando notação matricial. Defina X 
como um vetor de tamanho n que representa as variáveis, À como 
uma matriz (m x n) que representa os cocficientes das restrições, b 
como um vetor coluna que representa o lado direito e C como um 
vetor de tamanho n que representa os coeficientes da função objeti- 
vo. Portanto, um problema de PL é escrito como 


Maximizar ou minimizar z = CX 
sujeito à 


AX =b 
X20 


Usando o formato do Capítulo 3 (veja também Figura 4.1), sem- 
pre podemos fazer com que as m colunas da extrema direita de A 
representem a matriz-identidade I por meio de arranjos adequados 
das variáveis de folga/artificiais associadas com a solução básica ini- 
cial. 

Uma solução básica de AX = b é determinada igualando n — a 
variáveis a zero e depois resolvendo as m equações resultantes nas 
m incógmitas restantes, contanto que a solução resultante seja única. 
Dada essa definição, a teoria da programação linear estabelece O 
seguinte resultado entre a definição geométrica de pontos extremos 
e a definição algébrica de soluções básicas: 
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Pontos extremos de {XIAX = b} = Soluções básicas de AX = b 


A relação significa que os pontos extremos do espaço de soluções 
da PL são totalmente definidos pelas soluções básicas do sistema 
AX = b,e vice-versa. Portanto, concluímos que as soluções básicas 
de AX = b contêm todas as informações que precisamos para deter- 
minar a solução ótima do problema de PL. Além do mais, se impu- 
sermos a restrição de não-negatividade X 2 0,a busca pela solução 
ótima fica confinada apenas às soluções básicas vidreis. 

Para formalizar a definição de uma solução básica, O sistema 
AX = b pode ser expresso em forma de vetor da seguinte maneira: 


y, Px,=b 
jel 


O vetor P, é a j-ésima coluna de A. Diz-se que um subconjunto 
de m vetores forma uma base, B, se, e somente se, os mm vetores se- 
lecionados forem linearmente independentes. Nesse caso, a matriz 
B é não singular. Se X, é o conjunto de m variáveis associadas com 
os vetores da matriz não singular B, então X,, deve ser uma solução 
básica, Nesse caso, temos 


BX,=b 


Dada a inversa Bº de B, obtemos a solução básica correspon- 
dente como 


X,= Bb 


se B'b = 0, então X, é viável. A definição considera que as 
n-m variáveis restantes são não básicas no nível zero, 

© resultado precedente mostra que em um sistema de m equa- 
ções e n incógnitas, o número máximo de soluções básicas (viáveis 


e inviáveis) é dado por 
mo n! 
m] m(n- m)! 


Exemplo 7.1-2 


Determine e classifique (como viável e inviável) todas as solu- 
ções básicas do seguinte sistema de equações. 


EFE. 
2 a2 aa a Tla) 
Ny 


A Tabela 7.1 resume os resultados. A inversa de B é determi- 
nada por um dos métodos da Seção D.2.7, disponivel em inglês no 
site do livro. 


Tabela 7.1 Resumo dos resultados 


B BX, =b Solução Status 


610-0 OC 10-0 ce 


(PP) (Nao é uma base) ad =” 


$ i i à 
3 =1)} [x d Xa 4 “RW A) J E 
ese (3 AE =) GG aG) Li) tm 


Também podemos investigar o problema expressando-o em 
forma vetorial da seguinte maneira: 
4 
2 


elje) 


Cada P, P,, P, e b é um vetor bidimensional que pode ser 
representado genericamente como (a,, a,)'. A Figura 7.3 mos- 
tra um gráfico desses vetores no plano (a. a,). Por exemplo, para 
b= (4,2) a =4ea, =2. 


Il 
ar. 


ii 


li 
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Figura 7.3 
Representação vetorial de um espaço de soluções de PL 


Como estamos lidando com duas equações Un = 2), uma base deve 
incluir exatamente dois vetores, selecionados entre P,, P, e P, Pela Fi- 
gura 7.3, as matrizes (P, P,) e (P,, P,) formam bases porque seus veto- 
res associados são independentes. Na matriz ( P , P,), os dois vetores são 
dependentes e, por consequência, não constituem uma base. 

Em termos algébricos, uma matriz (quadrada) forma uma base 
se seu determinante não for zero (veja a Seção D.2.5). Os cálculos 
a seguir mostram que as combinações (P|, P,) e (P,. P,) são bases e 
que a combinação (P, P,) não é. 


E: 
Dq 


det(P,, P,) = det ] =(1x-9)-(2x3)=-820 
3 


dox(P, P) = det [ A | =(3x—-3)-(-2 x-1)=-8 +0 


1 
dei(Pl, P3) = det É 


a =(Ix-2)-(2x-1)=0 

Podemos aproveitar a representação vetorial do problema para 
discutir como a solução inicial do método simplex é determinada, 
Pela representação vetorial da Figura 7.3, a base B = (P, P,) pode 
ser usada para iniciar as iterações simplex porque ela produz a solu- 
ção básica viável X, = (x, x)". Contudo, na ausência da representa- 
ção vetorial, o único curso de ação disponivel é tentar todas as bases 
possíveis (três neste exemplo, como já mostramos), 

A dificuldade de usar o método de tentativa-e-erro é que ele não 
é adequado para cálculos automáticos, Em um problema de PL típico, 
com milhares de variáveis e restrições, no qual a utilização do compu- 
tador é imperativa, o método de tentaliva e erro não é uma opção prá- 
tica por causa de sua tremenda sobrecarga de cálculo. Para amenizar 
esse problema, o método simplex sempre usa uma matriz-identidade, 
B = I, para iniciar as iterações. Por que uma B = I inicial oferece uma 
vantagem? A resposta é que ela sempre fornecerá uma solução básica 
inicial vidvel (contanto que o vetor de coeficientes do lado direito das 
equações seja não negativo). Você pode ver esse resultado na Figura 
7.3 representando em gráfico os vetores de B = [e observando que eles 
coincidem com os eixos horizontal é vertical, o que, em decorrência, 
sempre garante uma solução básica inicial viável. 

A base B = I forma automaticamente parte das equações do 
problema de PL se todas as restrições originais forem s. Em outros 
casos, simplesmente adicionamos os vetores unitários onde forem 
necessários. E isso que as variáveis artificiais conseguem (Seção 
3.4). Então, punimos essas variáveis na função objetivo para obrigá- 
las ao nível zero na solução final, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.1B 


1. Nos seguintes conjuntos de equações, (a) e (b) têm soluções 
únicas (básicas), (c) tem uma infinidade de soluções e (d) não 


Pesquisa operacional 


tem nenhuma solução, Mostre como esses resultados podem ser 
verificados utilizando representação vetorial gráfica. Baseado 
nesse exercício, declare as condições gerais para dependência- 
independência de vetores que levam a uma solução única, a 
uma infinidade de soluções e a nenhuma solução. 


(a) x, +3r,=2 (b) 2x, +3x,=1 
o 


É +X, 2x,-xX,=2 
(c) 2x, + 6x,=4 (d) 2x, = dx, =2 
x + 3x, =2 =x, + 2x,=1 


2. Use vetores para determinar graficamente o tipo de solução 
para cada um dos conjuntos de equações a seguir: solução única, 
uma infinidade de soluções ou nenhuma solução. Para os casos 
de soluções únicas indique, pela representação vetorial (e sem 
resolver as equações algebricamente), se os valores de x, e x, 
são positivos, zero ou negativos, 


o (E DE) - 6 0) 
ofi A AE 
af SH) le her) 


3. Considere o seguinte sistema de equações: 


l 0 l 2 3) 
2 |x, +] 2 |x, +] 4 |x, +] O |x, =| 4 
3) l 2 4 2 


Determine se qualquer uma das seguintes combinações for- 
ma uma base. 
*(a) (P, PP) 
(b) (P,,P,,P,) 
(c) (P, P., P) | 
*(d) (PP, P, F) 
d. Falso ou verdadeiro? 
(a) O sistema BX = b tem uma solução única se B for não sin- 
pular. 
(b) O sistema BX = b não tem nenhuma solução se B for singu- 
lar e b for independente de B. 
(0) O sistema BX = b tem uma infinidade de soluções se B for 
singular e b for dependente. 


7.1.2 Tabela simplex generalizada em forma de matriz 


Nesta seção usamos matrizes para desenvolver a tabela simplex 
geral, Essa representação será a base para os desenvolvimentos sub- 
següentes do capitulo, 

Considere o problema de PL na forma de equações: 


Maximizar z = CX, sujeito a AX =b,X 20 


O problema pode ser escrito de maneira equivalente como 


do a ho) 


suponha que B seja uma base viável do sistema AX =b,X 2 0,e 
seja X o vetor correspondente de variáveis básicas com € como seu 
vetor de coeficientes da função objetivo associado. Então, a solução 
correspondente pode ser calculada da maneira que descrevemos a 
seguir (o método para inverter matrizes particionadas é dado na 
Seção D.2.7): 


HE TE O 


A tabela simplex geral na forma matricial pode ser derivada das 
equações-padrão originais da seguinte maneira: 


Capítulo 7 Programação linear avançada 


1 CB” i1 -Ci/z) (1 C,B'IO 
o B“ Jo Alx/ lo B” jb 
Manipulações matriciais resultam nas seguintes equações: 
| C,B'A-C){z\ (C,B'b 
ü B'A A B'b 


Dado que P é o j-ésimo vetor de A, a coluna da tabela simplex 
associada com a variável x, pode ser representada como: 


Base T Solução 
z C,B'P,-¢ C,B'b 
Xp B'P, B-'b 


Na verdade, a tabela é igual à que apresentamos no Capitu- 
lo 3 (veja Problema 5 do Conjunto 7.1c) e igual à dos cálculos 
primais-duais da Seção 4.2.4. Uma importante propriedade dessa 
tabela é que a inversa, B“, é o único elemento que muda de uma 
tabela para a seguinte, e que a tabela inteira pode ser gerada lao 
logo B~ seja conhecida. Esse ponto é importante porque o erro 
de arredondamento no cálculo de qualquer tabela pode ser con- 
trolado por meio do controle da precisão de B~. Esse resultado 
é a base para o desenvolvimento do método simplex revisado na 
Seção 7,2. 


Exemplo 7.1-3 


Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z=x, + 4x, + 7x, + Sx, 
sujeito a 
2x, +X, + 2x, + 4x, = 10 
3x, -%,- 2x, + Ox, =5 


2 : $ 
Xs AX, 4,20 


Gere a tabela simplex associada à base B = (PP). 
Dado B=(P,P,),entãoX,=(x,.x)/eC,= (1,4). Assim, 


4 i d 
B i’ 2 | = 5 4 
3 i 3 2 
i k 
Portanto, obtemos 


Xa [5 Jem 


ob 
au 


kA |u uA |= 
bliss SALES 
— q 
us 
E OE, 
il 
a: 
dE. ha 
a 


Para calcular as colunas de restrição no corpo da tabela, temos 


BR 
z 2 | 2 4 1002 
-i 5 5 
B'(P,, P,, P,, P,)= tae É =| -2 orla | 2 À 
S F 


Em seguida, calculamos a linha associada com a função objetivo 
da seguinte maneira: 


1 0 0 2 
CEP. p.P,))-C= (14), 12 0 


ha 4.7, 5)=(0, 0, 1, -3) 


Por fim, calculamos o valor da função objetivo da seguinte 
maneira: 


3 
z=C,B'b=C,X, =(l, da =19 
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Assim, a tabela inteira pode ser resumida como mostrado a 
seguir: 


Base xy X x; My Solução 
Z 0 0 | -3 19 
1 | () 2 3 
Xa 0 | 2 0 4 


A conclusão principal desse exemplo é que, tão logo a inversa, 
B',seja conhecida, a tabela simplex inteira pode ser gerada de acor- 
do com B” e com os dados originais do problema. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.1C 


*1. No Exemplo 7.1-3, considere B = (P, P ). Mostre que a solução 
básica correspondente é viável, então gere a tabela simplex cor- 
respondente. 

2. Considere o seguinte problema de PL: 

Maximizar z = 5x, + 12x, + dx, 
sujeito a 
A +24, 4+%,+4,=10 
2x — dx =x, =p 
Xp Xp XX, 20 
Verifique se cada uma das seguintes matrizes forma uma 
base (viável ou inviável): (P,, P,), (P„, P,), (P,, P,). 


3. No seguinte problema de PL, calcule a tabela simplex inteira 
associada com X, = (x xa x)". 


Minimizar z = 2x, Fx 


sujeito a 
ax, +X, — 2, =3 
dx, + 3x, =X, =6 
x, + 2x, +x,=3 


Ms Nay Xi ty O 


“4, Apresentamos a seguir uma tabela ótima de um problema de PL. 


Base x X; X3 Xa Xs Solução 
E ü ü ü 3 2 i: 
X; 0 0 | | -1 2 
X ü l 0 | 6 
x | 0 0 =] | 2 


As variáveis x,, x, € x, são de folga no problema original. 
Use manipulações matriciais para reconstruir o problema de PL 
original e depois calcule o valor ótimo. 

5. Na tabela simplex generalizada, suponha que X = (X,, X,,)", 
onde X, corresponde a uma solução básica inicial tipica (con- 
sistindo em variáveis de folga e/ou artificiais) com B = I, e se- 
jam C = (Cp Cp) e A = (D, I) as repartições correspondentes 
de C e A, respectivamente. Mostre que a forma de matriz da 
tabela simplex se reduz å forma apresentada a seguir, que é 
exatamente a forma usada no Capitulo 3. 


Base Xi Xii Solução 
z CBD = Či CB! = Cy CB 'b 
Xz BD B`! B'b 
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7.2 METODO SIMPLEX REVISADO 


A Seção 7.1.1 mostra que a solução ótima de um problema de 
programação lincar está sempre associada a uma solução básica 
(viável). A busca da ótima pelo método simplex começa com a se- 
leção de uma base viável, B, e continua passando para uma outra 
base, B que dá um valor melhor (ou, ao menos, não pior) da 
função objetivo. Continuando dessa maneira, a certa altura a base 
ótima é alcançada. 

As etapas iterativas do método simplex revisado são exatamen- 
te as mesmas da tabela do método simplex apresentada no Capítulo 
3. A principal diferença é que os cálculos no método revisado são 
baseados em manipulações matriciais em vez de em operações de li- 
nha. A utilização da álgebra matricial reduz o efeito adverso do erro 
de arredondamento da máquina por meio do controle da precisão no 
cálculo de B~. Esse resultado decorre porque, como mostra a Seção 
7.1.2, a tabela simplex inteira pode ser calculada com base nos dados 
originais e da B” atual. Na tabela do método simplex do Capítulo 3, 
cada tabela é gerada de acordo com a imediatamente precedente, O 
que tende a piorar o problema do erro de arredondamento, 


7.2.1 Desenvolvimento das condições de otimalidade e 
viabilidade 

O problema geral de PL pode ser expresso da seguinte maneira: 
$ cx, sujeito a 5 Px=b, 
fel fel 


Maximizar ou minimizar z 


x20,/=1,2,...,8 


Para um dado vetor básico X e sua base correspondente B e 
vetor de coeficientes da função objetivo Ca tabela simplex geral 
desenvolvida na Seção 7.1.2 mostra que qualquer iteração simplex 
pode ser representada pelas seguintes equações: 


z+) (z,-c,)x,=C,B"b 
fel 


(Xa), +2 (B P, Ay (B'b) 
{= 
Z,— C, 0 custo reduzido de x, (veja a Seção 4.3.2) é definido como 
z; = E, = C,B'P, C, 


A notação (V), é 
do vetor V. 


usada para representar o /-ésimo elemento 


Condição de otimalidade. Pela equação z dada, um aumento na x, 
não básica acima de seu valor zero atual melhorará o valor de z em 
relação a seu valor atual (= C Bb) so se z — c for estritamente 
negativo no caso de maximização e estritamente positivo no caso de 
minimização. Caso contrário, x não pode melhorar a solução e deve 
permanecer não básica no nivel zero. Embora qualquer variável não 
básica que satisfaça a condição dada possa ser escolhida para me- 
lhorar a solução, o método simplex usa uma regra prática que reco- 
menda a seleção da variável que entra como a que tiver z,- c mais 
negativo (mais positivo) em caso de maximização (minimização). 


Condição de viabilidade. A determinação do vetor que sai é ba- 
scada no exame da equação de restrição associada com a i-ésima 
variável básica. Especificamente, temos 


(X,) +L (BP, ) a É (B'b) 


Quando o vetor P é selecionado pela condição de otimalidade 
para entrar na base, sua variável associada x, aumentará acima do 
nivel zero. Ao mesmo tempo, todas as variáveis não básicas restan- 
tes permanecem no nível zero. Portanto, a i-ésima equação de res- 
trição se reduz a 


Xah = (B “b),— (BºP), x, 


A equação mostra que, se (BP), > 0, um aumento em x, pode 
fazer com que (X), se torne negativo, o que viola a condição de 
não-negatividade para todo i. Assim, temos 


Pesquisa operacional 


EE o ; 
(Bb), - (B“P), x, 20 para todo i 
Essa condição resulta no valor máximo da variável x que entra 


como 
__ | (B'b), 
x, = min {8 by (B P),>0 
i (BP), 
A variável básica responsável por produzir a razão minima sai 
da solução básica para se tornar não básica no nível zero. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.2A 


*1. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = cX, + CX, + eN, +C, 
sujeito a 
Pr+Px+Prx+Prx=b 


XX, 464,20 


Os vetores P|, P., P, e P, são mostrados na Figura 7.4. Con- 

sidere que a base B da iteração atual consista em P e P.. 

(a) Se o vetor P, entrar na base, qual dos dois ve tores básicos 
atuais deve sair para que a solução básica resultante seja 
viável? 

(b) O vetor P, pode ser parte de uma base viável? 

“2. Prove que, em qualquer iteração simplex, z,- c = 0 para todas 
as variáveis básicas associadas. 
3. Prove que,se z -c> 0 (<0) para todas as variáveis não básicas 

x, de um problema de PL de maximização (minimização), então 

a “solução ótima é única. Ao contrário, se Z,- c, for igual a zero 

para uma x, não básica, o problema tem soluções ótimas alter- 

nativas. 


4, Em uma solução básica inicial na qual todas as variáveis sejam 
de folga, use a forma matricial da tabela para mostrar que o 
procedimento mecânico usado na Seção 3.3, no qual a equação 
com os coeficientes da função objetivo foi estabelecida por 


F 
Z= cx = 0 
jal 


calcula automaticamente o z,- c adequado para todas as variá- 
veis na tabela simplex inicial. 

5. Usando a forma matricial da tabela simplex, mostre que, em 
uma solução básica na qual todas as variáveis Iniciais são artifi- 
ciais, o procedimento empregado na Seção 3.4.1 que recomenda 
a substituição das variáveis artificiais da função objetivo (usan- 
do as equações de restrição) na verdade calcula z,- c adequado 
para todas as variáveis na tabela simplex inicial, 


Figura 7,4 
Representação vetorial do Problema 1, Conjunto 7.2a 


Pa 


b 


P, 


Capítulo 7 Programação linear avançada 


6. Considere um problema de PL no qual a variável x, é irrestrita 
em sinal, Prove que, pela substituição x, =x -x,t onde x, ex 
são não negativas, é impossível que as duas variáveis substituam 
uma à outra em uma solução ótima alternativa. 


*7. Dado um problema de PL geral na forma de equações com m 
equações e n incógnitas, determine o número máximo de pontos 
extremos adjacentes que podem ser alcançados a partir de um 
ponto extremo não degenerado (todas as variáveis básicas são 
> 0) do espaço de soluções. 

8. Ao aplicara condição de viabilidade do método simplex, supo- 
nha que x, = 0 é uma variável básica e que x, é a variável que 
entra na base com (B'P), #0. Prove que a solução basica resul- 
tante permanece viável mesmo quando (B P), for negativa. 

9. Na implementação da condição de viabilidade do método sim- 
plex, quais são as condições para encontrar uma solução dege- 
nerada (ao menos uma variável básica = 0) pela primeira vez? 
E para continuar a obter uma solução degenerada na próxima 
iteração? E para eliminar a degeneração na próxima iteração? 
Explique as respostas matematicamente. 

*10. Quais são as relações entre pontos extremos e soluções básicas 
sob degeneração e não-degeneração? Qual é o número máximo 
de iterações que podem ser realizadas em determinado ponto 
extremo considerando que não haja ciclos? 


“11, Considere o problema de PL, maximizar z = CX sujeitoa AX £b, 


X = 0, onde b 20. Suponha que o vetor que entra na base, P. seja 

tal que pelo menos um elemento de B-P, seja positivo. 

(a) Se P for substituido por aP. onde o é um escalar positivo, 
e contanto que X permaneça a variável quë entra na base, 
ache a relação entre os valores de x. , correspondentes a P e 
a aP. 

(b) Responda a parte (a) se, adicionalmente, b for substituido 
por Bb, onde À é um escalar positivo. 

12. Considere o problema de PL 
Maximizar z = CX sujeito a AX Sb, X 20 onde b 20 
Após obter a solução ótima, é sugerido que uma variável 
nao básica x, possa ser transformada em básica (lucrativa) pela 
redução dos requisitos (de recurso) por unidade de x, para os 
diferentes recursos para l/o de seus valores originais, œ > 1. Vis- 

to que os requisitos por unidade são reduzidos, espera-se que o 

lucro por unidade de x, também seja reduzido para La de seu 


valor original, Essas mudanças farão de x, uma variável lucrati- 
va? Explique matemalicamente. 


13. Considere o problema de PL 


Maximizar z = CX sujeito a (A, DX =b,X 20 

Defina X, como o vetor básico atual, sendo B sua base asso- 
ciada e C, seu vetor de coeficientes da função objetivo. Mostre 
que,se C, for substituído pelos novos coeficientes D, os valores 
de z,- c, para o vetor básico X, permanecerão iguais a zero. 
Qual é o “significado desse resultado? 


7.2.2 Algoritmo simplex revisado 


Como já desenvolvemos as condições de otimalidade e viabi- 
lidade na Seção 7.2.1, agora apresentamos as etapas de cálculo do 
método simplex revisado, 


Etapa 0. Construa uma solução básica inicial viável e sejam Be C, 
sua base associada e seu vetor de cocficientes da função objetivo, 
respectivamente, 

Etapa 1. Calcule a inversa B' usando um método de inversão ade- 
quado. 

Etapa 2. Para cada variável x não básica, calcule 
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Sez —-c 20 em maximização (= 0 em minimização) para toda x, 
não básica, pare; a solução ótima é dada por 


X,=B'bz=CX, 


Caso contrário, aplique a condição de otimalidade e determine 
a variável x, que entra na base como a variável não básica que tenha 
Z;— € mais negativo (positivo) no caso de maximização (minimização), 
Etapa 3. Calcule BºP. Se todos os elementos de BP, forem nega- 
tivos OU zero, pare; o problema não tem nenhuma solução limitada. 
Caso contrário, calcule Bb, Então, para todos os elementos estrita- 
mente positivos de BP, determine as razões definidas pela condi- 
ção de viabilidade. A variável básica x associada à menor razão é a 
variável que sai da base. 
Etapa 4. De acordo com a base atual B, forme uma nova base subs- 
tituindo o vetor que sai da base, P, pelo vetor que entra na base, P. 
Vá para a etapa | e inicie uma nova iteração. 


Exemplo 7.2-1 


O modelo da Reddy Mikks (Seção 2.1) é resolvido pelo algorit- 
mo simplex revisado. O mesmo modelo foi resolvido pelo método 
da tabela simplex na Seção 3.3.2. Uma comparação entre os dois 
métodos mostrará que são um único e mesmo método, 

A forma de equações do modelo da Reddy Mikks pode ser ex- 
pressa na forma matricial como 


Maximizar g= (5, 4, ü, 0, 0, 0) (X u i? Xs Mss +, i x) á 


sujeito a 
+ 
6 4 10 0 Ox} (24 
| 2.010 Olael.|6 
=| 1 06 E Oa [| 1 
0 1 0 0 x, 2 
A 
é o PR PA, 


Usamos a notação C = (c,, c,,..., €) para representar os coefi- 
cientes da [unção objetivo e (P. P....., P,) para representar os veto- 
res coluna das equações de restrição. O lado direito das restrições 
dá o vetor b. 

Nos cálculos a seguir, damos a fórmula algébrica para cada eta- 
pa e sua resposta numérica final sem detalhar as operações aritméti- 
cas. Você verá que é instrutivo completar as lacunas em cada etapa. 


NHeração 0) 
X B, = ar Xy Ass Keds Ca, = (0, 0, 0, 0) 


B, =(P,,.P,.P..P.)=1.B,'=1 
Assim, 


X By 


II 


= (24, 6,1, 2¥,2=C, 
Cálculos de otimalidade 

C.B, = (0, 0, 0, 0) 

{z;-¢,},= 1,2 = C, Bo (P, P,)-(c,c,)) = 5, 4) 


Assim, P, é o vetor que entra na base. 


! Na maioria das apresentações de PL, entre elas as das seis primeiras edições deste livro, o método da forme de produto para inverter uma base (veja a Seção D.2.7) está integrado ao algo- 
ritmo simplex revisado porque a former de produto se presta prontamente aos cálculos do simplex revisado, no qual a diferença entre bases sucessivas é exatamente uma coluna. Esse detalhe 
foi eliminado dessa apresentação porque faz o algoritmo parecer mais complexo do que é na realidade. Além do mais, a forme de predate raramente é usada no desenvolvimento de códigos 
de PL porque não é projetada para cálculos automáticos, nos quais o erro de arredondamento da máquina pode ser uma questão séria, Normalmente é utilizado algum método avançado de 
análise numérica, como o método de decomposição LU, para obter a inversa. (A propósito, a inversão de matriz do TORA é bascada na decomposição LU.) 
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Cálculos de viabilidade 
Aa = (xs, As Ass EY = (24, 6, l, ay 


BP, = (6, 1,-1,0)" 


Iteração 2 
Ap = (X Aas das Es Cc 
B, = (P. E, P; P.) 


= ©, 4, 0, 0) 


6 40 0 
Dai que 12700 
. [246 ja 1 1 0 
x, = min; =,=,- > = mini 4,6,-,—; =4 
i | 6 l l= \ I (0 101 
e P, se lorna o vetor que sai da Dase. Dai que ; Wee 
Esses resultados podem ser resumidos no conhecido formato da y: 
tabela simplex. A apresentação deve ajudar a convencê-lo de que os i 3 no 
dois métodos são, em essência, os mesmos. Você verá que é instruti- B= * * 
vo desenvolver tabelas semelhantes nas iterações sucessivas. : A — | Q 
i 
B: x io x x X: x Soluca + 4 
ase 2 3 4 é Solução Portanto, 
= a 5 G 
z 5 A D 0 9 0 0 X, = B;b =(3, 5, 5, 5), 2=C,X, = 21 
X3 6 24 Cálculos de otimalidade 
Xa 1 6 3 | 
Xs -1 1 C,,B;'= (5, 5, 0, 0) 
Ns ü J z = 
-l 
12;-C;Fp34= C, B; (P, P)- (cn 6a) = G, 5) 
Dessa maneira, X, é ótima e os cálculos terminam. 
Iteração 1 ; 
Re = E Cy = (5, 0, 0, 0) Resumo da solução ótima 


B, = (P. Pyp P, P.) 
6 0 


ao = oo so 
- E AS 


o 0 


Usando um método de inversão adequado (veja a Seção D.2.7. 


em particular o método da forma de produto), a inversa é dada por 


l 
z 0 0 0 
| 
pol 100 
'o4tlda 
ü 
000l 
Portanto. 
X,, = B''b = (4, 2, 5, 2)',z =C,X, = 20 
Célculos de otimalidade 
C,B; = G, 0, 0, 0) 
{Z,- chea = Ca Bj P P,)-(c,,.) = C a 2) 


Dessa maneira, P, é o vetor que entra na base. 
Cálculos de viabilidade 


Xa = (Xj, Ayr Nas i= (4, 2, 3, zy" 


Bice re 
BP, = Ra 
wal atag 


Dai que 


e P, se torna o vetor que sai da base. (Você verá que é proveitoso 
resumir esses resultados na forma de tabela simplex, como fizemos 
na iteração 0.) 


x=Yx=152=2 


| 3 7 a: à 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.2B 


1. No Exemplo 7.2-1,resuma os dados da iteração 1 no formato de 
tabela da Seção 3.3, 
2. Resolva os seguintes problemas de PL pelo método simplex re- 
visado: 
(a) Maximizar z = 6x, - 2x, + 3x, 
sujeito a 
2x -X, + 2x, 52 
x, + dr, 5 4 
Mind 20 


*(b) Maximizar z = 2x, + x, + 2x, 
sujeito a 
dx, + 3x, + 8x, 5 12 
dy, +X, E 12x, <8 
Ax, - x + 3X, “<8 


É # Xy x,2 0 
(c) Minimizar z = 2x, + x, 
sujeito a 
3X, +X, =3 
dx, + 3x,26 
x, + 2x, S <3 
t,x, 20 


id) Minimizar z 
sujeito a 


= Sx, =, + Ox, + Sx, 


x, +T + 3x, + 7X, = 46 
3x, =x +x, + 2%, "<20 
2x, HIL- X, +X, 218 


x Es oe Ko, >0 


3. Resolva o seguinte problema de PL pelo método simplex revi- 
sado dado o vetor básico inicial viável X, = (x xp x). 
Minimizar z = 7x, + 11x, - 10x. + 26x, 
sujeito a 


XX +X, +x, =6 
X=, +X, + 3x, =8 
x +x,—3y,+x,+4, =12 


Xii Xa Kyi Ny xax, 20 


Capítulo 7 Programação linear avançada 


4. Resolva os problemas seguintes usando o método simplex revi- 
sado de duas fases: 
(a) Problema 2-c, 
(b) Problema 2-d. 
(c) Problema 3 (desconsidere a X fy inicial dada). 

5 Método simplex dual revisado. As etapas do método simplex 
dual revisado (usando manipulações de matrizes) podem ser 
resumidas da seguinte maneira: 

Etapa 0. Seja B, = I a base inicial para a qual no mínimo um dos 
elementos de X, é negativo (inviável). 


Etapa 1. Calcule X, = Bb, os valores atuais das variáveis básicas. 
Selecione a variável x, que sai da base como a que tem o valor 


mais negativo. Se todos os elementos de X, forem não negati- 
vos, pare; a solução atual é viável (e ótima). 
Etapa 2, 

(a) Calcule z =e = CB 'P. - ¢, para todas as variáveis x, não 
básicas, 

(b) Para todas as variáveis x, não básicas, calcule os coeficientes 
de restrição (B'P), associados com a linha da variável x 
que sai da base. 

(c) A variavel que entra na base esta associada com 


er — (BP), <0 


8 = min E X, 


Se toda (BP) 2 0, não existe nenhuma solução viável. 

Etapa 3. Obtenha a nova base permutando os vetores que entram 

na base e que saem da base (P, e P ). Calcule as novas inversas 

e vá para a etapa 1. 

Aplique o método ao seguinte problema: 

Minimizar z = 3x, + 2x, 
sujeito a 
3X, EE 23 


dx, +3x, 26 
X + 2x, 53 


ir 


dA = D 


7.3 ALGORITMO PARA VARIÁVEIS CANALIZADAS 


Em problemas de PL, variáveis podem ter limites superiores ¢ 
inferiores positivos explícitos. Por exemplo, em instalações de pro- 
dução, limites inferiores e superiores podem representar as deman- 
das minimas e máximas para certos produtos. Variáveis canalizadas 
também surgem com frequência no decorrer da resolução de pro- 
blemas de programação inteira pelo algoritmo branch-and-bound 
(veja a Seção 9.3.1). 

O algoritmo para variáveis canalizadas é eficiente em termos 
computacionais porque leva em conta os limites implicitamente. Em 
primeiro lugar, vamos considerar os limites inferiores porque é mais 
simples. Dado X 2 L, podemos usar a substituição 


A=L+X", X20 


globalmente e resolver o problema em termos de X° (cujo limite 
inferior agora é igual a zero). O X original é determinado por subs- 
tituição posterior, o que é legítimo porque garante que X = Xº +L 
permanecerá não negativo para todo Xº = 0). 

Em seguida, considere as restrições para o limite superior, X = U. 
A idéia da substituição direta (isto é, X = U - X”; AX" 20) não é 
correta porque a substituição posterior, X = U - X”, não garante 
que X permanecerá não negativo. Em conseqiiéncia, é preciso um 
procedimento diferente. 

Defina o limite superior do problema de PL como 


Maximizar z = [CXI(A, DX =b,0<X<U 


O algoritmo para variáveis canalizadas usa somente as restri- 
ções (A, DX = b; X = 0 e ao mesmo tempo, leva X = U implicita- 
mente em conta por meio da modificação da condição simplex de 
viabilidade, 
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seja Xy = B'b uma solução básica viável atual de (A, DA = b, 
X = 0 e suponha que, de acordo com a condição de otimalidade 
(normal), P seja o vetor que entra na base, Então, dado que todas 
as variáveis não básicas são zero, a equação de restrição da i-ésima 
variável básica pode ser escrita como 

(X); = (B"b),- (BP), x, 

Quando a variável que entra na base, x, aumentar acima do nível 
zero, (Xp) aumentará ou diminuirá dependendo de (E P), ser nega- 
tiva OU positiva, respectivamente. Assim, ao determinar o valor da 
variável x que entra na base, três condições devem ser satisfeitas. 

1. A variável básica (X), permanece não negativa, isto é, (A) 2 0. 


2. A variável básica (X,,), não ultrapassa seu limite superior, isto é, 
(Xah 5 (Up) onde U, compreende os elementos ordenados de 
U correspondentes a Xyp 

3. A variável x, que entra na base não pode assumir um valor 
maior do que seu limite superior, isto é, x < u, onde u é O 
j-ésimo elemento de U. 


A primeira condição, (X); 2 0, requer que 


(Bib), (B P), x,20 


(Bb) 
(BP) 


Essa condição é igual à condição de viabilidade do método 
simplex normal. 
Em seguida, a condição (X); = (U 


e é satisfeita se 


x, = 8, = min: — > (B P), > 0; 


p); especifica que 
(B'b),—(B"P), xj <(U,), 


e é satistcita se 


Combinando as tres restrições, x, entra na solução no nivel que 
satisfaz as três condições, ou seja, 


x, = minf8,. 8,4, 


A mudança de base para a próxima iteração depende de x. 
entrar na solução no nível @,, @, ou u. Considerando que (X,) é a 
variável que sai da base, temos as seguintes regras: 


L. aj = 8: (X), sai da solução básica (torna-se não básica) no nível 
zero. A nova iteração é gerada usando o método simplex nor- 
mal com x e (X,) como as variáveis que entram na base e saem 
da base, respectivamente. 


Ihe 
+ 


x, = @,: (A), torna- se não básica em sen limite superior A 
nova iteração é é gerada como no caso de x, = f, com uma 
modificação que leva em conta o fato de que (X,), sera 
não básica no limite superior. Como os valores de e tl, 
requerem que todas as variáveis não básicas estejam no nível zero 
(certifique-se de que é esse o caso!), devemos converter a 
nova (X,) não básica no limite superior a uma variável não 
básica no nível zero. Consegue-se isso usando a substituição 
(X,), = (U,), — (X, onde (Nº), = 0. É irrelevante se a 
substituição é feita antes ou depois « do cálculo da nova base, 


3. x, = u; 0 vetor básico X, permanece inalterado porque x, = u, 
pára quando está perto de obrigar qualquer uma das variáveis 
básicas atuais a alcançar seu nivel inferior (= 0) ou superior. Isso 
significa que x permanecerá não básica, mas em limite superior. 
Segundo o argumento que acabamos de apresentar, a nova 
iteração é gerada usando a substituição x, = n,- x", 


Um empate entre 0, 0, e u, pode ser decidido arbitrariamen- 
te. Contudo, é preferível, sempre que possível, implementar a regra 


x, = u, porque acarreta menos cálculos. 
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A substituição x, = u, — x” alterará c, P, e b originais para c', 
5" = -P, eb para b’=b—uP. Isso significa que, se o método 
simplex revisado for usado, todos os cálculos (por exemplo, B~, X, 
e z,- c) devem ser baseados nos valores atualizados de C, A Š 
b em cada iteração (se quiser mais detalhes, veja o Problema 5, 
Conjunto 7.3a). 


Exemplo 7.3-1 


Resolva o seguinte problema de PL por algoritmo para variá- 
veis canalizadas no limite superior. 
Maximizar z = 3x, + 5y + 2x, 
sujeito a 
x +y+2x, 8 4 
2x, + dy + 3x,<43 
Osx, <4: 7Ey58 10; 057,53 


O limite inferior em y é levado em conta usando a substituição 

=x, +7onde0<x <10-7=3. 

Para evitar ‘distracdes’ devidas aos detalhes de cálculo, não 
usaremos o método simplex revisado para executar os cálculos. 
Em vez disso, usaremos a forma compacta da tabela simplex. Os 
problemas 5, 6 e 7 do Conjunto 7.34 abordam a versão revisada 
do algoritmo. 


Iteração Ü 
Base xy Xy X4 Xi Xs Solução 
7 -3 -5 -2 ü 0 35 
t4 l | 2 | ü 7 
Vs 2 4 3 () | 15 
Temos B= B'=Te X, = (xp x, e B'b = (7, 15)". Dado que 


x, é a variável que entra na base (z,— -5), obtemos 


B'P,=(1,4) 
o que dá 
E ROE eee : 
#= min Ta = 3,75 , correspondente a x, 
0, = «o (porque todos os elementos de B'P, > 0) 


Em seguida, dado o limite superior da variável que entra na base, 
x, E à, segue-se que 


Como x, entra na base em seu limite superior (= m, = 3), X} 
permanece inalterada e se torna não básica em seu limite superior. 
Usamos a substituição x, = 3 = x", para obter a nova tabela simplex 
como demonstrado na tabela seguinte. 


Base Xi X3 X3 Xi Xs Solução 
Z -3 -5 -2 0 0 50 
Xs | - | 2 | 0 4 
Xs 2 -4 5 0 l 3 


Pesquisa operacional 


Na verdade, a substituição muda o vetor original do lado direito 
de b =(7,15)' para b = (4, 3)". Essa mudança deve ser considerada 
em cálculos futuros, 


Iteração 1. A variável que entra na base é x,. O vetor básico X, e 
B“ (= 1) são os mesmos da iteração 0. Em seguida, 


B'P, = (1,2) 
. |43 
9 = min p = 1,5 .correspondente a x, na base 
t,= es (porque B'P, > 0) 


Assim, 


x, = min{1,5; 2; 4] 
=15(=0) 


Desse modo, a variável x, que entra se torna básica, e a variável 
x, que sai se torna não básica no nivel zero, o que resulta em 


Base xy x3 Xa Xu Xs Solução 
5 3 i 
z 0) - | = 0) 5 Ta 
| | 5 
Xy ü l 7 l -3 > 
: 3 l 3 
A] -2 3 () 7 3 


| 
gi. |! 3 
0 t 
Agora 
T -lhº 3.3 T 
X,, = (x,,%,) = `b =( 7:7) 


onde b’ = (4, 3)" como calculado no final da iteração O. Selecio- 
namos x’, como a variável que entra na base e, observando que 
P’, = -P,, obtemos 


de 


BP = (1,-2)" 
Portanto, 
4 
f= min res = 2,5 correspondente a x, na base 
a 
tl, = min EE = 1,25 correspondente a x, na base 


Então, temos 
x’, = min{2,5; 1,25; 3} 


= 1,25 (= 0.) 
Como x, se torna ne básica em seu limite superior, aplicamos a 
substituição x,=4-x", para obter 
Base Xi x3 X; Ny Xs Solução 
5 3 LEF) 
Z () =] 3 0 3 F 
1 | 5 
Ky () | 5 l =3 5 
x) =j = 5 0 : -3 


t Wood pode usar Lincar programming = Solve problem = Algebraic = Iterations = Bounded simplex do TORA para produzir as iterações simplex associadas (arquivo tora Ex?7.3-1.1xt). 


Capítulo 7 Programação linear avançada 


Em seguida, a variável x”, que entra se torna básica, e a variável 
x, que sai se torna não básica no nível superior, o que resulta em 


Base Xi x3 X; Xa Xs Solução 
| 7 5 223 
: 2 0 a 0 4 T 
| 4 1 3 
Xa a Ü i d -3 3 
| 3 1 5 
Ny 7 | Td 0 a i 


A última tabela simplex é viável ¢ ótima. Observe que as últi- 
mas duas etapas poderiam ter sido invertidas — o que significa que 
poderíamos primeiro tornar x”, básica e então aplicar a substituição 
x,=4-x', (tente fazer isso!). Entretanto, a sequência apresentada 
aqui envolve menos cálculo, 


Os valores Sn de Xp x, e x, são obtidos por substituição pos- 


terior como x, = t, =d- O= 4 x, Su,-x,=3-75= ex, =0. 
fo ago 
Por fim, P = É +x,=7+ e 


O valor ótimo da função objetivo associada z é =. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.3A 


1. Considere o seguinte problema de programação linear: 
Maximizar z = 2x, + Xx, 
sujeito a 
4, +%,53 


Q<x,s2;0<¥,<2 


(a) Resolva o problema graficamente e trace a sequência de 
pontos extremos que leva à solução ótima. (Pode-se usar 
o TORA.) 

(b) Resolva o problema pelo algoritmo para variáveis canali- 
zadas no limite superior e mostre que o método produz a 
mesma sequência de pontos extremos que a solução ótima 
gráfica (pode-se usar o TORA para gerar as iterações). 

(c) Como o algoritmo para variáveis canalizadas no limite su- 
perior reconhece os pontos extremos? 

*2. Resolva o seguinte problema pelo algoritmo para variáveis ca- 
nalizadas: 

Maximizar z = 6x, + 2x, + 8x, + dx, + 2x, + 10x, 

sujeito à 

&x, +x; + Ox, + 2x, + dr, + dx, S 13 
Osxslij=1,2,..,6 
I 


3. Resolva os seguintes problemas pelo algoritmo para variáveis 
canalizadas: 

(a) Minimizar z 
sujeito a 


= 6x, -2 - 3x, 


K+ 4x, + 2x, 58 
x, ae oy: gs 
O<x, S2:0€x, <2:0<x, < | 


(b) Maximizar z 
sujeito a 


= + 5x, + 2x, 


x, + 2x, + 2,510 
2x, + 4x, + 3x, <15 
Osx <40<x,< 305753 
4. Nos seguintes problemas, NRE das variáveis têm limites in- 
feriores positivos. Use o algoritmo para variáveis canalizadas 
para resolver esses problemas. 
(a) Maximizar z = 3r, + 2x,- 2x, 
sujeito a 
21, +4,+%,58 
x + Dx — x,23 
laxy, <3: Osx, <3:2 SX, 


(b) Maximizar z = x, + 2x, 
sujeito a 
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—x,+2x,20 

3x, +2x,<10 

x +X, S] 
lex, <3: O<x, <l 


(c) Maximizar z = 4x, + 2x, + 6x, 
sujeito a 
dx —A, 59 
“K+ x, + 2x, <8 
-3x +X, +4x, z 12 
lex, <3: 0<x, <5:0Sx, 2 


5. Considere a definição matricial do problema para variáveis ca- 
nalizadas. Suponha que o vetor À seja particionado em (X, X). 
onde X representa as variáveis básicas e não básicas que serão 
substituídas no limite superior no decorrer do algoritmo. Assim, 
o problema pode ser escrito como 


E Se cem 
z i x = 
a Do a ae 


Usando X = U,- X’ „onde U é um subconjunto de U que 
representa os limites superiores para X .seja B (e X,,) a base da 
iteração simplex atual após X ter sido substituída. Mostre que 
a tabela simplex geral associada é dada por 


Base x x Solução 


E CBD, a C. -C,B'D,, + C, CBb' + CU, 


Xp BD, - BD, Bp’ 


onde b'=b-D U, 
6. No Exemplo 7.3-1, faça o seguinte: 

(a) Na iteração 1, verifique que X, = (x,,.x,)' = (5/2, 3/2)! usan- 
do manipulação matricial. 

(b) Na iteração 2, mostre como B* pode ser calculada com 
base em dados originais do problema. Então verifique 
os valores dados de x, e x”, básicas usando manipulação 
matricial. 


7. Resolva a parte (a) do Problema 3 usando a versão do simplex 
revisado (matricial) para as variáveis canalizadas no limite 
superior, 

8 Algoritmo dual simplex para variáveis canalizadas. O algorit- 
mo dual simplex (Seção 4.4.1) pode ser modificado para levar 
em conta as variáveis canalizadas da maneira descrita a seguir, 
Dada a restrição do limite superior x, = u, para todo j (se i, for 
infinito, substitua-o por um limite superior M suficientemente 
prandej, o problema de PL é convertido em uma forma dual 
viável (isto é, ótima primal) usando a substituição x, = li — X's 
onde necessário. 


Etapa 1. Se qualquer uma das variáveis básicas atuais (X,,)_ultrapas- 
E a i ie e art a = ~j TAE — 47 
sar seu limite superior, use a substituição (A) = (Up); - (X,), 
Va para a etapa 2. 

Etapa 2. Se todas as variáveis básicas forem viáveis, pare. Caso con- 
trário, selecione a variável x, que sai da base como a variável 
básica que tenha o valor mais negativo, Vá para a etapa 3. 


Etapa 3. Selecione a variável que entra na base usando a condição 
de otimalidade do método dual simplex normal (Seção 4.4.1). 
Va para etapa 4. 


Etapa 4. Execute uma mudança de base. Vá para a etapa |. 


Aplique o algoritmo dado aos seguintes problemas: 
(a) Minimizar z =—3x, = 2x, + 2x, 
sujeito a 
De +X + x, 38 
=X + 2x, +x,213 
Sx, <2:0< x, <3:0<x,< l 
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(b) Maximizar z = x, + 5x,- 2x, 
sujeito a 
Ax, + 2X, + Ex, 526 
X tir +dr, > 17 
osx, SÛS, Z3, 20) 
7.4 DUALIDADE 


Tratamos do problema dual no Capitulo 4. Esta seção apresenta 
um tratamento mais rigoroso da dualidade e permite que verifique- 
mos as relações primais-duais que formaram a base para a análise 
pús-otimização no Capítulo 4. A apresentação também lança as ba- 
ses para o desenvolvimento da programação paramétrica. 


7.4.1 Definição do problema dual na forma matricial 


Suponha que o problema primal em forma de equações com m 
restrições e n variáveis seja definido como 


Maximizar z = CX 
sujeito a 
AX =b 
A =>0 


Representando as variáveis duais pelo vetor Y = (y,, Ypes Yuh 
as regras da Tabela 4,2 produzem o seguinte problema dual: 


Minimizar w = Yb 
sujeito a 
YA=C 
Y irrestrita 


Algumas das restrições YA = C podem superar Y irrestrita. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.44 


À. Prove que o dual do dual é o primal. 
*2, Se o primal é dado como min z = [CXIAX 2 b, X > 0}, defina o 


problema dual correspondente. 


7.4.2 Solução ótima dual 


Esta seção estabelece relações entre os problemas primal e dual è 
mostra como a solução dual ótima pode ser determinada com base na 
solução ótima primal. Seja B a base ótima primal atual, e defina-se C,, 
como os coeficientes da função objetivo associados ao vetor ótimo X . 


Teorema 7.4-1. (Teorema fraco da dualidade.) Para qualquer par de 
soluções primal e dual viáveis (X, Y), o valor da função objetivo no 
problema de minimização estabelece um limite superior para o valor 
da função objetivo no problema de maximização. Para o par ótimo 
(X*, Y+), os valores das funções objetivo são iguais. 


Prova. O par viável (X, Y} satisfaz todas as restrições dos dois pro- 
blemas. Multiplicando ambos os lados das restrições do problema 
de maximização por Y (irrestrita), obtemos 
YAX=YB=w (1) 
Além disso, para o problema de minimização, multiplicando 
ambos os lados de cada um dos dois primeiros conjuntos de restri- 
ções por X(2 0), obtemos 
YAX=CX 


ou 


YAX = CX =z (2) 


Pesquisa operacional 


(A não-negatividade do vetor X é essencial para preservar a di- 
reção da desigualdade.) Combinando (1) e (2), obtemos z = w para 
qualquer par (X, Y} viável. 

Observe que o teorema não depende de rotular os problemas 
como primal ou dual. O importante é o sentido da otimização em 
cada problema. Especificamente, para qualquer par de soluções 
viáveis, o valor da função objetivo no problema de maximização não 
ultrapassa o valor da função eee no problema de minimização. 

A implicação do teorema é que, dado que z £ w para quaisquer 
soluções viáveis o máximo de z e o mínimo de w são atingidos quan- 
do os dois valores forem iguais. Uma conseqiiéncia desse resultado 
é que o grau de qualidade’ de quaisquer soluções primais e duais 
viáveis em relação à id ótima pode ser verificado comparando 


. Quanto menor for a razão ztw Saat: z} mais 


a diferença (w — 
próximas as duas gluas estarão de serem ótimas. A reera pratica 
sugerida não implica que o valor objetivo ótimo seja eu 

O que ocorre se um dos dois problemas tiver um valor objetivo 
ilimitado? A resposta é que o outro problema deve ser inviável por- 
que, se não for, os dois problemas terão soluções viáveis, e a relação 
z£ w deve se manter — um resultado impossível, porque, por pre- 
missa, Z = +e OU W = —os, 

A próxima reunites : se um problema for inviável, o outro 
problema é ilimitado? Não necessariamente. O seguinte contra- 
exemplo mostra que ambos, o primal e o dual, podem ser inviáveis 
(verifique graficamente! j: 


Primal. Maximizar z = |x, + xx,- x 


„£ -l =x, +x, 5-1, xx, 20] 
Dual Minimizar w = |- -y = yaly, -y E 


1,7, +); Bad Fi y, 20] 


Teorema 7.4-2, Dada a base ótima primal B e seu vetor de coeficien- 
tes objetivos associados C p a solução ótima do problema dual é 


Y=C,B" 


Prova. A prova se bascia na verificação de dois pontos: Y = CB" é 
uma solução dual viável e z = w pelo Teorema 7.4-1. 

A viabilidade de Y = C B~ é garantida pela otimalidade do pri- 
mal, z,- c,20 para todo j, isto é, 


C,B'A-C20 


(Veja a Seção 7.2.1.) Assim, YA-C200u YA 2C, o que mostra 
que Y = C, B” é uma solução dual viável, 
Em seguida, mostramos que w = z observando que 


w=Yb=C,B'b (1) 
De modo semelhante, dada a solução primal X, = Bb, obtemos 
z= CX, a C,,B"b (2) 


Pelas relações (1) e (2), concluímos que z = w. 

As variáveis duais Y = CB" às vezes são denominadas preços 
duais ou preços sombra, nomes que apareceram na interpretação 
econômica das variáveis duais na Seção 4.3.1. 

Dado que P é a j-ésima coluna de A, observamos, pelo Teore- 
ma 7.4-2, que 


z,-¢= C,,B'P, -c= YP me, 


representa a diferenga entre os lados esquerdo e direito das res- 
trições duais. O problema primal de maximização primal começa 
com z,- c, < 0 para no mínimo um h o que significa que a restrição 
dual cor espondente, YP 2c, nao é satisfeita. Quando a solução 
ótima primal é alcançada, obtemos z — c 2 0 para todo j, o que sig- 
nifica que a solução dual correspondente Y = C,B° se torna viável. 
Assim, enquanto o problema primal busca otimalidade, o dual está 
automaticamente buscando viabilidade. Esse ponto é a base para 
o desenvolvimento do método dual simplex (Seção 4.4.1), no qual 
as ilerações começam melhores do que a ótima e inviáveis, e assim 
permanecem até que seja adquirida viabilidade na última iteração. 


Capítulo 7 Programação linear avançada 


Esse método contrasta com o método simplex (primal) (Capítulo 
3), que permanece pior do que a ótima, porém viável, até alcançar 
a iteração ótima. 


Exemplo 7.4-1 


A base ótima para o seguinte problema de PL é B = (P,, P,). 


Escreva o problema dual e ache sua solução ótima usando a base 
ótima primal. 
Maximizar z = 3x, + 5x, 


sujeito a 


X + 2k, 4%, =5 
=x, + 3x, +x,=2 
é Raio e e 


O problema dual é 


Minimizar w = 5y, + 2y, 
sujeito a 


y¥,-¥,23 
2y + 3y,25 
Ypy 20 


Temos X, = (x,,x,)' e C, = (3,0). A base ótima e sua inversa são 


(4 Pe 


Os valores primal e dual associados são 


(x, x)" = Bb = (5,7)" 
Ou) = CB” = (3,0) 


Ambas as soluções são viáveis e z = w = 15 (verifique!) Portan- 
to, as duas soluções são ótimas. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.4B 


1. Verifique se o problema dual do exemplo numérico dado no 
final do Teorema 7.4-1 está correto. Depois, verifique grafica- 
mente que os dois problemas, primal e dual, não têm nenhuma 
solução viável. 

2. Considere o seguinte problema de PL: 

Maximizar z = 50x, + 30x, + 10x, 


sujeito a 


2X, +X, = | 
2X, = =) 
dr, +X, =6 


é ARES cd À 

(a) Escreva o dual. 

(b) Mostre. por inspeção, que o primal é inviável. 

(c) Mostre que o dual em (a) é ilimitado. 

(d) Pelos problemas 1 e 2, desenvolva uma conclusão geral com 
respeito à relação entre inviável e ilimitado nos problemas 
primal e dual. 

3. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = Sx, + 12x, + dx, 
sujeito a 
Etr, =2 
x,+20,4+2,4%,=5 
Ko kd 21) 

(a) Escreva o dual. 

(b) Em cada um dos seguintes casos, primeiro verifique que 
a base dada B é viável para o primal. Em seguida, usando 
Y = C B^, calcule os valores duais associados e verifique se 
a solução primal é ótima ou não. 
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(i) B=(P,,P,) (ii) B = (PP) 
(ii) B =(P, P.) (iv) B=(P,,P,) 
4. Considere o seguinte problema de PL: 
Maximizar z = 2x, + 4x, + 4x,- 3x, 
sujeito a 
Silas oD, ae =4 
+x,=6 


E to ee ce oe À 


Xt 4x, 


(a) Escreva o problema dual. 
(b) Verifique que B = (P,,P,) é ótima calculando z, — c, para 
todo P não básico. 
(c) Ache a solução dual ótima associada, 
*5. Um problema de PL inclui duas variáveis, x, e x, e três restri- 
ções do tipo =. As variáveis de folga associadas são x, x, € X, 
Suponha que a base ótima seja B = (P, P., P,). e que sua inversa 


seja 
0 -=l 
B'=|0 1 0 
1 1 -i 


As soluções primal e dual ótimas são: 


A = (x, Kes x)" = (2,6,2)" 
Y= (Yi Ya Ya) = (0,3,2) 


Determine o valor ótimo da função objetivo de duas ma- 
neiras, usando os problemas primal e dual. 


6. Prove a seguinte relação entre as soluções ótimas primal e dual: 


peat a ), =D Fia 


= E : p = r En 
onde C, = (Cs Cao ces Cy) e P, =(a,,.4,,..-,4@,,)", para K = 1, 2...., 
n,e (B'P,) é o i-ésimo elemento de B'P,. 


*7, Escreva o dual de 
Maximizar z = (CXIAX = b, X irrestrita] 
8. Mostre que o dual de 
Maximizar z = (CXIAX 2 b.0eL=£X 2U] 
sempre possui uma solução viável, 


7.5 PROGRAMAÇÃO LINEAR PARAMÉTRICA 


Programação linear paramétrica é uma extensão da análise pós- 
otimização apresentada na Seção 4.5. Ela investiga o efeito de varia- 
ções contínuas predeterminadas nos coeficientes da função objetivo 
e no lado direito das restrições na solução ótima, 

Seja X = (x,4,...,4), € defina-se o problema de PL como 


Maximizar z = (a$ Px =b, X2 | 
fal 


Em análise paramétrica, os vetores da função objetivo e do lado 
direito, C e b, são substituídos pelas funções parametrizadas Cfr) e 
b(r), onde té o parâmetro de variação. Matematicamente, t pode as- 
sumir qualquer valor positivo ou negativo. Na prática, entretanto, t 
costuma representar tempo e, em decorrência, é não negativo. Nesta 
apresentação, consideraremos f = 0. 

A idéia geral da análise paramétrica é começar com a solução 
ótima em t = O. Então, usando as condições de otimalidade e via- 
bilidade do método simplex, determinamos a faixa Us 1 < + para a 
qual a solução em t = O permanece ótima e viável. Nesse caso, f ¢ 
denominado valor crítico. O processo continua com a determinação 
de valores críticos sucessivos e suas soluções ótimas viáveis corres- 
pondentes, e terminará em t = 1, quando houver indicação de que a 
última solução permanece inalterada para é > 1 ou que não existe 
nenhuma solução viável para além daquele valor crítico, 
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7.5.1 Variações parametricas em C 


Sejam X,,, B, C p(t) os elementos que definem a solução ótima 
associada com f cr rfi ico (os cálculos começam em 4, = O com B como 
sua base ótima). Em seguida são determinados o valor crítico f., 
e sua base ótima, se esta existir. Como variações em C só podem 
afetar a otimalidade do problema, a solução atual Xp = Bb per- 


manecerá ótima para algum í = ¢ contanto que o custo reduzido, 


z(t) — elt), satisfaça a seguinte condição de otimalidade: 


z(t)—e( = C, ()B/P,-c(t)>0, para todo j 


O valor de +. é igual ao maior f > + que satisfaça todas as 
condições de otimalidade. 

Observe que nada nas desigualdades requer que Còr) seja li- 
near em I. Qualquer função C(r), linear ou não linear, é aceitável. 
Contudo, quando nao ha lincaridade, a manipulagao numérica das 
desigualdades resultantes pode ser incômoda. (Veja o Problema 5, 
Conjunto 7.5a, se quiser uma ilustração do caso não linear.) 


Exemplo 7.5-1 


Maximizar z = (3 — 6f)x, + (2- 20x, + (5 + 5x, 


sujeito a 
x, + 2x, +x, 540 
3x, 4 Ox. = 60 
x, + dx, <30 
Kia a 20 
Temos 


C(n=(3-61,2-21,5+5),120 


AS variáveis x, x, € x, serão usadas como as variáveis de folga 
associadas com as trés restrições, 


Solução ótima em (= 1, = 0 


Base X Xa Xa xy X; Xg Solução 
z 4 0 0 | 2 0 160 
X z a 0 ! -1 9 5 
Xa 3o 0 | 0 t p 30 
La 2 0 0 -2 | 1 10 


Xp = (X3 Xy x4)" = (5, 30, 10)! 
C, (0) = (2 — 2,5 + 51,0) 


= = 


As condições de otimalidade para os vetores não básicos atuais, 
P. P,e P, são 
IC, (QB P,- AD ras = t-23) 
Portanto, X, permanece ótima desde que as seguintes condi- 
ções sejam satisfeitas: 
4+ 14120 
1-f20 
2+3r20 
Como i 2 0, a segunda desigualdade dars 1, e as duas desi- 
an Si restantes são satisfeitas para todo 1 = 0. Assim, temos 


t = 1,0 que significa que x, permanece ótima (e viável) para 
Qerel. 


Pesquisa operacional 


O custo reduzido z (1) —c,(f) = 1 -t é igual a zero em r= 1 ese 
torna negativo para i> 1. Assim, P, deve entrar na base para t > 1, 
Nesse caso, P, deve sair da base (veja a tabela simplex ótima em 
t=). A nova solução básica X, é a solução Red obtida em 
i 1 pela permissão de P, entrat na base, isto é, X, = (xp xp e 

B= (P, P,.P,). 


Base ótima alternativa em f= t =] 


IlO = i 
B = i 2 0 à B= () = 0 
O 01 ü 0 | 
Portanto, 
A i z = (X; Md to)! = =, Bb = (10, 30, 30)" 


Cr, (Ð = (0,5 + 52,0) 
Os vetores não básicos associados são P, P, e P., e temos 


et -JFN J) >) 


(C, OBP,- Caras! 


De acordo com essas condições, a solução básica X n, Permanece 
ótima para todo 1 = 1. Observe que a condição de otimalidade, -2 + 
2r 2 0, ‘lembra’ automaticamente que X, é ótima para uma faixa de 
t que começa no último valor crítico rf, = 1. Isso sempre acontecerá 
em cálculos de programação paramétrica, 

A solução ótima para a faixa inteira de t é resumida abaixo. O 
valor de z é calculado por substituição direta. 


i xı da Er Fa 
O< rs l ü 5 30) 160 + 140r 
t> 1 ü ü 30 150 + 150r 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.5A 


*1, No exemplo 7.5-1, suponha que f seja irrestrita em sinal. Deter- 
mine a faixa de t para a qual X, permanece ótima. 
2. Resolva o Exemplo 7.5-1 considerando que a função objetivo é 
dada como 
*(a) Maximizar z = (3 +3/)x, + 2x, + (5 -60)x, 
(b) Maximizar z = (3 -2r)x, + (2 + x, + (5 + 20x, 
{c} Maximizar z = (3 + rv, + (2 + 2fx, + (5-1, 
3. Estude a variação na solução ótima do seguinte problema de 


PL parametrizado, dado r= 0. 
Minimizar z = (4- 9x, + (1 -3n)x, + (2- 2x, 


sujeito a 


4x, + 3x, + 20,26 
xX, + 2x, +5x,S4 


XXt, 20 


4. A análise nesta seção considera que a solução ótima do proble- 
ma de PL em t = 0 é obtida pelo método simplex (primal). Em 
alguns problemas pode ser mais conveniente obter a solução 
ótima pelo método simplex dual (Seção 4.4.1). Mostre como a 
análise paramétrica pode ser executada nesse caso, depois ana- 
lise o problema de PL do Exemplo 4.4-1, considerando que a 
função objetivo é dada por 


Minimizar z = (3 + f)x, + (2+ 42x, +x,1z20 


*5. No Exemplo 7.5-1, suponha que a função objetivo seja não 
linear em (r= 0) e é definida por 


Capítulo 7 Programação linear avançada 
Maximizar z = (3 +2º)Jx, + (2 -2F)x, + (5 - ix, 
Determine o primeiro valor crítico r. 


7.5.2 Variações paramétricas em b 


O lado direito b(t) parametrizado só pode afetar a viabilidade 
do problema. Assim, os valores criticos de ¢ são determinados pela 
seguinte condição: 


X, (1) = B'b(1)20 


Exemplo 7.5-2 


Maximizar z = 3x, + 2x, + 5x, 


sujeito a 
+2x,4+x,<40-t 
3x, “fe oe = 604+ 2t 
x, 4 dx, = 30 —7t 
Xp 444,20 


|* dd 


Considere que 1 > 0, 
Emt=1,=0,0 problema é idêntico ao do Exemplo 7.5-1. Assim, 
temos 


Xp = (MaX) = (5,30, 10)! 


Para determinar o primeiro valor crítico. i, aplicamos as condi- 
ções de viabilidade X, (r) = B 


, b(t) = 0, o que resulta em 


x) (54 0 

x, |=] 30+ |2/ 0 

X lO-3r) O 

Essas SE são satisfeitas para t = 19 , O que sig- 
nifica que f = — eque a base B, permanece viável para a faixa 
Úsis . Contudo, os valores das variáveis básicas x.. x, ¢ x, varia- 
rao com +, como dado antes, 

O valor da variável básica x, (= 10 - 3r) será igual a zero em 
t=} =! ese tornará negativo para I> = . Assim, em f= = 
podemos determinar a base alternativa B aplicando o método dual 
simplex revisado (se quiser detalhes, veja o Problema 5, Conjunto 
7.2b). A variável que sai da base é x. 

LO 
3 

Dado que x, é a variável que sai da base, determinamos a variá- 

vel que entra na base da seguinte maneira: 


Base alternativa em f= i= 


Xy = (AO, = (85,0) 


Portanto, 


(-t)ras= Ca BP = luas = (4,1,2) 


fleas T 


Em seguida, para x.) = 1,4,5 não básica, calculamos 


(Linha de B associada com x,)(P,. P, P) 
= (Terceira linha de B,")(P,. P, P.) 
= (-2, ik, INP, P, P.) 
=(2,-2,1) 


Assim, a variável que entra é associada com 
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g= nin = 


| Dak 
ligt bine 


Desse modo, P, é o vetor que entra na base. A solução básica 
alternativa e sua B, e B” são 


LR 

a ae oo Ss 

B, =(P, P, Pj=|0 2 0),.B7=10 5 0 
4 0 0 tod 

“By 


© próximo valor crítico £, é determinado pelas condições de via- 
bilidade, X, ()=B,“b() 20,0 que da como resultado 


MT 
X, “3 ro 
x, |=| 30+: || 0 | 
X, -104 || 0 
; = 


Essas condições mostram que B, permanece viável para 
SST a 

Emi=t,= — uma base alternativa pode ser obtida pelo méto- 
do dual simplex revisado. A variável que sai da base é x, porque ela 


corresponde à condição que dá o valor crítico t. 


| 30 
Base alternativa em f= => 
Dado que x, é a variável que sai da base, determinamos a variá- 


vel que entra na base da seguinte maneira: 
= [yr x ar = 
Na, = E + te X.) s Cr, == (2, 3, 0) 


ad 


Portanto, 
ae 5 4 
ize j- 186 ={C,, B, ai dies cl. Lãs =(5, a OF =) 


Em seguida, para x, j = i 5,6, não básica, calculamos 
(Linha de B, “associada com x, MP, P.. P.) 

= = (Primeira linha de B.')(P,. P.. P.) 

= (0,0, — TNP, P, P.) 


Como todos os elementos do denominador ( ; O, ; ) são 20,0 


30 
problema não tem nenhuma solução viável para t> — ,e a análise 
30 T 
paramétrica termina em f = i, = > i 


A solução ótima é resumida como demonstrado a seguir. 


i x Xa XA g 
10 E | 
Os7 4 0) 5-1 30 +r 160 + 3 
10 30 30-7 ai re 3 
48155 ü 4 30 ++ 165 + 51 
> E (Não existe nenhuma solução viável) 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 7.5B 


“1. No Exemplo 7.5-2, ache o primeiro valor crítico, 1,, e defina os 
vetores de B, em cada um dos seguintes casos: 
“(a) b(t) = (40 + 24,60 — 3r, 30 + 61)" 
(b) b(t) = (40 = 1,60 + 21,30 = Sr)" 


*2. Estude a variação na solução ótima do seguinte problema de 
PL parametrizado, dado 1 = 0, 


Minimizar z = 4x, +x, + 2x, 
sujeito a 
3X, +X, + 2x, = 3+ 3i 
dx, + 3x, + 2x, 26 + 2 
x, +2x,+5x, 54-1 


X,.%,%, 2 0 


Pesquisa operacional 
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3. A análise nesta seção considera que a solução ótima do proble- b(t)=(3+2,6-1,3-41)" 
ma de PL emt=0é obtido pelo método simplex (primal). Em 4. Resolva o Problema 2 considerando que o lado direito foi mu- 
alguns problemas pode ser mais conveniente obter a solução dado para 
ótima pelo método dual simplex (Seção 4.4.1). Mostre como b(t) = (3+ 37.6 427,4-#)" 
=(34+3F,64+2F,4-r)' 


a análise paramétrica pode ser executada nesse caso e depois 
analise o problema de PL do Exemplo 4.4-1 considerando que 
tz Ôe que o vetor do lado direito é 


Considere ainda que r pode ser positivo, zero, ou negativo, 


REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 


Bazaraa, M.; Jarvis, J. e Sherali, H. Linear programming and network flows. 2. ed. Nova York: Wiley, 1990, 
Chvatal, V. Linear programming. San Francisco: Freeman, 1983. 

Nering, E. ¢ Tucker, A. Linear programming and related problems. Boston: Academic, 1992, 

Saigal, R. Linear programming: a modern integrated analysis. Boston: Kluwer Academic, 1995, 
Vanderbei, R. Linear programming: foundation and extensions. 2, ed. Boston: Kluwer Academic, 2001, 


Capitulo 


—— 


Programacao de metas 


Guia do capitulo. Os modelos de PL apresentados nos capítulos pre- 
cedentes são baseados na otimização de uma nica função objetivo. Há 
situações em que múltiplos objetivos (conflitantes) podem ser mais ade- 
quados, Por exemplo, políticos prometem reduzir a dívida nacional e, ao 
mesmo tempo, oferecem redução da carea tributária. Em tais situações 
é Impossível achar uma solução única que otimize essas duas metas con- 
Ilitantes O que a programação de metas faz é buscar uma solução de 
compromisso baseada na importância relativa de cada objetivo. 

O pré-requisito principal para este capítulo é um entendimento 
básico do método simplex. Ha dois métodos para resolver progra- 
mação de metas: 0 método de pesos, que forma uma única função 
objetivo que consista na soma ponderada das metas, e o método 
hierárquico, que otimiza as metas uma por vez começando com a 
meta de prioridade mais alta e terminando com a de prioridade 
mais baixa sem nunca degradar a qualidade da meta de prioridade 
mais alta. À solução dada pelo método de pesos nada mais é do que 
uma programação linear comum. O método hierárquico acarreta em 
considerações “adicionais” em relação ao algoritmo que se enquadra 
muito bem no domínio do método simplex do Capítulo 3. O capítulo 
inclui um modelo em AMPL que aplica o método hierárquico intera- 
tivamente a qualquer programação de metas pela simples alteração 
dos dados de entrada. Aconselhamos que você estude esse modelo 
porque ele o ajudará a entender os detalhes do método hierárquico. 

Este capítulo inclui um resumo de uma aplicação real, 4 exemplos 
resolvidos, 1 modelo em AMPL, 25 problemas de final de seção e 2 ca- 
sos. Os casos estão no Apêndice E, disponível em inglés no site do livro 
Os programas AMPL/Excel Solver/TORA estão na pasta ch8Files, 


Aplicação real - Alocação de tempo da sala de cirurgia 
do Hospital Mount Sinai 


A situação ocorre no Canadá, onde o seguro-saúde é obrigatório 
e universal, O financiamento, que é baseado em uma combinação do 
prêmio do seguro e impostos, é controlado pelas próprias provincias. 
Sob esse sistema, os hospitais recebem uma verba anual fixa adian- 
tada e cada província paga os médicos após as intervenções, usando 
um mecanismo de financiamento denominado honorários por serviço. 
Esse tipo de financiamento limita a disponibilidade de instalações hos- 
pitalares (por exemplo, a da sala de cirurgia), o que, por sua vez, inibe 
a tendência dos médicos de reforçar seus ganhos prestando serviços 
desnecessários a seus pacientes. O objetivo do estudo é determinar 
uma programação diária exequivel para a utilização das salas de cirur- 
gia disponíveis. O problema é modelado usando uma combinação de 
programação de metas e programação inteira. O caso 6 do Capítulo 24, 
disponível em inglés no site do livro, dá os detalhes do estudo. 


8.1 FORMULAÇÃO DE UMA PROGRAMAÇÃO DE METAS 


A idéia da programação de metas é ilustrada com um exemplo. 


Exemplo 8.1-1 (Planejamento tributário)' 

Fairville é uma pequena cidade com uma população de aproxi- 
madamente 20.000 habitantes A Câmara de Vercadores da cidade 
está em processo de desenvolvimento de uma tabela equitativa de 


' Este exemplo é baseado em Chissman et ál., 1989, 


aliquotas para impostos municipais. À base tributária anual para bens 
imóveis é $ 550 milhões. As bases tributárias anuais para alimentos e 
medicamentos bem como para vendas em geral são $ 35 milhões e $55 
milhões, respectivamente. O consumo anual local de gasolina é esti- 
mado em 7,5 milhões de galões. À Câmara de Vercadores quer desen- 
volver alíquotas de impostos baseadas em quatro metas principais. 
1. A receita tributária total deve ser de no minimo $ 16 milhões 
para cumprir os compromissos financeiros do município. 
2. Os impostos sobre alimentos ¢ medicamentos não podem ultra- 
passar 10% de todos os impostos arrecadados. 
3. Os impostos sobre vendas em geral não podem ultrapassar 20% 
de todos os impostos arrecadados. 
4, O imposto sobre a gasolina não pode ultrapassar dois centavos 
por galão. 

Sejam x,.x,e x, as variáveis que representam as alíquotas de im- 
postos (expressas como percentuais em relação às bases tributárias) 
para bens imóveis, alimentos e medicamentos bem como vendas em 
geral, e defina-se a variável x como o imposto sobre a gasolina em 

centavos por galão, Então, as metas da Câmara de Vercadores são 
expressas como 


550x, + 35x, + 55x, + 0,075x, 2 16 
(Receita tributária) 
35x,S 0,1(550x, + 35x,+ 55x, + 0,075x,) 
(Imposto sobre alimentos/medicamentos) 


35x = 0 {550K + 35x,4 55x, + 0,075x_) 
{l mposto geral ) 


x S2 
(Imposto sobre a gasolina) 


xX xXx Ü 
Pr 


Portanto, essas restrições são simplificadas como 


550x, + 35x, + 55x. + 0,075x, > 16 
55x, “3 IX, +5 3K, +0,0075x. > 0 
10x, + Tx, - 44x, + 0,015x, > O 
x. = 2 

Xy Yp Xx, 20 


Cada uma das desigualdades do modelo representa uma meta 
que a Camara de Vereadores pretende cumprir. Entretanto, o mais 
provável é que o melhor que pode ser feito é achar uma solução de 
compromisso entre as metas conflitantes. 

A maneira pela qual a programação por metas acha uma solu- 
cio de compromisso é converter cada desigualdade em uma meta 
flexivel cuja restrição correspondente possa ser violada, se necessa- 
rio. Em termos do modelo de Fairville, as metas flexíveis são expres- 
sas da seguinte maneira; 


550x, + 35x, + 55x, + 0,075x, ds =5* = lő 
55x, - 31,5x, + 5,50, + 0,0075x. +8/-s* = 0 
110x, + 7x,— 44x, + 0,015x, + 5--5, = 0 
tgs = 2 

tax xx 20 
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As variáveis não negativas s7 es’, í= 1,2, 3,4, são chamadas 
de variáveis de desvio porque representam os desvios para baixo € 
para cima do lado direito da restrição É 

As variáveis de desvio s~ e s* são dependentes por definição e, 
em decorrência, não podem ser variáveis básicas simultaneamente. 
Isso significa que, em qualquer iteração simplex, no máximo uma 
das duas variáveis de desvio pode assumir um valor positivo. Se a 
i-esima desigualdade original for do tipo £, e sua s7 > 0, então 
a -ésima meta é cumprida; caso contrário, se 5° > 0, a meta i não é 
cumprida. Em essência, a definição de s; e s” permite cumprir ou 
violar a i-ésima meta à vontade. Esse é o tipo de flexibilidade que 
caracteriza a programação de metas quando ela busca uma solução 
de compromisso, Naturalmente, uma boa solução de compromisso 
visa minimizar, O máximo possivel, o quanto cada meta é violada. 

No modelo de Fairville, dado que as três primeiras restrições são 
do tipo 2 e a quarta restrição é do lipo £, as variáveis de desvio sp, 
55.55 e s, (mostradas no modelo em negrito) representam o quanto 
cada meta respectiva é violada. Assim, a solução de compromisso 
tenta satisfazer o máximo possivel os quatro objetivo seguintes: 


Minimizar G, = 57 
Minimizar O, = s; 
Minimizar G, = s; 


Minimizar G =s 


Essas funções são minimizadas respeitando as equações de res- 
trição do modelo, 


Como podemos otimizar um modelo multiobjetivos com me- 
tas possivelmente conflitantes? Dois métodos foram desenvolvidos 
para essa finalidade: 1) o método de pesos e 2) o método hierárqui- 
co. Ambos os métodos, que são baseados na conversão de múltiplos 
objetivos em uma única função, são detalhados na Seção 8.2. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 8.1A 


*1. Formule o problema tributário de Fairville considerando que a 
Câmara de Vereadores está especificando uma meta adicional, 
G, que requer que o imposto sobre a gasolina seja no minimo 
l0% da conta tributária total, 


2. O NW Shopping Mall realiza eventos especiais para atrair clien- 
tes potenciais. Entre os eventos realizados para atrair adoles- 
centes, grupos de jovens e de pessoas de meia-idade bem como 
grupos de terceira idade, os dois mais populares são concertos 
de bandas e espetáculos artísticos. Os custos por apresentação 
são $ 1.500 e $ 3.000, respectivamente. A verba anual (estrita) 
total alocada aos dois tipos de eventos é $ 15,000, O gerente do 
shopping estima que o público que comparece aos eventos fica 
distribuido como demonstrado na Tabela A. 


Tabela A 
Público por apresentação 
Evento Adolescentes Jovensmeta-idade Terceira idade 
Concerto de 200 100 () 
bandas 
Espetaculos ü 400 250) 
artisticos 


O gerente estabeleceu metas mínimas de 1.000, 1.200 e 800 
para os públicos adolescentes, jovens/meia-idade e terceira ida- 
de, respectivamente. Formule a questão como um problema de 
programação de metas. 


*3. O departamento de matriculas da Ozark University está 
processando pedidos de matrícula de calouros para o próxi- 
mo ano acadêmico. Os pedidos se situam em três categorias: 
alunos do próprio Estado, de fora do Estado e estrangeiros. 
As razões entre solicitantes masculinos/femininos do Es- 


“a. 
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tado e de fora do Estado são 1:1 e 3:2, respectivamente. Para 

estudantes estrangeiros, a razão correspondente é 8:1. A classi- 

ficação no American College Test (ACT) é um fator importante 

para a aceitação de novos estudantes. As estatísticas reunidas 

pela universidade indicam que as notas médias no ACT para 

estudantes do Estado, de fora do Estado e estrangeiros são 27, 

26 e 23, respectivamente. O comitê de matriculas estabeleceu as 

seguintes metas desejáveis para a nova turma de calouros: 

(a) A próxima turma terá no mínimo 1.200 calouros, 

(b) A média de classificação no ACT para todos os estudantes 
é no mínimo 25, 

(c) Estudantes estrangeiros constituem no mínimo 10% da 
próxima turma. 

(d) À razão masculino/feminino é no mínimo 3:4, 

(e) Estudantes de fora do Estado constituem no mínimo 20% 
da próxima turma. 


Formule a questão como um problema de programação de 
metas. 
As granjas Circle K consomem 3 t de ração especial por dia, A 
ração — uma mistura de cálcio, milho e preparado de soja — deve 
satisfazer os seguintes requisitos nutricionais: 
Calcio. No minimo 0,8%, porém não mais do que 1,2%, 
Proteina. No minimo 22%. 
Fibra. No máximo 5%. 


A Tabela B apresenta o teor nutricional dos ingredientes 
da ração. 


Tabela B 
Ib por lb de ingrediente 
Ingrediente “Cálcio Proteína Fibra 
Cálcio (1,380 0,00 0,00 
Milho 0,001 0,09 0,02 
Preparado de soja 0.002 0,50 0,08 


Formule a questão como um problema de programação de 

metas e diga qual é sua opinião em relação à aplicabilidade da 
programação de metas a essa situação. 
A Mantel produz uma carruagem de brinquedo cuja monta- 
gem final deve incluir quatro rodas e dois assentos. A fábrica 
que produz essas peças funciona em três turnos por dia. A Ta- 
bela € fornece as quantidades produzidas de cada peça nos 
três turnos. 


Tabela € 
Unidades produzidas 
por rodada 
Turno Rodas Assentos 
| 500 300 
2 60) 280 
3 640 360 


O ideal é que o número de rodas produzido seja exatamen- 

te o dobro do número de assentos. Contudo, como as taxas de 
produção variam de turno para turno, talvez não seja possível 
conseguir um equilíbrio exato na produção. A Mantel está inte- 
ressada em determinar o número de rodadas de produção em 
cada turno que minimiza o desequilibrio na produção das peças. 
As limitações de capacidade restringem o número de rodadas 
entre 4 e 5 para o turno 1; 10 e 20 para o turno 2:¢ 3 g 5 para o 
turno 3. Formule a questão como um problema de programação 
de metas. 
A Camyo Manufacturing produz quatro peças que requerem a 
utilização de um torno e de uma furadeira de coluna, As duas 
máquinas funcionam 10 horas por dia. A Tabela D fornece os 
tempos em minutos requeridos por cada peça: 
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Tabela D 
Tempo de produção em minutos 
Peça Torno Furadeira de coluna 
| 5 3 
2 ü 2 
3 4 6 
4 T 4 


Deseja-se equilibrar as duas maquinas limitando a diferen- 
ca entre seus tempos totais de operação a no máximo 30 mi- 
nutos, A demanda de mercado para cada peça é no minimo 10 
unidades. Além disso, o numero de unidades da Peça 1 não pode 
ultrapassar o da Peça 2. Formule a questão como um problema 
de programação de metas. 
Dois produtos são fabricados em duas máquinas sequenciais. A 
Tabela E dá os tempos de usinagem, em minutos por unidade, 
para os dois produtos, 


Tabela E 
Tempo de usinagem 
em minutos 
Máquina Produto l Produto 2 
| 5 3 
2 6 2 


As quotas diárias de produção para os dois produtos são 80 
e 60 unidades, respectivamente. Cada maquina funciona oito ho- 
ras por dia. Embora não seja desejável, se for necessário podem- 
se usar horas extras para cumprir a quota de produção. Formule 
a questão como um problema de programação de metas. 

O hospital de Vista City planeja a designação de leitos excedentes 
(os que ainda não estão ocupados) a internações de curta duração 
com quatro dias de antecedência. Durante o periodo de plane- 
jamento de quatro dias, aproximadamente 30, 25 e 20 pacientes 
precisarão de internações de 1,2 ou 3 dias, respectivamente. As 
quantidades de leitos excedentes no mesmo período são estima- 
das em 20, 30, 30 e 30, Use a programação de metas para resolver 
o problema de excesso e escassez de internações no hospital, 
A família Von Trapp está em processo de mudança para uma 
nova cidade onde ambos, o sr. e a sra. Von Trapp, aceitaram 
novos empregos, Na tentativa de achar uma localização ideal 
para seu novo lar, os Von Trapp organizaram uma lista com as 
seguintes metas: 
(a) Deve ser o mais próximo possível do local de trabalho da 
sra. Von Trapp (dentro de um raio de um quarto de milha). 
(b) Deve ser o mais longe possível do ruído do aeroporto (no 
minimo dez milhas). 
(c) Deve ser razoavelmente próximo de um shopping (dentro 
de um raio de uma milha). 

O sr. e a sra. Von Trapp escolheram um marco da cidade 
como ponto de referência e localizaram as coordenadas (x, y} 
em relação ao local de trabalho, ao aeroporto e ao shopping em 
(1,1).(20,15) e (4,7). respectivamente (todas as distâncias em mi- 
lhas). Formule a questão como um problema de programação de 
metas. (Observação: as restrições resultantes não são lineares) 
Análise de regressão. Em uma experiência de laboratório, supo- 
nha que y, seja o f-ésimo resultado (independente) observado 
associado com as medições das características (dependentes) 
observadas xi = 1,2.....0y = ,2,..,n. Deseja-se determinar o 
ajuste desses pontos de dados por regressão linear. Sejam baj= 
0, 1,...,m 0s coeficientes de regressão, Deseja-se determinar todos 
os b, tais que a soma dos desvios absolutos entre os resultados 
observados e os resultados estimados seja minimizada. Formule 
a questão como um problema de programação de metas. 
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11. Problema de Chebyshev. Uma meta alternativa para o modelo 
de regressão do Problema 10 é minimizar o máximo dos desvios 
absolutos em relação a b. Formule a questão como um proble- 
ma de programação de metas. 


8.2 ALGORITMOS DE PROGRAMAÇÃO DE METAS 


Esta seção apresenta dois algoritmos para resolver programa- 
ção de metas. Ambos são baseados na representação de múltiplas 
metas por uma única função objetivo. No método de pesos, uma 
única função objetivo é formada como a soma ponderada das fun- 
ções que representam as metas do problema. O método hierárquico 
começa priorizando as metas em ordem de importância. Então o 
modelo é otimizado usando uma meta por vez, de modo tal que 
o valor ótimo de uma meta de prioridade mais alta nunca seja de- 
gradado por uma meta de prioridade mais baixa. 

Os dois métodos propostos são diferentes porque, de modo ge- 
ral, não produzem a mesma solução. Entretanto, nenhum dos dois 
é superior ao outro porque cada técnica é projetada para satisfazer 
certas preferências de quem toma a decisão, 


8.2.1 O método de pesos 


Suponha que o modelo de programação de metas tenha n metas 
e que a i-ésima meta seja dada como 


Minimizar G,i=1,2,..,H 


Portanto, a função objetivo combinada usada no método de pe- 
sos é definida como 


Minimizar z = wG, + 4,0, +... + mw O 


Os parâmetros w, É = 1,2,...,.n são pesos positivos que refle- 
tem as preferências de quem toma as decisões no que diz respeito 
à importância relativa de cada meta. Por exemplo, w, = 1 para todo 
i significa que todas as metas têm pesos iguais. À determinação dos 
valores específicos desses pesos é subjetiva. Na verdade, os proce- 
dimentos de análise aparentemente sofisticados desenvolvidos na 
literatura (veja, por exemplo, Cohon, 1978) ainda estão enraizados 
em avaliações subjetivas. 


Exemplo 8.2-1 


A TopAd, uma nova agência de propaganda com dez emprega- 
dos, assinou um contrato para promover um novo produto. A agên- 
cia pode anunciar pelo rádio e pela televisão, À Tabela 8.1 apresenta 
o número de pessoas atingidas por cada tipo de propaganda e os 
requisitos de custo e mão-de-obra. 


Tabela 8.1 Pessoas atingidas pela propaganda 


Dados/minuto de propaganda 


Rádio Televisão 
Exposição (em milhões de pessoas) 4 8 
Custo (em mil dólares) 8 24 
Empregados designados | 2 


O contrato proíbe a TopAd de usar mais do que seis minutos de 
propaganda pelo rádio. Além disso, as peças publicitárias para radio 
e televisão precisam alcançar no mínimo 45 milhões de pessoas. À 
meta de verba destinada ao projeto é de $ 100.000. Quantos minutos 
de propaganda por rádio e televisão a agência deve usar? 

Sejam x, e x, os minutos alocados aos anúncios por radio ¢ te- 
levisão. À formulação da programação de metas para o problema é 
dada como 


Minimizar G, = s; (Cumprir meta de exposição) 


Minimizar G, = s+ (Cumprir meta de verba) 
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sujeito a 


4x, + 8x, +5, -5,' 45 (Meta de exposição) 
Bx, + 24x, +s,-s, = 100 (Meta de verba) 
x, + 2x, = 10 (Limite de pessoal) 
x = 6 (Limite de radio) 
GE 20 


| 
5 SRS 
A gerência da TopAd adota como premissa que a meta de expo- 
sição é duas vezes mais importante do que a meta de verba. Assim, à 
função objetivo combinada se torna 


Minimizar z =2G, + G,=2s +s," 


A solução ótima é z = 10:x, = 5 minutos; x, = 2,5 minutos;s = 5 
milhões de pessoas. Todas as variáveis restantes são zero, 

O fato de o valor ótimo de z não ser zero indica que no minimo 
uma das metas não é cumprida. Especificamente, s~ = 5 significa que fi- 
cam faltando 5 milhões de individuos para que a meta de exposição (de 
no mínimo 45 milhões de pessoas) seja cumprida. Ao contrário, a meta 
de verba (não ultrapassar $ 100.000) não é violada, porque s,* = 0, 

A programação de metas dá apenas uma solução eficiente, mas 
não ótima, para o problema. Por exemplo, a solução x, =6e x,=2 dá 
a mesma exposição (4 x 6 + 8 x 2 = 40 milhões de pessoas), mas cus- 
ta menos (8 x 6 + 24 x 2 = $ 96.000). Em essência, o que a programa- 
ção de metas faz é achar uma solução que simplesmente cumpra as 
metas do modelo sem levar em conta a otimização. Tal “deficiência” 
em achar uma solução ótima pode levantar dúvidas sobre a viabili- 
dade da programação de metas como uma técnica de otimização (se 
quiser uma discussão mais ampla, veja o Exemplo 8.2-3). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 8.24 


*], Considere o Problema 1, Conjunto &.la, que trata da situação 
tributária da cidade de Fairville. Resolva o problema conside- 
rando que as cinco metas têm o mesmo peso, À solução cumpre 
todas as metas? 


2. No Problema 2, Conjunto 8. la, suponha que a meta de atrair o 
público jovem/meia-idade é duas vezes mais importante do que 
a de atrair qualquer uma das outras duas categorias (adoles- 
centes e terceira idade). Ache a solução associada e verifique se 
todas as metas foram cumpridas. 

3. Na situação das matriculas na Ozark University descrita no Pro- 
blema 3, Conjunto 8.1a, suponha que o limite para o tamanho da 
próxima turma de calouros deva ser cumprido, mas que os requi- 
sitos restantes possam ser tratados como metas flexíveis. Além 
disso, considere que a meta de pontuação no ACT é duas vezes 
mais importante do que qualquer uma das metas restantes. 

(a) Resolva o problema e especifique se todas as metas foram 
cumpridas ou não. 

(b) Sc. adicionalmente, o tamanho da próxima turma puder ser 
tratado como uma meta flexivel, que é duas vezes mais im- 
portante do que a meta do ACT, como essa alteração afeta- 
ria a solução? 

*4. No modelo da Circle K do Problema 4, Conjunto &.la, é possi- 
vel cumprir todos os requisitos nutricionais? 

5. No Problema 5, Conjunto 8.la, determine a solução e especifique 
se a produção diária de rodas e assentos pode ser equilibrada. 


6. No Problema 6, Conjunto 8. la, suponha que a meta de demanda 
de mercado seja duas vezes mais importante do que a de equili- 
brar as duas máquinas e que não sejam permitidas horas extras. 
Resolva o problema e determine se as metas foram cumpridas. 

+7. No Problema 7, Conjunto 8.1a, suponha que a produção se em- 
penhe para cumprir a quota para os dois produtos usando horas 
extras se necessário. Ache uma solução para o problema e es- 
pecifique a quantidade de horas extras (se houver) necessárias 
para cumprir a quota de produção. 


Pesquisa operacional 


8. No Hospital de Vista City do Problema 8, Conjunto 8.1a, supo- 
nha que somente os limites de leitos representem metas flexi- 
veis e que todas as metas tenham pesos iguais. Todas as metas 
podem ser cumpridas? 

9. A Malco Company compilou uma tabela (Tabela F) tendo como 
base os arquivos de cinco de seus empregados para estudar o impac- 
to sobre a renda produzido por três fatores: idade, nível de educação 
(expresso em números de anos concluídos na universidade) e expe- 
rência (expresso em número de anos em atividade profissional), 

Tabela F 


Idade Educação Experiência Renda anual 
(anos) (anos) (anos) (4) 
30) 4 5 40.000 
39 5 10 48.000 
44 2 l4 38.000 
4s 0 18 36.000 
37 3 9 41.000 


Use a formulação da programação de metas do Problema JO, 
Conjunto &.la, para ajustar os dados à equação linear y = b, + 
bx + b,x, +b, 

10. Resolva o Problema 9 usando o método de Chebyshev propos- 
to no Problema 11, Conjunto 8.1a. 


8.2.2 O método hierarquico 


No método hierarquico, o tomador de decisGes deve classificar 
as metas do problema em ordem de importancia. Dada uma situa- 
ção de n metas, os objetivos do problema são expressos como 


Minimizar G, = p, (Prioridade mais alta) 


+ 
a 


Minimizar Gr =p (Prioridade mais baixa) 


A variável p é a componente das variáveis de desvio, s7 ou s*, que 
representa a meta 4 Por exemplo, no modelo da TopAd (Exemplo 
8.2-1), Pp =5, € p, =S". 

© procedimento de solução considera uma meta por vez, co- 
meçando com a de prioridade mais alta, G,, e terminando com a de 
prioridade mais baixa, 6 O processo é executado de modo tal que a 
solução obtida de wma meta de prioridade mais baixa nunca degrade 
qualquer uma das soluções de prioridade mais alta. 

A literatura sobre programação de metas apresenta um método 
simplex ‘especial’ que garante a não-degradação de soluções de prionda- 
de mais alta. O método usa a regra do descarte de coluna que recomenda 
a eliminação de uma variável x näo básica com custo reduzido diferente 
de zero (z, — c, #0) da tabela simplex ótima da meta G, antes de resol- 
ver o problema da meta O, A regra reconhece que tais variáveis não 
básicas, se elevadas acima do nível zero na otimização de metas sucessi- 
vas, podem degradar (mas nunca melhorar) a qualidade de uma meta de 
prioridade mais alta. O procedimento requer modificar a tabela simplex 
para incluir as funções objetivo de todas as metas do modelo. 

A modificação do descarte de coluna proposta complica desne- 
cessariamente a programação de metas, Nesta apresentação, mos- 
tramos que os mesmos resultados podem ser conseguidos de manei- 
ra mais direta usando as seguinte etapas: 


Etapa 0. Identifique as metas do modelo e classifique-as em ordem 
de prioridade: 


G=p > Gsp >» > 6,=p 


| 
Determine f= 1. 


Etapa 1. Resolva o problema de PL, que minimize G, e deixe que 
p =p; defina o valor ótimo correspondente da variável de desvio p, 
se f = n, pare; PL, resolve o programa de n metas. Caso contrário, 
adicione a restrição p = p; às restrições do problema de G, para ga- 
rantir que o valor de p não seja degradado em problemas futuros, 
Determine į =i + 1,e repita a etapa i. 
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A adição sucessiva das restrições especiais p = p; pode não ser 
teoricamente tão ‘elegante’ quanto a regra do descarte de coluna. 
Entretanto, consegue exatamente o mesmo resultado ¢, mais impor- 
tante, é mais fácil de entender. 

Há quem argumente que a regra do descarte de coluna oferece 
vantagens no cálculo. Em essência, a regra torna o problema menor eli- 
minando variáveis sucessivamente, ao passo que nosso procedimento 
torna o problema maior adicionando novas restrições. Contudo, consi- 
derando a natureza das restrições adicionais (p, = p,). deveriamos ser 
capazes de modificar o algoritmo simplex para implementar a restrição 
adicional implicitamente por meio de substituição direta da variável 
p, Essa substituição afeta apenas a restrição na qual p aparece e, na 
verdade, reduz o número de variáveis à medida que avançamos de 
uma meta para a seguinte. Como alternativa, podemos usar o método 
simplex para variáveis canalizadas da Seção 7.4.2 substituindo p = p; 
por p, = p7, caso em que as restrições adicionais são levadas em conta 
implicitamente. À esse respeito, a regra do descarte de coluna, à parte 
seu apelo teórico, não parece oferecer uma vantagem particular para o 
cálculo. Por questões didáticas, entretanto, demonstraremos como fun- 
ciona a regra do descarte de coluna no Exemplo 8.2-3. 


Exemplo 8.2-2 


O problema do Exemplo 8.2-1 é resolvido pelo método hierarqui- 
co. Considere que a meta de exposição tenha uma prioridade mais alta. 


Etapa 0. G — G, 


G: Minimizar s (Cumpre a meta de exposição) 
G Minimizar s,' (Cumpre a meta de verba) 


Etapa 1. Resolver PL.. 
Minimizar G, = s7 
sujeito a 
dy +a +s st = 45 (Meta de exposição) 
Sx, + 24x, +s,-s,, = 100 (Meta de verba) 
x + 2x, = S 10 (Limite de pessoal) 
x, = 6(Limite pelo rádio) 


MRS et es l 
A solução ótima (determinada com utilização do TORA) é x, = 
5 minutos, x, = 2,5 minutos, s = 5 milhões de pessoas, sendo que as 
variáveis restantes são iguais a zero. À solução mostra que ficam fal- 
tando 5 milhões de pessoas para cumprir a meta de exposição, G. 
Em PL temos p, =s,. Assim, a restrição adicional que usamos 
com o problema de G, és, = 5 (ou, equivalentemente,s, <5). 


Etapa 2. Precisamos resolver PL,, cuja função objetivo é 
Minimizar G, =s,* 


sujeito ao mesmo conjunto de restrições da etapa 1 mais à restrição 
adicional s~ = 5. (Podemos substituir a nova restrição convenien- 
temente na opção Modify do TORA designando 5 para os limites 
inferior e superior de s~.) 


A otimização da PL, não é necessária porque a solução ótima 
para o problema de G, ja das,’ = 0. Em conseqiiéncia, a solução da 
PL, é automaticamente ótima também para PL,. À solução s, = 0 
mostra que G, foi cumprida. 

A restrição adicional s; = 5 também pode ser levada em conta 
substituindo s na primeira restrição. O resultado é que o lado di- 
reito da restrição da meta de exposição será alterado de 45 para 40, 
oque reduza PL, a 

Minimizar G, =, 
sujeito a | 
dy, + r -s 40 (Meta de exposição) 
By, + 24x, 100 (Meta de verba) 
x, - 2x, 10 (Limite de pessoal) 


< 
x, = 6(Limite pelo radio) 
> 
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A nova formulação tem uma variável a menos do que a formulação 
da PL oque é a idéia geral proposta pela regra do descarte de coluna. 
poq geral proposta pela reg 


Exemplo 8.2-3 (Regra do descarte de coluna) 


Neste exemplo, mostramos que se pode obter uma solugao me- 
Ihor para o problema dos exemplos 8.2-1 é 8.2-2 se for utilizado o 
método hierárquico para otimizar os objetivos em vez de crmprir 
metas. O exemplo também serve para demonstrar a regra do descar- 
te de coluna para resolver programação de metas. 

As metas do Exemplo 8.2-1 podem ser expressas de um outro 
modo, como: 


Prioridade 1: Maximizar exposição (P ) 
Prioridade 2: Minimizar custo (P.) 


Matematicamente, os dois objetivos são dados por 


(Exposição) 
(Custo) 


Maximizar P = dx + &r, 


Minimizar P, = Sr, + 24x, 


Os limites específicos das metas de exposição e custo (= 45 e 
100) nos exemplos 8.2-1 e 8.2-2 são eliminados porque permitire- 
mos que o método simplex determine esses limites de forma ótima. 

Portanto, o novo problema pode ser expresso por 


Maximizar P, = dx, + 8r, 
Minimizar F, = 8x, + 24x, 
sujeito a 
x, + 24,5 10 
x, = 6 
4,4, 20 


Em primeiro lugar, resolvemos o problema usando o procedi- 
mento apresentado no Exemplo 8.2-2. 


Etapa 1, Resolver PL.. 


Maximizar P = 4x, + 8x, 
sujeito a 
x, +2x,= 10 
X, = 6 


X 4,20 


A solução ótima (obtida com utilização do TORA) Cx, =0,x,= 
à com P, = 40, o que mostra que a máxima exposição que bodes 
obter é 40 milhões de pessoas, 


Etapa 2. Adicionar a restrição 4x, + 8x, 2 40 para garantir que a 
meta Cr, não seja degradada. Assim, resolvemos PL, como 


Minimizar P, = 8x, + 24x, 
sujeito a 
x,+2r, 5 10 
x, = 6 
dx, + 8x, = 40 (Restrição adicional) 
x, x, >() 


A solução ótima da PL, é P, = $ 96.000, x, = 6 minutos e x, = 2 
minutos. Ela dá a mesma exposição (P = 40 milhões de pessoas), 
mas a um custo menor do que o do Exemplo 8.2-2, no qual o princi- 
pal objetivo é cumprir, é não otimizar, as metas. 

© mesmo problema é resolvido agora usando a regra do des- 
carte de coluna. À regra recomenda transportar as linhas com os 
coeficientes da função objetivo associadas com todas as metas na 
tabela simplex, como mostraremos a seguir. 


PL, (Maximização da exposição). A tabela simplex da PL, contém 
ambas as linhas com os coeficientes da função objetivo, P e P, 
A condição de otimalidade se aplica somente à linha P. A linha 
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P, desempenha um papel passivo na PL, mas deve ser atualizada 
com o restante da tabela simplex em preparação para a otimização 
da PL.. 

A PL, é resolvida em duas iterações, como demonstrado a 
seguir: 


Iteragao Base X| X 7 52 Solução 
l P, -4 -8 0 0 0 
P, -8 -24 0) 0 0 
5 | 2 | 0 10 
2 P, () ü 4 () At) 
P, 4 0) 12 0 120 
X ! l 1 0 5 
54 | 0 0 | 6 


A ultima tabela simplex dá a solução ótima x, = O,x,=5e 
P = 40, 

A regra do descarte de coluna recomenda a eliminação de qual- 
quer variável x, não básica com z, -= e #0 da tabela ótima da PL, 
antes de otimizar a PL,. A razão para fazer isso é que essas variáveis, 
se não controladas, podem se tornar positivas em problemas de oti- 
mização de prioridade mais baixa, o que degradaria a qualidade das 
soluções de prioridade mais alta. 


PL, (Minimização de custo). A regra do descarte de coluna elimi- 
na s, (com z,—¢, = 4). Podemos ver pela linha F, que, se s, não for 
eliminada, ela será a variável que entra no inicio das iterações de 
P, e dará a solução ótima x, = x, = 0, o que degradará o valor da 
função objetivo da solução ótima do problema de P, = 40 para P = 0. 
(Experimente!) 

O problema P, é do tipo minimização. Em seguida à elimina- 
ção de s,,a variável x, com z,—c,=4 (> 0) pode melhorar o valor de 
P. A tabela a seguir ‘mostra as “iterações de PL.. A linha da P foi 
eliminada porque deixa de ter uma finalidade na otimização da PL. 


Heração Base Xi X ši 5a Solução 
| Pi 40 
P, 4 0 0 120 
x 4 l 0 5 
$9 | 0 | 6 
2 Pi 4ü 
P, 0 -4 9 
x 0 l -3 2 
Xv l () | 6 


A solução ótima (x, = 6,x, = 2) com uma exposição total de 
P = 40 e um custo total de P = 96 é a mesma obtida anteriormente. 


Momento AMPL 


O AMPL se presta prontamente à aplicação da idéia apresen- 
tada no Exemplo 8.2-2, no qual são adicionadas restrições simples 
para garantir que as soluções de prioridade mais alta não sejam 
degradadas. A Figura 8.1 fornece um código, em AMPL, genérico 
que permite a aplicação interativa do método hierárquico (arquivo 
amplExs.1-1.txt). 

O projeto do modelo é padrão, exceto pelas provisões que 
permitem a aplicação interativa do método hierárquico. Especifi- 
camente, o modelo considera que as r primeiras restrições são res- 
trições de meta e as mt — r -— 1 restantes são restrições estritas. O 
modelo tem r funções objetivo distintas de metas, que podem ser 
incluídas no mesmo modelo usando a seguinte declaração indexada 
em AMPL (só é permitido um nome indexado para funções objeti- 
vo múltiplas): 


Pesquisa operacional 
minimize z(i in 1..r}:p*sminus[i]+q*splus[i]; 


A definição dada da função objetivo leva em conta minimizar 
Z=se27z,=s/ fazendo (p = 1,4 =0) e (p =0,q = 1), respectivamente. 

Em vez de adicionar uma nova restrição cada vez que passamos 
de um nível de prioridade para o seguinte, usamos um truque de pro- 
gramação que permite modificar os limites superiores das variáveis 
de desvio. Os parâmetros um[1] e up[i] representam os limites 
superiores impostos a sminus[i] (s7) e splus[i] (s+), respec- 
tivamente. Esses parâmetros são modificados para impor restrições 
implícitas do tipo sminus [i]<=um[i] e splus[i]<=uplil, 
respectivamente. Os valores de um e up na meta de prioridade i 
são determinados de acordo com as soluções dos problemas de me- 
tas de prioridade 1,2 ei = 1. O valor inicial (default) para um e up 
é infinito. 


Figura 8.1 
Modelo em AMPL para aplicação interativa do método hierárquico 
(arquivo amplEx8.1-1.1xt) 


param Il; 

param m; 

param r: 

Param by 

param qd; 

param a{l..m,1..m}; 
param b{1..m}; 


param um{l..m} default 100000; 
param up{l..m} default 100000; 
Var Elsen #=ps 


var sminus{i in 1..r} 

var splusf{i in 1l..r}>=0,<sup[i]; 

minimize z{i in 1..r}: p*sminus[i}+q*splus[il]: 

subject to 

obits rnd. Er: sumni- in Lb... niatlt ies 
+eminus [1]-splus [1]=b[il; 


ce(ti in r+l..m}: sum(y in 1..n} ali,9]*x09]<=bii] 


data; 

param m:=4; 

param m:i=a4;: 

param ri=4; 

param a: 1 2 3 4:= 
L S59 Em 39 Uta 
= SS =31.5 a es] HO Ts 
S| EEO 7 -44 .015 
#. 76 U J E 

saram b:=1 16 2 0 30 4 2: 


Logo mostraremos como o AMPL ativa qualquer uma das 
r funções objetivo, especifica os valores de p e q e estabelece 
os limites superiores para s~ e s*, tudo interativamente, o que 
torna o AMPL ideal para executar cálculos de programação de 
metas. 

Usando os dados do Exemplo 8.1-1, as metas do modelo são 


Minimizar G, =5, 
Minimizar Cr, = s, 
Minimizar É, = 5, 


Minimizar G, =s, 


Suponha que as metas sejam priorizadas como 
Go G - G,- 6 


at 
b 


4 

Assim, a implementação do modelo em AMPL prossegue da 
seguinte maneira: para G,, faga p = 1 e q = 0 porque estamos mi- 
nimizando z[2]=sminus [2]. Os seguintes comandos são usados 
para executar os cálculos: 


Capítulo 8 Programação de metas 


ampl: model amplEx8.1-1.txt; 

ampl: let p:=l;let q:=0; 

ampl: objective z[2]; 

ampl: solve; display z[2], x, sminus, splus; 


Esses comandos produzem os seguintes resultados: 


=12] = 9 
: xX sminus splus E 
1 2.62361¢e-28 16 0 
i 0 0 
3 8. 2564e-28 0 0 
4 i É 0 


A solução (x, = 0.x, = 0.x, = 0 e x, = 0) mostra que a meta O, é 
cumprida porque z [2] = O (isto és; = 0). Contudo, a meta de prio- 
ridade seguinte, G. não é cumprida porque s = 16. Em consequência, 
precisamos otimizar a meta G, sem degradar a solução de G,, o que 
requer alterar os limites superiores impostos a s, para o valor especifi- 
cado pela solução de G,, ou seja, zero. Para a meta G 0S atuais p = l e 
q = 0 de G, permanecem inalterados porque estamos minimizando s~. 
Os seguintes comandos interativos de AMPL geram este resultado: 


ampl: let um[2]:=0; 
ampl: objective z[1]; solve; display z[1],x, 


sminus, splus; 


O resultado é 


iIi] | 
x sminus splus = 
1 U. 0203630 0 Ú 
2 0,0457143 g g 
3 0. 0581818 g 0 
4 $ 2 t 


A solução mostra que todas as metas restantes são cumpridas. As- 
sim, não é preciso fazer outras otimizações. A solução da programação 
por metas é x = 0,0203636, x, = 0,0457143, x, = 0,0581818 e x= ü. 


Comentarios 


1. Podemos substituir let um[2]:=0; por fix sminus[2) :=0; 
ou por let sminus[2] :=0;com igual resultado final. 
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2. A sessão interativa pode ser totalmente automatizada usando 
um arquivo commands que seleciona automaticamente a meta 
atual para ser otimizada e impõe as restrições adequadas antes 
de resolver a meta de prioridade seguinte. À utilização desse 
arquivo (que denominamos amplCmdstxt) requer que se façam 
algumas modificações no modelo original, como mostra o arqui- 
vo amplEx8.1-1 A.txt. Para conseguir completa versatilidade, os 
dados do modelo são armazenados em um arquivo específico 
denominado amplData.txt. Nesse caso, a execução do modelo 
requer a inclusão de três linhas de comando: 


ampl: model amplEx8.1-1A.txt; 
ampl: data amplData.txt; 
ampl: commands amplCmds. txt; 


Veja a Seção A.7 se quiser mais informações sobre a utilização 
de commands. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 8.2B? 


1. No Exemplo 8.2-2, suponha que a meta de verba seja aumenta- 
da para $ 110.000. A meta de exposição permanece inalterada 
em 45 milhões de pessoas. Mostre como o método hierárquico 
obterá uma solução. 


2. Resolva o Problema 1, Conjunto 8.1a, usando a seguinte orde- 
nação de prioridades para as metas: 

Err G; AG E G o di, 

3. Considere o Problema 2, Conjunto 8.la, que trata da apresen- 
tação de concertos de bandas e espetáculos artísticos no NW 
Mall. Suponha que as metas estabelecidas para adolescentes, 
jovens/meta-dade e terceira idade sejam denominadas G,, G, 
e O, respectivamente. Resolva o problema para cada uma das 
ordenações de prioridades: 

(fa) G, > 6, > 6, 
(b)G, > G > 6, 

Mostre que o cumprimento (ou o não-cumprimento) das 
metas pode ser uma função da ordem das prioridades. 

d. Resolva o problema da Ozark University (Problema 3, Conjunto 
8. la) com a utilização do método hierárquico considerando que 
as metas são priorizadas na mesma ordem dada no problema. 
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* Em termos de cálculo, pode ser conveniente usar o AMPL para resolver os problemas deste conjunto. 


Capitulo 


———ET lls 


Programacao linear inteira 


Guia do capítulo, Programação linear inteira (PLI) são programações 
lineares nas quais algumas ou todas as variáveis estão restritas a va- 
lores inteiros (ou discretos). Quando estudamos PLI, precisamos nos 
concentrar em três áreas: aplicação, teoria e cálculo. O capítulo começa 
com algumas aplicações que demonstram a riqueza da utilização de 
PLI na prática. Em seguida apresenta dois algoritmos proeminentes 
de PLI: branch-and-bound (B&B) e planos de corte. Dos dois algorit- 
mos, o B&B é, decididamente, O mais eficiente em termos de cálculo, 
Na verdade, praticamente todos os códigos comerciais têm suas raízes 
no B&B. O capítulo termina com uma apresentação do problema do 
caixeiro-viajante (TSP — traveling salesperson problem), que tem im- 
portantes aplicações práticas. 

Uma desvantagem dos algoritmos de PLI é sua falta de con- 
sistência na resolução de problemas com inteiros. Embora seja 
comprovado teoricamente que esses algoritmos convergem em um 
número finito de iterações, sua implantação em computador (com 
seu inerente erro de arredondamento) é uma experiência diferente. 
Não se esqueça disso quando estudar os algoritmos FLI. 

O capítulo mostra como o AMPL e o Solver são usados em PLI. 
Você verá que a opção do TORA guiada pelo usuário é útil para o 
detalhamento dos cálculos do B&B. 

Este capítulo inclui um resumo de uma aplicação real, 12 exem- 
plos resolvidos, 5 modelos em AMPL, uma planilha em Excel, 65 
problemas de final de seção e 10 casos. Os casos estão no Apêndice 
E. disponivel em inglés no site do livro. Os programas em AMPL? 
Excel Solver/TORA estão na pasta ch9Files. 


Aplicação real — Otimização de cargas úteis de 
reboques na PFG Building Glass 


A PFG usa caminhões-reboques especialmente equipados (quin- 
ta roda) para entregar fardos de lâminas de vidro plano aos clientes. 
Os fardos variam em tamanho e peso, e uma única carga de reboque 
pode incluir fardos diferentes, dependendo dos pedidos recebidos, 
Regulamentações governamentais determinam limites máximos para 
OS pesos nos eixos, e o posicionamento propriamente dito dos fardos 
no caminhão é crucial para determinar esses pesos, O problema trata 
de determinar o carregamento ótimo dos fardos na carroceria do ca- 
minhão de modo a satisfazer os limites de peso por eixo. O problema 
é resolvido como um programa inteiro. O Caso 7 do Capitulo 24, dis- 
ponivel em inglés no site do livro, fornece os detalhes do estudo. 


9,1 APLICAÇÕES ILUSTRATIVAS 


Esta seção apresenta várias aplicações de PLI. De modo geral, as 
aplicações caem em duas categorias: direta e transformada. Na cate- 
poria direta, as variáveis são naturalmente inteiras e podem assumir 
valores binários (0 ou 1) ou discretos gerais. Por exemplo, o problema 
pode envolver a determinação de se um projeto será ou não selecio- 
nado para execução (binário) ou achar o número ótimo de máquinas 
necessárias para executar uma tarefa (valor discreto geral). Na catego- 
ria transformada, o problema original, que pode ou não envolver quais- 
quer variáveis inteiras, é intratável analiticamente, Variáveis auxiliares 


inteiras (em geral binárias) são usadas para transformá-lo em tratavel. 
Por exemplo, na determinação da seqüéncia de tarefas, A e B, em uma 
única máquina, a tarefa A pode preceder a tarefa B, ou a tarefa B pode 
preceder a tarefa A. A natureza ‘ou’ das restrições é que torna o proble- 
ma analiticamente intratável porque todos os algoritmos matemáticos 
de programação matemática tratam apenas de restrições ‘e’. A situação 
é remediada usando variáveis binárias auxiliares para transformar as 
restrições “ou” em restrições “e” equivalentes. 

Por conveniência, um problema inteiro puro é definido como 
aquele que tem todas as variáveis inteiras. Caso contrário é um pro- 
blema de programação inteira mista, se tratar de variáveis contínuas, 
bem como inteiras. 


9.1.1 Orçamento de capital 


Esta seção trata de decisões referentes a investir ou não em pro- 
jetos individuais. A decisão é tomada sob considerações de orçamen- 
to limitado, bem como de prioridades na execução dos projetos. 


Exemplo 9.1-1 (Seleção de projeto) 


Cinco projetos estão sob avaliação dentro de uma projeção de 
planejamento de três anos. A Tabela 9.1 dá os retornos esperados 
para cada projeto e os desembolsos anuais associados. 


Tabela 9.1 Retornos esperados 


Desembolsos (milhões $)/ano 


Retornos 
Projeto | 2 7 (milhões $) 
l 5 1 8 20 
2 4 10 4() 
3 3 g 2 20 
4 T 4 l 15 
5 8 6 10 30) 
Fundos disponíveis 25 25 25 
(milhões $) 


Quais projetos devem ser selecionados na projeção de três anos? 
O problema se reduz a uma decisão ‘sim-nao’ para cada projeto. 
Defina-se a variável binária x, como 
1, se o projeto j for selecionado 
x,= See 
"0, seo projeto j não for selecionado 
© problema de PLI é: 
Maximizar z = 20x, + 40x, + 20x, + 15x, + 30x, 
sujeito a 
5x, + 4x, + 3x +7 + 8r, S2 
x + 7x, e Tae Pi a P 


A solução inteira ótima (obtida por AMPL, Solver ou TORA) 
éx,=1,=1,=4,=1,x,=0,comz=95 (milhões $). A solução mostra 
que todos os projetos, com exceção do 5, devem ser selecionados. 


' Para usar o TORA, selecione Integer programming em Main menu. Após entrar com os dados do problema, vá à tela de saída e selecione Automated B&B para obter a solução ótima. A 
utilização do Solver é igual à da PL exceto que as variáveis visadas devem ser declaradas como inteiras. À opção inteira (rr ou bin) está disponível na caixa de diálogo Parâmetros do Solver 
quando você adiciona uma nova restrição. À implementação em AMPL para programação inteira é igual à da programação linear, exceto que algumas ou todas as variáveis são declaradas 
como inteiras (ou binárias) pela adição da palavra-chave integer (ou binary) na declaração de definição das variáveis-alvo. Por exemplo, a declaração var «{J}>=0, integer; declara 
X como inteira não negativa para todo je J. Sé x for binária, à declaração muda para var x{J} binary Para execução, a declaração option solver cplex; deve preceder solve. 
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Comentários. É interessante comparar a solução contínua de PL 


com a solução de PLI. A PL ótima, obtida pela substituição de x, = 
(0,1) por0sx,s 1 para todo j dá como resultado x, = 0,5789,x,=x,= 
x, = 1, x, = 0,7368 e z = 108,68 (milhões $). A solução não tem sen- 
tido porque duas das variáveis assumem valores fracionários. Pode- 
mos arredondar a solução para o inteiro mais próximo, o que dá x, = 
x, = 1. Contudo, a solução resultante é inviável porque as restrições 
são violadas. Mais importante, o conceito de arredondamento não 
tem sentido aqui, porque x representa uma decisão *sim-não”. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9,1Aº 


1. Modifique e resolva o problema de orçamento de capital do 
Exemplo 9.1-1 para levar em conta as seguintes restrições adi- 
cionais: 

(a) O projeto 5 deve ser selecionado se o projeto | ou o projeto 
3 forem selecionados. 
(b) Os projetos 2 e 3 são mutuamente exclusivos, 

2. Cinco itens devem ser carregados em um recipiente. O peso w, 
volume v,e valor r, para o item / são apresentados na Tabela A. 

Tabela A 


ba 


*6. 


Peso unitário, Volume Valor unitario 


| 5 | 4 
2 & 8 7 
3 3 6 6 
4 Z 5 a 
5 7 4 4 


O peso e o volume máximos de carga permitidos são 112 t 
e 109 yd? respectivamente. Formule o problema de FLI e ache 
a carga mais valiosa. 
Suponha que você tenha sete garrafas de vinho cheias, sete 
cheias até a metade e sete vazias, e gostaria de dividir as 21 gar- 
rafas entre três indivíduos de modo que cada um receba exata- 
mente sete. Além disso, cada individuo deve receber a mesma 
quantidade de vinho. Expresse o problema como restrições de 
PLI e ache a solução. (Sugestão: use uma função objetivo fictícia 
na qual todos os coeficientes da função objetivo sejam zero.) 
Um xeque excêntrico deixou um testamento no qual um reba- 
nho de camelos deve ser distribuído entre seus três filhos: Tarek 
deverá receber no mínimo metade do rebanho, Sharif deverá 
receber no minimo 1/3 e Maísa ficará com no minimo 1/9, O 
restante deve ser doado como caridade. O testamento não espe- 
cifica o tamanho do rebanho, mas cita que o número de camelos 
é impar ¢ que a instituição de caridade escolhida receberá exa- 
tamente um camelo, Use PLI para determinar quantos camelos 
o xeque deixou como herança e quantos cada filho recebeu. 


Um casal de fazendeiros está enviando seus três filhos ao mercado 
para vender 90 maçãs com o objetivo de educa-los nas finanças 
e nos números. Karen, a mais velha, carrega 50 maçãs; Bill, o do 
meio, carrega 30, e John, o mais novo, carrega somente 10, Os pais 
estipularam cinco regras: 1) o preço de venda é $ 1 por 7 maçãs ou 
$3 por | maçã. ou uma combinação dos dois preços: 2) cada filho 
pode optar por uma ou por ambas as alternativas de preço de ven- 
da;3) cada um dos três filhos deve voltar com exatamente a mesma 
quantia de dinheiro; 4) a renda de cada filho deve ser em dólares 
redondos (não são permitidos centavos); 5) a quantia recebida por 
cada filho deve ser a maior possivel sob as condições estipuladas. 
Dado que os três filhos conseguem vender tudo que têm, 
use PLI para mostrar como eles podem cumprir as condições 
impostas pelos pais. 
Era uma vez um capitão de um navio mercante que queria recom- 
pensar três membros de sua tripulação pela coragem que haviam 
tido em salvar a carga do navio durante uma tempestade inespe- 
rada em alto-mar. O capitão reservou certa soma de dinheiro na 


| 
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tesouraria e instruiu o imediato a distribuí-la igualmente entre os 
três marinheiros após a chegada do navio ao litoral, Uma noite, 
sem que os outros soubessem, um dos marinheiros foi à tesoura- 
na e decidiu pedir um adiantamento de um terço (egiitativo) do 
valor que lhe cabia. Após o imediato ter dividido o dinheiro em 
três partes iguais, sobrou uma moeda, que o marinheiro resolveu 
conservar com ele (além do um terço do dinheiro que lhe cabia). 

Na noite seguinte, o segundo marinheiro teve a mesma 
idéia e, repetindo a mesma divisão em três partes do dinheiro 
que restou, também ficou com uma moeda extra. 


Na terceira noite, o terceiro marinheiro também pegou um 
terço do que sobrou e mais uma moeda extra que não podia ser 
dividida. Quando o navio chegou ao litoral, o imediato dividiu 
o restante do dinheiro igualmente entre os três marinheiros e 
novamente sobrou uma moeda. 


Para simplificar as coisas, o imediato deixou a moeda extra de 

lado e deu aos marinheiros suas quotas iguais designadas, No ini- 
cio, quanto dinheiro havia no cofre? Formule a questão como um 
problema de PLI e ache a solução. (Sugestão: o problema tem 
um número infinito contável de solução inteiras. Por conveniên- 
cia, considere que estamos interessados em determinar a menor 
soma de dinheiro que satisfaça as condições do problema. Então, 
incrementando a soma resultante com a adição de 1, adicione-o 
como um limite inferior e obtenha a menor soma seguinte. Con- 
tinuando dessa maneira, será desenvolvido um padrão geral de 
solução.) 
(Weber, 1990) Você tem as seguintes palavras de três letras; 
AFT,FAR, TVA, ADV JOE, FIN, OSF e KEN, Suponha que de- 
signemos valores numéricos ao alfabeto começando com A = | 
e terminando com Z = 26. O valor de cada palavra equivale à 
soma dos códigos numéricos de suas três letras. Por exemplo, o 
valor de AFT é 1 + 6 + 20 = 27. Você deve selecionar cinco das 
oito palavras dadas que resultam na máxima contagem total. Si- 
multancamente, as cinco palavras selecionadas devem cumprir 
as seguintes condições: 


Soma de eu E [a de ires $ l Soma de | 


da 1º letra da 2* letra da 3º letra 


Formule a questão como um problema de PLI e ache a so- 
lução ótima. 
Resolva o Problema 7 dado que, além da soma total ser a maior, 
a soma da coluna 1 e a soma da coluna 2 também serão as maio- 
res. Ache a solução ótima. 
(Weber, 1990) Considere os dois grupos de palavras mostrados 
na Tabela B. 


Tabela B 

Grupo 1 Grupo 2 
AREA ERST 
FORT FOOT 
HOPE HEAT 
SPAR PAST 
THAT PROF 
TREE STOP 


Todas as palavras dos grupos | e 2 podem ser formadas com 
as seguintes nove letras: A, E, F, H, O, P, R, $ e T. Desenvolva um 
modelo para designar um valor numérico unico de | a 9 a essas 
letras de modo tal que a diferença entre as contagens totais dos 
dois grupos seja tão pequena quanto possível. (Observação: a 
contagem para uma palavra é a soma dos valores designados 
a suas letras individuais.) 


*10. A Record-a-Song Company contratou uma estrela em ascensão 


para gravar oito canções. As durações das diferentes canções 
são 8,3,5,5,9,6,7 e 12 minutos, respectivamente, A Record-a- 
Song usa os dois lados de uma fita cassete para fazer a gravação, 
Cada lado tem capacidade de 30 minutos. A empresa gostaria 


“Os problemas 3 a 6 foram adaptados de Malba Tahan, El diombre que calculaba. México: Limusa, 1994, p. 39-182, 
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de distribuir as canções nos dois lados de modo tal que os com- 
primentos das canções em cada lado fossem aproximadamente 
os mesmos. Formule a questão como um problema de PLI e 
ache a solução ótima. 

11. No Problema 10, suponha que a natureza das melodias imponha 
que as canções 3 e 4 não possam ser gravadas no mesmo lado. 
Formule a questão como um problema de PLI. Seria possível 
usar uma fita de 25 minutos (cada lado) para gravar as oito can- 
ções! Se não for possível, use PLI para determinar a capacidade 
minima da fita necessária para fazer a gravação. 

“12. (Graves et al., 1993) A Ulern University usa um modelo ma- 
temático que otimiza as preferências dos estudantes levando 
em consideração a limitação das salas de aula e dos recursos da 
faculdade. Para demonstrar a aplicação do modelo, considere o 
caso simplificado de dez estudantes que devem selecionar dois 
cursos eletivos entre os seis oferecidos. A Tabela C apresenta 
contagens que representam a preferência de cada estudante 
para cursos individuais, sendo que a contagem 100 é a mais alta. 
Para simplificar, considera-se que a contagem de preferência 
para uma seleção de dois cursos é a soma das contagens indivi- 
duais. A capacidade do curso é o número máximo de estudantes 
que poderão assistir às aulas. 


Tabela € 
Contagem de preferências por curso 

Estudante Í 2 3 4 5 6 
1 20 50 30 90 100 
2 90 100 SU) 70 10 Ai) 
3 25 40 30 80) 95 90 
4 80 50 60 80 30 40 
5 75 60 90 100 50 40 
6 60 40) 9) 10 80 80 
7 45 40) 70 60 55 60) 
S 30 100 40 70 90) 55 
9 80 60 100 70 65 80) 
10 40 60 80 100 90 10 

C apacidade 6 g 5 5 6 5 

do curso 


Formule a questão como um problema de PLI e ache a solução 
ótima. 


9.1.2 Problema de cobertura 


Nessa classe de problemas, várias instalações oferecem servi- 
ços sobrepostos a várias localidades. O objetivo é determinar o 
número mínimo de instalações que cobrirão (isto é, satisfarão as 
necessidades) cada localidade. Por exemplo, estações de tratamen- 
to de água podem ser construídas em vários locais, sendo que cada 
uma atenderia a um conjunto diferente de cidades. À sobreposição 
surge quando uma dada cidade pode receber serviços de mais de 
uma estação. 


Exemplo 9.1-2 (Instalação de telefones de segurança) 


Para promover a segurança no campus, o Departamento de Se- 
gurança de uma universidade iniciou um processo de instalação de 
telefones de emergência em locais selecionados. O departamento 
quer instalar o número minimo de telefones, contanto que cada uma 
das ruas principais do campus seja atendida por no minimo um tele- 
fone. A Figura 9.1 mapeia as ruas principais (A a A) do campus. 

É lógico colocar os telefones em cruzamentos de ruas, de modo que 
cada telefone atenda no mínimo duas ruas. A Figura 9.1 mostra que o 
layout das ruas requer um máximo de oito localizações de telefones. 


Pesquisa operacional 


Defina-se 
“|. se um telefone for instalado no local j 
“10, caso contrário 


As restrições do problema requerem a instalação de no mínimo um 
telefone em cada uma das 11 ruas (À a A). Assim, o modelo se torna 


Minimizar z= Xx, ++, ELA HAHA, +, 

sujeito a | 

(Rua A) 
(Rua £) 
(Rua €) 
(Rua D) 
(Rua E) 
(Rua F) 
(Rua G) 
(Rua F} 
(Rua f) 
(Ruas) 
(Rua K} 


Xt x 
X, +X, 


PE A wW Ww qa 


me Ty W wW W 


ui 
E 


[if 


x, +X, 


x,=(0,1),j=1,2,...,8 


Figura 9.1 
Mapa de ruas do campus da universidade 


E Rua A a Rua B ER 


Rua G 


A solução ótima do problema requer instalar quatro telefones 
nos cruzamentos 1,2,5 € 7, 


Comentários. Em sentido estrito, problemas de cobertura são carac- 
terizados por: 1) as variáveis x, j = 1,2,..., são binárias; 2) os coefi- 
cientes do lado esquerdo das restrições são O ou 1;3) o lado direito 
de cada restrição é da forma (2 1); e 4) a função objetivo minimiza 
CX HEN +... +cx,emquec > U para todo j = 1, 2,..., n. Neste 
exemplo, c, = 1 para todo j. Se c representar o custo de instalação no 
local j, então esses coeficientes podem assumir valores que não sejam 
|. Variações do problema de cobertura incluem condições adicionais 
de lado, como mostram algumas das situações do Conjunto de Pro- 
blemas 9.1 B. 


Momento AMPL 


A Figura 9.2 apresenta um modelo geral em AMPL para qual- 
quer problema de cobertura (arquivo amplEx9.1-2.1xt). A formulação 
é direta, logo que a utilização de conjunto indexado seja entendida 
(veja Seção A.4). O modelo define street como um conjunto (co- 
mum) cujos elementos são A a K. Em seguida, o conjunto indexado 
corner {street} define as esquinas como uma função de rua, Com 
esses dois conjuntos, as restrições do modelo podem ser formuladas 
diretamente. Os dados do modelo dão os elementos dos conjuntos 
indexados que são específicos para a situação do Exemplo 9.1-2. Qual- 
quer outra situação é tratada com a alteração dos dados do modelo. 
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Figura 9.2 O objetivo é determinar a menor distância necessária para 
Modelo geral em AMPL para o problema de cobertura (arquivo fazer as entregas diárias aos cinco clientes. Embora a solução pos- 
ampl Ex 9.1-2.0xt) sa resultar no atendimento de um cliente por mais de uma rota, a 
fase de implementação usará somente uma dessas rotas. Formule 
=== === qu a o li Example 9.]-2-=--=- ==. -=0 00.0... ma E Pes | de PLI e acl “olucão tim: 
a questão como um problema de PLI e ache a solução ótima. 
param n; fmaximum number of corners 


*2. Uma universidade pretende formar um comitê para tratar das 
reclamações dos estudantes. À administração quer que o comitê 
seja composto por ao menos uma mulher, um homem, um estu- 
dante, um administrador e um membro da faculdade, Dez indi- 
víduos (identificados, para simplificar, pelas letras A a J foram 
indicados. O mix desses indivíduos nas diferentes categorias é 


Lol Street: 

set corneri 

var x(1..njbinary; 

minimize z; sum {j in Ll. vn} xiij]; 


subject to limit {i in street): 


street); 


sum (j in corner(i)} x[5]>=1; i 
atá j | a apresentado na Tabela F. 
ates 
param n:=6B; Tabela F 
et street:=A BCDE RF GH J Kẹ a . ye. 
nce e pe E EA : OI Categoria Individuos 
set corner[AJ:=1 4; 
set corner [B] :22 3: Mulheres ab ed e 
set corner [C]:=4 5; Homens fg h, ij 
set corner [D]:=7 &; Estudantes a, b,c, J 
set corner [E]:=5 7; Administradores ef 
set corner [F]:=2? 6: Membros da faculdade dg hi 
set corner [G)]:=1 6; 
set corner |HJ:=d 7; A universidade em questão quer formar o menor comitê que 
set corner [1Il:=Z 4; tenha representação de cada uma das cinco categorias. Formule 
set corner [JJi=a 8; a questão como um problema de PLI e ache a solução ótima. 
set corner [K]:=3 3; oe Ss h Jo Sa a eee Pe Poe 
ox [K] 3. A zona metropolitana de Washington inclui seis cidades que 


precisam de serviço de ambulância. Devido à proximidade de 
algumas das cidades, uma única estação pode atender a mais 
de uma comunidade. A estipulação é que a estação deve estar a 
menos de 15 minutos de carro das cidades que atende. À Tabela 
G dá os tempos de carro, em minutos, entre as seis cidades. 


option solver cplex: 
solve: 


display z,X: 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.1B | 
Tabela G 


*L A ABC é uma empresa de caminhões de transporte que entre- 
ga diariamente cargas menores do que a capacidade total dos 
caminhões a cinco clientes A Tabela D apresenta os clientes 
associados com cada rota, 


Tempo em minutos de taj 


ita O 23 4 BE D0 2 
Rota Clientes atendidos na rota 2 23 0 24 13 22 11 
3 l4 24 0 60 19 20 
l 1,2,3,4 4 18 13 60 0 55 17 
2 4,3,5 5 10 22 19 55 0 12 
3 1,2,5 6 32 11 20 17 12 0 
4 pa Hi 
: o Formule a questão como um problema de PLI cuja solução 
peas produzirá o menor número de estações bem como as respecti- 
vas localizações. Ache a solução ótima, 
Os segmentos de cada rota são ditados pela capacidade do Figura 9.3 : 
caminhão que está fazendo as entregas. Por exemplo, na rota 1, a Layout do museu para o Problema 4, Conjunto 9.10 


capacidade do caminhão é suficiente para entregar cargas apenas 
aos clientes 1,2,3 e 4.A Tabela E apresenta uma lista de distâncias 
(em milhas) entre o terminal de caminhões (ABC) e os clientes. 


Tabela E 


Milhas de raj 


| 

2 2 

3 Hd $ 

4 9 17 21 15 ü 1] 4. Os tesouros do rei Tut estão em exposição em um museu em 
5 g 10 20 E |1 0 Nova Orleans. O layout do museu é mostrado na Figura 9.3, 


com as diferentes salas ligadas por portas abertas. Um guarda 
postado em uma porta pode vigiar duas salas adjacentes. O 
museu quer garantir a presença de guardas em todas as salas 
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usando o menor número possível de pessoas, Formule a questão 
como um problema de PLI e ache a solução ótima. 


5. Bill concluiu recentemente seus exames referentes ao ano aca- 
dêmico e quer celebrar assistindo a todos os filmes que estão 
sendo apresentados em salas de cinema, na cidade onde mora e 
em seis outras cidades vizinhas. Se ele viajar para outra cidade, 
ficará ali até ter assistido a todos os filmes que quer. À Tabela H 
dá informações sobre a oferta de filmes e a distância da viagem 
de ida e volta até a cidade vizinha. 


Tabela H 
Localização Ofertas Distância da viagem Custo por 
do cinema de filmes de ida e volta sessão (5) 
Na cidade 1.3 ü 7,95 
Cidade A 1,6,8 25 5,50 
Cidade B 2,5,7 30 5,00) 
Cidade C 1,8,9 28 7,00 
Cidade D 2,4,7 40) 4,95 
Cidade E 1,3,5,10 35 5,25 
Cidade F 4,5,6,9 32 6,75 


O custo da viagem de carro é de 75 centavos por milha. Bill 
deseja determinar as cidades que precisa visitar para ver todos 
os filmes e, ao mesmo tempo, minimizar o custo total, 

6. A Walmark Stores está em processo de expansão no oeste dos Es- 
tados Unidos Durante o próximo ano, a empresa está planejando 
construir novas lojas que atenderão a dez comunidades geografica- 
mente dispersas A experiência anterior indica que uma comunidade 
deve estar à menos de 25 milhas de uma loja para atrair clientes. Além 
disso, a população de uma cidade desempenha um importante papel 
na localização de uma loja, no sentido de que comunidades maiores 
geram mais clientes participantes A Tabela | fornece as populações 
bem como as distâncias (em milhas) entre as comunidades 


Tabela | 


Milhas da comunidade / à comunidade j 


10 População 


| 20 40 35 17 24 50 58 33 12 10.000 
2 20 23 68 40 30 20 19 70 40 15.000 
3 49 23 36 70 22 45 30 21 80 28.000 
4 35 68 36 70 80 24 20 40 10 30.000 
5 17 40 70 7 23 70 40 13 40 = 40,000 
6 24 30 22 80 23 I2 14 50 50 30.000 
7 30 20 45 24 W 1 26 40 3 20.000 
& 38 19 30 20 40 14 26 20 50 15.000 
9 33 70 21 40 13 50 40 20 22 = 60.000 
10 12 40 80 10 40 50 30 5) 22 12.000 


A idéia é construir o número mínimo de lojas, levando em 
conta as restrições de distância e a concentração da população. 
Especifique as comunidades onde as lojas devem ser localizadas. 
(Guéret et al., 2002, Seção 12.6) A MobileCo esta destinando 
um orçamento de 15 milhões de dólares para a construção de 
até sete estações transmissoras para cobrir a máxima população 
possível em 15 comunidades geográficas contíguas. As comuni- 
dades cobertas por cada transmissora e os custos de construção 
previstos em orçamento são dados na Tabela J. 


+7 


Tabela J 
Transmissora Comunidades cobertas Custo (milhões $} 
| l 1 2 3,60 | 
2 2,3,5 2,30 
3 1,7.9, 10 4.10 
4 4,6,8,9 3,15 
5 6,7,9,1] 2.80 
6 5, 7, 10, 12,14 2.65 
7 12,13,14,15 3,10 


Pesquisa operacional 


A Tabela K dá as populações das diferentes comunidades, 


Tabela K 
DDBBBGOSODDPEDE 


Comunidade 


População | 
(mil) 3 E 12]7/5/16 


Quais das transmissoras propostas devem ser construídas? 


8. (Gavernini et al., 2004) Em redes elétricas modernas, relógios 
automatizados substituem o sistema de leitura manual de con- 
sumo de energia elétrica, que é caro e demanda grande quan- 
tidade de mão-de-obra. No sistema automatizado, os relógios 
de diversos clientes estão ligados sem fio a um único receptor. 
O relógio envia sinais mensais a um receptor designado para 
informar o consumo de energia elétrica do cliente. Em seguida, 
o receptor envia os dados a um computador central, que gera 
as contas de energia elétrica. O problema se reduz a determi- 
nar o número mínimo de receptores necessários para atender a 
certa quantidade de clientes. Na vida real, o problema abrange 
milhares de relógios e receptores. Contudo, para a finalidade 
deste problema, considere o caso de 10 relógios c 8 receptores, 
usando a configuração da Tabela L. 


Tabela L 
Repo 1 [2 |s] aJs | s [7] 8 
[125[259]5.07f.9.105.68[1.479/450]1a8 


Determine o número minimo de receptores. 


Relógios 


9 Resolva o Problema & se, além de tudo, cada receptor puder 
manipular no máximo três relógios. 


9.1.3 Problema de carga fixa 


O problema de carga fixa trata de situações para as quais a ati- 
vidade econômica incorre em dois tipos de custos: uma taxa inicial 
“fixa”, que deve ser incorrida no início da atividade; e um custo variá- 
vel, que é diretamente proporcional ao nível da atividade. Por exem- 
plo, a preparação e o ajuste inicial das ferramentas de uma máquina 
antes de iniciar a produção incorrem em um custo fixo de prepara- 
ção independentemente da quantidade de unidades fabricadas. Uma 
vez concluída, o custo da mão-de-obra e material é proporcional à 
quantidade produzida. Dado que F é a carga fixa, c é o custo unitário 
variável, c x é o nivel de produção, a função custo é expressa como 


Clj= F+ex, se x>0 
: Ü, caso contrário 


A função C(x) é intratável analiticamente porque envolve uma 
descontinuidade em x = 0,0 exemplo seguinte mostra como variá- 
veis binárias são usadas para eliminar essa intratabilidade. 


Exemplo 9.1-3 (Escolha de uma empresa de telefonia) 


Três empresas de telefonia me consultaram para que eu assi- 
nasse seus serviços de longa distância. A MaBell cobrará uma taxa 
fixa de $ 16 por mês, mais $ 0,25 por minuto. A PaBell cobrará 
$ 25 por mês, mas reduzirá o custo por minuto para $ 0,21. Quanto à 
BabyBell, a taxa fixa mensal é $ 18 e o custo por minuto é $ 0,22. De 
modo geral, gasto uma média mensal de 200 minutos em chamadas 
de longa distância. Considerando que cu não pague a taxa fixa men- 
sal, a menos que cu faça chamadas e as distribua entre todas as três 
empresas à vontade, como cu poderia usar as três empresas para 
minimizar minha conta telefônica mensal? 

Esse problema pode ser resolvido prontamente sem PLI. Entretan- 
to, é instrutivo formulá-lo com um problema de programação inteira. 

Definam-se 


x, = minutos de chamadas de longa distância por més pela MaBell 


x, = minutos de chamadas de longa distancia por mês pela PaBell 


Capitulo 9 Programação linear inteira 


x, = minutos de chamadas de longa distância por mês pela BabyBell 
v=lsex>0e0sex =0 
m=1Isex,>0c0sex,=0 
y,=lsex,>0e0sex,=0 

Podemos garantir que y, sera igual a | se x, for positiva usando 
a restrição 


x SMysj=1, 2,3 


OQ valor selecionado de M deve ser suficientemente grande, de 
modo a não restringir a variável x, artificialmente. Como faço apro- 
ximadamente 200 minutos de chamadas por mês, então x, £ 200 para 
todo j, e é seguro selecionar M = 200, 

O modelo completo é 


Minimizar z = 0,25x, + O21x, + 0,22x, + 16y, + 25y, + 18y, 
sujeito a 
x +X,+4,=200 


x, < 200y, 
Xi = 200y, 
X, < 200y, 
Xpt, 20 

Poa) =(0,1) 


A formulação mostra que a j-ésima taxa fixa mensal sera parte 
da função objetivo z somente se y, = 1,0 que só pode acontecer se 
x,>0 (conforme as últimas três restrições do modelo), Se x, = U na 
solução ótima, então a minimização de z, aliada ao fato de que o coefi- 


ciente na função objetivo de y ser estritamente positivo, obrigará y, 


a ter valor zero, como desejado. 

A solução ótima é x, = 200, y, = 1, e todas as variáveis restan- 
tes iguais a zero, o que mostra que a Baby Bell deve ser seleciona- 
da como minha provedora de longa distância. Lembre-se de que a 
informação transmitida por y, = | é redundante porque o mesmo 
resultado é obtido por x, > 0 (= 200). Na verdade, a principal razão 
para usar y, ¥, € y, é levar em conta a taxa fixa mensal. De fato, as 
três variáveis binárias convertem um modelo (não linear) malcom- 
portado em uma formulação tratável analiticamente. Essa conver- 
são resultou na introdução das variáveis inteiras (binárias) em um 
problema que, em caso contrário, seria continuo, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.1€ 


1. A Leatherco foi contratada para fabricar lotes de calças, coletes e 
jaquetas. Cada produto requer uma preparação especial das má- 
quinas, necessária para os processos de fabricação. À Tabela M 
apresenta os dados pertinentes referentes à utilização de matéria- 
prima (couro) e mão-de-obra, junto com estimativas de custo e 
receita. O fornecimento atual de couro é estimado em 3.000 pés 
c a mão-de-obra disponível está limitada a 2.500 horas. 


Tabela M 


Calças Coletes Jaquetas 


Couro por unidade (pés”) 5 3 & 
Tempo de mão-de-obra 

por unidade (horas) 4 3 5 
Custo de produção por unidade (5) 30 20 80 
Custo de preparação do 

equipamento por lote (3) 100 80 150 
Preço por unidade (3) 60 40 120 
Numero minimo de 

unidades necessárias 100 150 200 


Determine o número ótimo de unidades que a Leatherco 
deve fabricar de cada produto. 


*2. A Jobco está planejando produzir no minimo 2.000 componen- 
ies em três máquinas. O tamanho minimo do lote em qualquer 
maquina é de 500 componentes. A Tabela N a seguir apresenta 
os dados pertinentes da situação. 
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Tabela N 
Custo de Capacidade 
Maguna: GR produção/unidade (unidades) 
l 300 2 600 
2 100 10 800 
3 200 5 1200 


Formule a questão como um problema de PLI e ache a so- 
lução ótima. 
*3. A Oilco está considerando dois locais potenciais de perfuração 
para atingir quatro alvos (possíveis poços de petróleo). A Tabela 
O apresenta os custos de preparação para cada um dos locais e o 
custo de perfuração do local į para o alvo j (i = 1,2;j= 1,2,3,4). 


Tabela O 
Custo de perfuração 
(milhões $) para o alvo Custo de preparação 
Local I 2 3 Fi (milhões $} 
| 2 l 8 5 5 
2 4 6 3 | 6 


Formule a questão como um problema de PLI e ache a so- 
lução ótima. 

4. ‘lrés áreas industriais estão sendo consideradas como locais para 
instalação de fábricas cujas produções serão enviadas a três 
clientes, As quantidades fornecidas pelas fábricas, a demanda 
dos clientes e o custo unitário de transporte das fábricas até os 
clientes são dados na Tabela P. 


Tabela P 


Custo unitário de transporte ($) 


Fornecimento Fábrica 


Cliente 


1 10 15 12 1.800 

2 17 [4 20) 1.400 

3 15 10 11 1.300 
Demanda 1.200 1.700 1.600 


Além dos custos de transporte, são incorridos custos fixos 
a taxas de $ 12.000, $ 11.000 e $ 12.000 para as fábricas 1,2 e 3, 
respectivamente. Formule a questão como um problema de PLI 
e ache a solução ótima. 
5. Repita o Problema 4 considerando que as demandas dos clien- 
tes 2 ¢ 3 sejam alteradas para S00, 


6. (Liberatore e Miller, 1985) Uma instalação industrial utilizará 
duas linhas de produção para fabricar três produtos nos próxi- 
mos seis meses. Demandas pendentes não são permitidas, mas 
pode haver excesso de estoque de um produto para atender à 
demanda em meses posteriores, À Tabela O apresenta os da- 
dos associados com a demanda, produção e armazenagem dos 
três produtos. 


Tabela Q 


Custo mensal de 
estocagem por Estoque 
unidade ($)/més inicial 


Demanda no periodo 


Produto [| 2 3 4 5 6 


| 50 30 40 60 20 45 0,50 55 
2 40 60 50 30 30 55 0,35 75 
3 30 40 20 70 40 30 0,45 60 
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Ha um custo fixo para trocar a linha de um produto para 
outro. As tabelas R e S dão os custos de troca, as taxas de pro- 
dução e o custo unitário de produção para cada linha, 


Tabela R 
Custo de troca de linha (3) 


Produto Í Produto 2 Produto 3 


Linha 1 200 180 300 
Linha 2 250 200 174 
Tabela 5 
Taxa de produção Custo unitário de 
(unidades mês) produção ($) 
Produto Produto Produto Produto Produto Produto 
| 2 3 ! 2 3 
Linha | 40 60) 80 10 8 15 
Linha 2 90 70 60 12 6 10 


Desenvolva um modelo para determinar a programação 
ótima de produção. 

7. (Jarvis et al., 1978) Sete cidades estão sendo consideradas como 
localizações potenciais para a construção de no máximo quatro 
estações de tratamento de esgoto. A Tabela T apresenta os da- 
dos para a situação, As ligações que estão faltando representam 
uma tubulação que não pode ser construida. 


Tabela T 


Custo ($) da construção de tubulação para 
1.000 galoes/hora de capacidade entre cidades 


Para 


| 100 200 50 
2 120 150 
3 400 120 90 
4 120 120 
5 200 100 200 
6 110 180 70 
7 200) 150 
Custo (milhões $) 
da construção da 

estação 100 1,20 2,00 1,60 1,80 0,90 1,40 
População (mil) 50 100 45 90) 75 60 30 


A capacidade de uma tubulação (em galões por hora) é 
uma função direta da quantidade de esgoto gerado, que é uma 
função das populações atendidas. Aproximadamente 500 galões 
por 1,000 residentes são descarregados no sistema de esgoto por 
hora. A capacidade maxima da estação é 100.000 galões/hora. 
Determine a localização e a capacidade ótimas das estações. 


8. (Brown et al, 1457) Uma empresa usa quatro caminhões- 
tanques especiais para entregar quatro produtos de gasolina a 
clientes. Cada tanque tem cinco compartimentos com diferentes 
capacidades: 500, 750, 1.200, 1.500 e 1.750 galões. As demandas 
diárias dos quatro produtos são estimadas em 10, 15, 12 e § mil 
galões, Quaisquer quantidades que não possam ser entregues 
pelos quatro caminhões da empresa devem ser subcontratadas 
a custos adicionais de 5, 12,8 e 10 centavos por galão para os 
produtos 1, 2,3 e 4, respectivamente. Desenvolva a programa- 
ção diária ótima de carregamento para os quatro caminhões 
que minimizará o custo adicional de subcontratação. 


9, Um domicílio usa no minimo 3,000 minutos de chamadas te- 
lefônicas de longa distância por mês e pode optar por utilizar 
os serviços de qualquer uma entre três empresas: A, Be CLA 
empresa A cobra uma taxa fixa mensal de $ 10 e 5 centavos por 
minuto para os primeiros 1.000 minutos, e 4 centavos por minu- 
to para todos os minutos adicionais. À taxa mensal da empresa 
B é $ 20 com 4 centavos lixos por minuto. À empresa C cobra 


Pesquisa operacional 


uma taxa de $ 25 por més, 5 centavos por minuto para os pri- 
meiros 1.000 minutos e 3,5 centavos por minuto que ultrapassar 
esse limite. Qual empresa deve ser selecionada para minimizar 
a cobrança mensal? 

*10.(Barnett, 1987) O Professor Yataha precisa programar seis 
viagens de ida e volta entre Boston e Washington, D.C. A rota 
é atendida por três companhias aéreas: Eastern, US Air e Con- 
tinental, e nao há nenhum prejuízo na compra de bilhetes de 
uma só via. Cada companhia aérea oferece milhas de bônus 
para viajantes assíduos. À Eastern dá 1,000 milhas por bilhete 
(de uma via) mais 5.000 milhas extras se o número de bilhetes 
em um mês chegar a 2, e mais 5.000 milhas se o número de 
bilhetes ultrapassar 5. A Us Air dá 1.500 milhas por viagem, 
mais 10.000 extras para cada 6 bilhetes. À Continental dá 1.800 
milhas mais 7.000 extras para cada 5 bilhetes. O Professor Ya- 
taha deseja distribuir as 12 passagens aéreas de uma só via 
entre as três linhas aéreas para maximizar o número total de 
milhas de bônus recebidas. 


9.1.4 Restrições ou-ou e se-então 


No problema de carga fixa (Seção 9.1.3), usamos variáveis bi- 
nárias para lidar com a descontinuidade na função objetivo custo. 
Nesta seção, lidaremos com modelos nos quais as restrições não são 
satisfeitas simultancamente (ou-ou) ou são dependentes (se-então), 
novamente usando variáveis binárias À transformação não muda 
a natureza de ‘ou’ ou de ‘dependência’ das restrições. Ela simples- 
mente usa um truque matemático para apresentá-las no formato 
desejado de restrições e”. 


Exemplo 9.1-4 (Modelo de determinação de sequência 
de tarefas) 


A Jobeo usa uma única máquina para processar três tarefas. Os 
tempos de processamento, bem como os prazos de execução (em 
dias) para cada tarefa, são dados na Tabela 9.2. Os prazos de execu- 
ção de cada tarefa são medidos a partir do zero, o tempo de início 
presumido da primeira tarefa. 


Tabela 9.2 Tempos de processamento e prazos de execução 


Tempo de Prazo de Multa por 

Tarefa processamento (dias) execução (dias) atraso Wdia 
| 5 25 19 
2 20 22 12 
3 15 35 34 


O objetivo do problema é determinar a seqiiéncia que resulte 
na multa minima por atraso para o processamento das três tarefas. 
Defina-se 


x,= data de início em dias para a tarefa j (medida a partir do zero) 


O problema tem dois tipos de restrições: as restrições de não- 
interferência (que garantem que duas tarefas não sejam processa- 
das concorrentemente) e as restrições de prazo de execução. Em 
primeiro lugar, considere as restrições de não-interferência. 

Duas tarefas, į e j, com tempos de processamento p, e p, não 
serão processadas concorrentemente se x, = x, + p ou x 2 x. +p, 
dependendo de a tarefa j preceder a tarefa é, ou vice-versa. Como 
todos os problemas de programação matemática tratam somente de 
restrições simultâneas, transformamos as restrições ou-ou introdu- 
zindo a seguinte variável binária auxiliar: 

-Jlsei proceder j 
“U |0 sej proceder é 


Para M suficientemente grande, a restrição ou-ou é convertida 
nas duas restrições simultâneas seguintes: 


My, + (x,-x) 2p,e MO -y+ @,-x) 2p 


f 


Capitulo 9 Programação linear inteira 


A conversão garante que só uma das duas restrições pode ser 
ativa a qualquer tempo. Se y, = Ü, a primeira restrição é ativa e a 
segunda é redundante (porque seu lado esquerdo incluirá M, que é 
muito maior do que p ). Se y, = 1, a primeira restrição é redundante 
e a segunda é aliva. 

Em seguida, consideramos o prazo de execução. Dado que d é 
o prazo de execução para a tarefa j, seja s, uma variável irrestrita. 
Então, a restrição associada é 

X+p+s=d, 
ses 2 0, o prazo de execução é cumprido, e se s, < 0, é aplicada 
uma multa por atraso. Usando a substituição 
5,=5,-s', 57,57 20 
i I l AEE abe 
a restrição se torna 
X, + a = ap. 


O custo da multa por atraso é proporcional a s/. 
O modelo para o problema é 


Minimizar z = 19s" + 1257 + 345; 


sujeito a 


tar + My, 2 20 
=X, tG — My, 25-M 
X, = + My 215 
=X +X, - My,, 25-M 
X=, + My, 215 
-X,+ X - My,, 220-M 
x, S-S =25-5 
X, +S -5 =22 -20 
x +87—s7=35—-15 


Kis kis ye da a ep U 
Via Sy Yn" (0, 1) 


As variáveis inteiras, y, ¥,, € ¥,,.$d0 introduzidas para conver- 
ter as restrições ou-ou em restrições simultâneas. O modelo resul- 
tante é de PLI mista. 

Para resolver o modelo, escolhemos M = 100, um valor que é maior 
do que a soma dos tempos de processamento para as três atividades. 

A solução ólima é x, = 20,x,=0e x, = 25. Isso significa que a ta- 
refa 2 começa no tempo 0, a tarefa | começa no tempo 20 e a Tarefa 
à começa no tempo 25,0 que dá a sequência ótima de processamen- 
to2— 1 = 3.A solução recomenda concluir a tarefa 2 no tempo O + 
20 = 20, a tarefa 1 no tempo 20 + 5 = 25, e a tarefa 3 em 25 + 15 = 
40 dias. À tarefa 3 sofre um atraso de 40 — 35 = 5 dias em relação ao 
prazo de execução a um custo de 5 x $ 34 = $ 170. 


Momento AMPL 


O arquivo amplEx9.1-4.txt fornece o modelo em AMPL para o 
problema do Exemplo 9.1-4. O modelo é auto-explicativo porque 
é uma tradução direta do modelo matemático geral que acabamos 
de dar. Ele pode manipular qualquer número de tarefas mudando 
os dados de entrada. Observe que o modelo é uma função direta 
dos dados brutos: tempo de processamento p, prazo de execução d 
e multa por atraso perDayPenalty. 


Exemplo 9.1-5 (Modelo de determinação de sequência 
de tarefas revisitado) 


No Exemplo 9.1-4, suponha que tenhamos a seguinte condição 
adicional: se a tarefa é precede a tarefa j, então a tarefa k deve pre- 
ceder a tarefa m. Matematicamente, essa condição se-então é tra- 
duzida como 
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- < ão x < 
sex, +p Sx entao x, + p, SX, 


Dados e > 0 e infinitesimalmente pequeno, é M suficientemente 
grande, essa condição é equivalente às duas restrições simultâncas 
seguintes: 


x-(x+p)sMOI-w)-E 
(x, +pj-x SM. 
w=(0.1) 


Sex + p, £x, então y,- (x + p)=>0,0 que requer w = 0, e a se- 
gunda restrição se torna x, + p, £x,. como desejado, Caso contrário, 
w pode assumir o valor O ou 1, caso em que a segunda restrição pode 
ser cumprida ou não, dependendo de outras condições do modelo. 


Figura 9.4 
Modelo em AMPL do problema da determinação da sequência de 
tarefas (arquivo amplEx9.1-4.txt) 


E ia st a i Example: Sul-d=e======== === —= 
para Il; 

E qa E = La r z 

set J=11..n!; Al 15 the same as J 


param d{I}; 
param perDayPenalty{I}; 
param M=1000; 


var x(J)j>=0: fcontinuous 
var ¥il,J} binary; #0-1 
var sMinus{J}>=0; # s=sMinus-sPlus 


var SPlus{J}2>=-0; 
minimize penalty: sum {j in J} 
perDayPenalty[j]*sPlus[j]; 

subject to 

eitherOrl{i in I,j in dri<>j}: 
M*y[1,3)+x{1)-x[9)} =p]; 

eitherOr2{i in 1,5 Fin 
M*{i-v[ai, 

dueDate{j in epee pane) i] -sPl 

data; 


J} ae = J ae E a ne [3]: 
+49) x[1]>=p [3 A 
iL: 
1 é 


s [3]=dlgjl-plal; 


param n;=3; 
param g 

param di= 
param perDayPenalty := 1 
option solver cplex; solve; 


display penalty,x; 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.1D 


*1. Um tabuleiro de jogo consiste em nove quadrados iguais. Você 
deve encher cada quadrado com um número entre 1 ¢ 9 de tal 
modo que a soma dos números em cada linha, cada coluna é 
cada diagonal seja igual a 15. Além disso, os números em todos 
os quadrados devem ser distintos. Use PLI para determinar a 
designação dos números aos quadrados. 


2. Uma máquina é usada para produzir produtos intercambiáveis. 
A máquina é capaz de fazer no máximo 20 unidades do produto 
le 10 unidades do produto 2, Alternativamente, a maquina pode 
ser ajustada para produzir no máximo 12 unidades do produto 1 
e 25 unidades do produto 2 por dia. A análise de mercado mostra 
que a máxima demanda diária dos dois produtos combinados é 
35 unidades. Dado que os lucros unitários para os dois produtos 
respectivos são $ 10 e $ 12, qual dos dois ajustes da máquina deve 
ser selecionado? Formule a questão como um problema de PLI e 
ache a solução ótima. (Observação: este problema bidimensional 
pode ser resolvido pela inspeção do gráfico da região de soluções, 
o que não acontece com um problema n-dimensional.) 
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*3. A Gapco fabrica três produtos cujos requisitos diários de mão- 
de-obra e matéria-prima são dados na Tabela U. 


Tabela U 
Mão-de-obra diária Matéria-prima diária 
Produto requerida (hora/unidade) requerida (Ib/unidade) 
| | 4 
2 + 3 
3 5 6 


Os lucros por unidade dos três produtos são $ 25, $ 30 e $ 22, 
respectivamente. A Gapco tem duas opções para localizar sua fa- 
brica. À diferença primordial entre as duas localizações é a disponi- 
bilidade de mão-de-obra e matéria-prima, como mostra a Tabela V. 


Tabela V 


Localização Mão-de-obra disponível 
por dia (horas) 


| 100 100 
90 120 


Matéria-prima 
disponível por dia (Ib) 


Ed 


Formule a questão como um problema de PLI e determine 
a localização ótima da fábrica, 
4. A Jobco Shop tem dez tarefas pendentes para processar em 
uma única máquina. A Tabela W dá os tempos de processamen- 
to e os prazos de execução. Todos os tempos são em dias, e o 
prazo de execução é medido a partir do tempo 0). 


Tabela W 

Tempo de Prazo de 
Tarefa processamento EXECUÇÃO 

| LO 20 

2 3 98 

3 13 100 

4 15 34 

5 9 50 

6 22 44 

T 17 32 

8 30 60) 

9 12 80 

10 l6 150 


Se a tarefa 4 preceder a tarefa 3, então a tarefa 9 deve preceder 
a tarefa 7. O objetivo é processar as dez tarefas no menor tempo 
possível. Formule a questão como um problema de PLI e determine 
a solução ótima modificando o arquivo do AMPL amplEx9.1]-4.txt. 


5. No Problema 4, suponha que a tarefa 4 não possa ser processa- 
da até que a tarefa 3 tenha sido concluída. Além disso, os ajustes 
da maquina para as tarefas 7 e 8 determinam que essas tare- 
fas têm de ser processadas uma após a outra (isto é, a tarefa 7 
sucede imediatamente ou precede imediatamente a tarefa 8). 
O objetivo da Jobco é processar as dez tarefas com o menor 
número possível de atrasos nos prazos de execução. Formule o 
modelo matematicamente e determine a solução ótima, 


6. A Jaco é proprietária de uma fábrica na qual são produzidos 
três produtos. Os requisitos de mão-de-obra è matéria-prima 
para os três produtos são dados na Tabela X. 


Tabela X 
Produto Mão-de-obra requerida Matéria-prima requerida 
por dia (hora'unidade) por dia (Iblunidade) 
| 3 4 
2 4 3 
3 5 6 
Disponibilidade 
diária 100 100 


Pesquisa operacional 


Os lucros por unidade para os três produtos são $ 25.5 30 
e $ 45, respectivamente, Se a fábrica quiser mesmo fabricar o 
produto 3, seu nivel de produção deve ser no minimo de cinco 
unidades diárias. Formule a questão como um problema de PLI 
mista e ache o mix ótimo. 


Figura 9,5 
Região de soluções para o Problema 9, Conjunto 9.1D 


7. A UPak é uma subsidiária de uma empresa de transporte que 
compõe as cargas totais ou parciais de seus veículos com cargas 
de variados clientes. Os clientes levam suas cargas até O termi- 
nal da Upak, onde elas são carregadas nos reboques, ¢ podem 
alugar espaços de até 36 pés. O cliente paga pelo exato espaço 
linear (em incrementos inteiros em pés) que sua carga ocupa. 
Não são permitidas cargas parciais, no sentido de que toda a 
carga de um cliente deve ser despachada no mesmo reboque. 
Uma barreira móvel, denominada “dique”, é instalada para se- 
parar diferentes carregamentos. A taxa por pés cobrada pela 
UPak depende do destino da carga: quanto mais longa a via- 
gem, mais alta a taxa. À Tabela Y dá os pedidos pendentes que 
a UPak precisa processar. 


Tabela Y 
Pedido | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


Tamanho (pés) 5 H é dy mo p 18 14 10 12 
Taxa ($) 120 93 70 85 125 104 98 130 140 65 


No momento, o terminal tem dois reboques prontos para 
carregar. Determine a prioridade dos pedidos que maximizará a 
renda total dos dois reboques (Sugestão: uma formulação usan- 
do x, binário para representar a carga é no reboque j é simples. 
Entretanto, o seu desafio é definir x, em pés com relação à carga 
ino reboque j. A restrição se-então é necessária para evitar o 
despacho de cargas parciais.) 

8. Mostre como as regiões de soluções não convexas sombreadas 
da Figura 9.5 podem ser representadas por um conjunto de res- 
trições simultâneas. Ache a solução ótima que maximizará z = 
2x, + 3x, sujeito à região de soluções dada em (a). 

9. Suponha que seja necessário que quaisquer das k seguintes res- 
trições mm devam ser ativas: 

EX Mt) SO, ES 12,0. M 

Mostre como essa condição pode ser representada. 

10. Na seguinte restrição, o lado direito pode assumir um dos valo- 
TES D Dyers Oe 

Eu ts -- 2) S (0,6, 008). 


Mostre como essa condição é representada. 


Capitulo 9 Programação linear inteira 


9.2 ALGORITMOS DE PROGRAMAÇÃO INTEIRA 


Os algoritmos de PLI são baseados na exploração do indiscu- 
tivel sucesso computacional da PL. A estratégia desses algoritmos 
envolve três etapas. 


Etapa 1. Relaxe a região de soluções da PLI eliminando a restrição 
inteira imposta a todas as variáveis inteiras e substituindo qualquer 
variável binária v pela faixa continua Os y £ 1. O resultado da rela- 
xação é uma PL normal. 

Etapa 2. Resolva a PL ¢ identifique a solução ótima contínua. 
Etapa 3. Começando do ponto ótimo contínuo, adicione restrições 
especiais que modifiquem iterativamente a região de soluções da 
PL de maneira que, a certa altura, resultará em um ponto extremo 
Ótimo que satisfaz os requisitos inteiros. 


Dois métodos gerais foram desenvolvidos para gerar as restri- 
ções especiais na etapa 3. 


l. O método branch-and-bound (B&B). 


2. O método de planos de corte. 


Embora nenhum dos dois métodos seja consistentemente efeti- 
vo em termos computacionais, a experiência mostra que o método 
B&B é muito mais bem-sucedido do que o método de plano de cor- 
te. Essa questão será discutida mais adiante neste capítulo, 


9.2.1 Algoritmo branch-and-bound (B&D)? 


O primeiro algoritmo B&B foi desenvolvido em 1960 por A. 
Land e G. Doig para os problemas misto e geral de PLI. Mais tarde, 
em 1965, E. Balas desenvolveu o algoritmo aditivo a fim de resolver 
problemas de PLI com variáveis binárias puras (0 ou 1).* Os calcu- 
los do algoritmo aditivo eram tão simples (principalmente adição ¢ 
subtração) que ele foi considerado uma possível revolução na solu- 
ção de PLI geral. Infelizmente, ele não conseguiu produzir as van- 
tagens computacionais desejadas. Além do mais, foi demonstrado 
que o algoritmo, que de inicio parecia não estar relacionado com a 
técnica B&B, nada mais era do que um caso especial do algoritmo 
geral de Land e Doig. 

Esta seção apresentará apenas o algoritmo B&B geral de Land- 
Doig. Um exemplo numérico é utilizado para explicar os detalhes. 


Exemplo 9.2-1 
Maximizar z = 5x, + 4x, 
sujeito a 


t+ X,25 
lüx + 6x, < 45 
X, X, inteiras, não negativas 


Os pontos de grade da Figura 9.6 definem a região de soluções 
da PLI. O problema de PL1 continuo associado no nó 1 (área som- 
breada) é definido com base na PLI pela eliminação das restrições 
inteiras. A solução ótima da PLI é x, = 3,75:x, = 1,25 e z = 23,75. 

Como a solução ótima da PLI não satisfaz os requisitos inteiros, 
o algoritmo B&B modifica a região de soluções de maneira que, a 
certa altura, identifica a solução ótima da PLI. Em primeiro lugar, 
selecionamos uma das variáveis inteiras cujo valor ótimo na PLI 
seja não inteiro. Selecionando x, (= 3,75) arbitrariamente, a região 
3<x <4da região de soluções da PL1 não contém nenhum valor 
inteiro de x, e, por isso, pode ser eliminada como não promissora. 
Isso equivale a substituir a PLI original por duas novas PLs: 
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Região da PL2 = Região da PLI + (x, 53) 
Região da PL3 = Região da PLI + (x, 24) 


Figura 9.6 
Região de soluções da PLI (pontos de grade) e da FLI (área som- 
breada) do Exemplo 9.2-1 


Pontos inteiros viáveis 


Ótimo (contínuo): 


= x, = 3,15,.%) = 1,5 
PL — 2 33.75 

3 

l 

0 t 2 53 BME § 


A Figura 9.7 representa as regiões da PL2 e da PL3. Os dois 
espaços combinados contêm os mesmos pontos inteiros viáveis que 
a PLI original, o que significa que, do ponto de vista da solução in- 
teira, lidar com PL2 e PL3 é o mesmo que lidar com a PL1 original; 
nenhuma informação é perdida. 

Se usarmos a inteligência para continuar a eliminar as regiões 
que não incluem soluções inteiras (por exemplo, 3 < x, < 4 na PL1) 
impondo as restrições adequadas, a certa altura produziremos PLs 
cujos pontos extremos ótimos satisfaçam as restrições inteiras. Na 
verdade, estaremos resolvendo a FLI lidando com uma seqüéncia 
de PLs (continuas). 

As novas restrições, x, = 3 e x, 2 4, são mutuamente exclusivas, 
de modo que a PL2 e a PL3 nos nós 2 ¢ 3 devem ser tratadas como 
PLs separadas, como mostra a Figura 9.8. Essa dicotomização dá 
origem ao conceito de ramificação no algoritmo B&B. Nesse caso, 
x, é denominada variável de ramificação. 

A PLI ótima se encontra em PLZ ou em PL3. Em consegiiência, 
os dois subproblemas devem ser examinados. Em primeiro lugar, 
examinaremos arbitrariamente PL2 (associada com x, = 3): 


Maximizar z = 5x, + 4x, 


sujeito a 


x + 45,5 

10x, + 6x, s 45 

x = 3 
xx, 20 


A solução da PL2 (que pode ser resolvida eficientemente pelo 
algoritmo para variáveis canalizadas no limite superior da Seção 
7.3) dá a solução 


“O módulo de programação inteira do TORA é equipado com um recurso para gerar a árvore B&B interativamente. Para usar esse recurso, selecione User-guided B&B, na tela de saida do 
módulo de programação inteira, A tela resultante dá todas as informações necessárias para criar a árvore B&B. 
‘Um problema de PLI geral pode ser expresso em termos de variáveis binárias (0-1) da seguinte manéira: dada uma variável x inteira com um limite superior finito n (iste É 0 < x En) então 


xm dy + Dy + Iy to thy, 


AS variáveis Va ¥en È V SÃO binárias, é O indice À É o menor inteiro que satisfaz 2°'— 1 2 m. 
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Figura 9.7 
Região de soluções da PL2 e da PL3 para o Exemplo 9.2-1 


Figura 9.8 
Utilização da variável de ramificação x, para criar a PL2 e a PLS 
para o Exemplo 9.2-1 


PL2 


X =3,%5 =2,2=235 
Limite inferior (ótimo) 


A solução da PLZ satisfaz os requisitos inteiros para x, e x. Portanto, 
diz-se que à PL2 é incumbente, o que significa que não precisa mais ser 
investigada porque não pode dar nenhuma solução melhor para a PLI, 

Nesse ponto, não podemos afirmar que a solução inteira obtida 
na PL2 é ótima para o problema original, porque a PL3 pode dar 
uma solução inteira melhor com um valor mais alto de z. 56 pode- 
mos afirmar que z = 23 é o limite inferior do valor ótimo para a furn- 
ção objetivo (máximo) da PLI original, o que significa que qualquer 
subproblema não examinado que não possa dar um valor melhor 
do que esse limite inferior deve ser descartado como não promissor. 
Se um subproblema não examinado produzir uma solução inteira 
melhor, então o limite inferior é atualizado, 

Dado o limite inferior z = 23, examinamos PL3 (o único sub- 
problema não examinado restante neste ponto). Como z ótimo = 
23,75 na PL1, e por acaso todos os coeficientes da função objetivo 
são inteiros, é impossível que a PL3 (que é mais restritiva do que a 
PL1) produza uma solução inteira melhor com z > 23, O resultado 
é que descartamos a PL3. 

O algoritmo B&B agora está completo porque ambas, PL? e 
PL3, foram examinadas e descartadas (a primeira por produzir uma 
solução inteira, e a segunda por não conseguir produzir uma solução 
inteira melhor), Assim, concluímos que a solução ótima da PLI é a 
associada com o limite inferior, ou seja. x =3,x,=2c z =23. 


Pesquisa operacional 


Restam duas perguntas não respondidas em relação ao proce- 
dimento. 


1. Na PLI, poderiamos ter selecionado x, como a variável de rami- 
ficação em vez de x,? 

2. Ao selecionar o próximo subproblema a ser examinado, poderia- 
mos ter resolvido a PL3 em primeiro lugar, em vez da PL2? 


A resposta a ambas as perguntas é ‘sim’, mas os cálculos resul- 
tantes podem ser drasticamente diferentes. A Figura 9.9 demonstra 
esse ponto. Suponha que examinemos a PL3 em primeiro lugar (em 
vez da PL2, como fizemos na Figura 9.8). A solução é x, = 4, x, = 
0.83 e z = 23,33 (verifique!), Como x, (= 0,83) é não inteira, a PL3 
continua a ser examinada por meio da criação dos subproblemas 
PL4 e PLS usando os ramos x, £ 0 e x, 2 1, respectivamente. Isso 
significa que 


Região da PL4 = Região da PL3 + (x, <0) 

= Região da PL1 + (x, = 4) + (x, £0) 
Região da PL5 = Região da PL3 + (x, 2 1) 

= Região da PLI + (x 2 4)+ (x, 21) 


Agora, temos três subproblemas ‘pendentes’ à examinar: PL2, PL4 
e PLS. Suponha que optemos por examinar a PLS em primeiro lugar. 
A PLS não tem nenhuma solução e, em decorrência, está descartada. 
Em seguida, vamos examinar a PLA. A solução ótima é x, = 45 x,=0e 
z= 22,5, 0 valor não inteiro de x, leva aos dois ramos x, <de x, 25,ea 
criação dos subproblemas PL6 e PL7 com base em PLA. 


Região da PL6 = Região da PLI + (x, 24) + (x,50)+ (x, 4) 
Região da PL? = Região da PLI + (x, 24) + (x, S0) + (x, 25) 


Figura 9.9 
Arvore B&B alternativa para o Exemplo 9.2-1 


PLI 
= 374, A= 1.25, ' 23,75 


PL2 
Xx) =3,x, =2,2 = 23 
Limite inferior (Ótimo) 


_ PLA | PLS 
xy = 4,5, x9 = 0, z = 22.5 Nenhuma solução viável 


x = 4 x, = 5 


PL6 PL7 
Nenhuma solução viável 


y=4n=0, z 
Limite inferior 


Capitulo 9 Programação linear inteira 


Agora, os subproblemas PL2, PL6 e PL7 restam não exa- 
minados. Selecionando a PL7 para exame, o problema não tem 
nenhuma solução viável e, portanto, está descartado. Em segui- 
da, selecionamos PLG. O problema dá a primeira solução inteira 
(x, = 4, x, = 0,7 = 20) e, assim, fornece o primeiro limite inferior 
(= 20) para o valor ótimo da função objetivo da PLI. Agora ficamos 
com o subproblema PLZ, que dá uma solução inteira melhor (x, = 3, 
x, = 2,7 = 23). Assim, o limite inferior é atualizado de z = 20 para 
z= 23. Nesse ponto, todos os subproblemas foram interpretados 
(examinados), e a solução ótima é a associada com o limite inferior 
mais atualizado, ou seja, x, =3,x,=2e7=23, 

A sequência de solução na Figura 9.9 (PLI — PL3 — PLS — 
PL4 = PL7 + PL6 — PL2) é a pior hipótese que, entretanto, pode 
perfeitamente ocorrer na prática. Na Figura 9.8 tivemos a sorte de 
topar” com um bom limite inferior no primeiro subproblema que 
examinamos (PL2),0 que nos permitiu tomar a PL3 sem investigá- 
la. Em essência, concluímos o procedimento resolvendo um total de 
duas PLs. Na Figura 9.9 a história é diferente: tivemos de resolver 
sete PLs antes de podermos concluir o algoritmo B&B. 


Comentários. O exemplo indica uma fraqueza principal no algo- 
ritmo B&B: dadas múltiplas opções, como selecionamos o próxi- 
mo subproblema e sua variável de ramificação? Embora existam 
heuristicas para aprimorar a capacidade do B&B de “prever qual 
ramo pode levar a uma solução melhorada da PLI (veja Taha, 1975, 
p. 154-171), não existe uma teoria sólida com resultados consistentes, 
e é aqui que está a dificuldade que assola os cálculos em PLI De fato, 
o Problema 7, Conjunto 9.2A, demonstra o comportamento bizarro 
do algoritmo B&B que investiga mais de 25.000 PLs antes de verifi- 
car a otimalidade, mesmo que o problema seja bastante pequeno (16 
variáveis binárias e 1 restrição). Infelizmente, até agora, e após qua- 
tro décadas de pesquisas aliadas a incriveis avanços na capacidade 
de computação, os códigos de PLI disponíveis (comerciais, bem 
como acadêmicos) não são totalmente confiáveis no sentido de que 
podem não encontrar a solução ótima da PLI independentemente 
do tempo em que são executados no computador, Ainda mais frus- 
trante é que esse comportamento pode se aplicar exatamente do 
mesmo modo a alguns problemas relativamente pequenos. 


Momento AMPL 


O AMPL pode ser usado interativamente para gerar a árvore de 
busca B&B. A Tabela 9.3 mostra a sequência de comandos necessá- 
rios para gerar a árvore do Exemplo 9.2-1 (Figura 9.9), começando 
com a PLO continua. O modelo em AMPL (arquivo amplEx9,2-1.txt) 
tem duas variáveis, x1 e x2,e duas restrições, cO e cl. Você verá que é 
útil sincronizar os comandos no AMPL com os ramos da Figura 9.9. 


Tabela 9.3 Sequência de comandos para gerar árvore 


Comando AMPL Resultado 


ampl model amplEx9.2-1.txt; 
solve;display #1, X3} 

ampl: c2:x1>=4; solve; 
display x1,x2; 

ampl c3:x2>=1; solve; 
display x1l,x2; 

ampl drop c3;cd:x2<=0; 
solve;display x1,x2; 

ampl: c5:x1>=5; solve; 
display xl,™2; 

ampl: drop c5;c6:x1l<=4; 
solve;display xl,x2; 

ampli: drop c2;drop c4;drop 
c6;ci/ixl<=3; 
solve;display xl,x2; 


PLI (x; = 3,75,x,= 1,25) 
PL3 (x, = 4, x, = 0,83) 
PLS (nenhuma solução) 
PLA (x, =4,5,x, = 0) 
PL? (nenhuma solução) 


PL6 (x, =4,x, = 0) 


PL2 (x, =3,x,=2) 
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Momento Solver 


O Solver pode ser usado para obter a solução dos diferentes 
subproblemas usando as opções adicionar/modificar/excluir na cal- 
xa de diálogo Parâmetros do Solver. 


Resumo do algoritmo B&B. Agora, resumiremos o algoritmo B&B. 
Considerando um problema de maximização, estabeleça um limite 
inferior inicial z === para o valor dos coeficientes da função objeti- 
vo ótima da PLI. Determine f= Ü. 


Etapa 1. Selecione uma PL, o próximo subproblema a ser examinado, 

Resolva a PLI e tente interpretá-la usando uma de três condições: 

(a) O valor ótimo de z da PLi não pode dar um valor objetivo me- 
lhor do que o limite inferior atual. 

(b) A PLi dá uma solução inteira viável melhor do que o limite in- 
ferior atual, 

(c) A PLé não tem nenhuma solução viável. 


Surgirão dois casos. 

(a) Se a PLi for interpretada e uma solução melhor for encontra- 
da, atualize o limite inferior. Se todos os subproblemas tiverem 
sido descartados, pare; a PLI ótima está associada com o limite 
inferior finito atual, Se não existir nenhum limite inferior finito, 
o problema não tem nenhuma solução viável. Senão, determine 
i=i+,e repita a etapa 1. 

(b) Se a PL não for interpretada, vá para a etapa 2 para ramificar. 


Etapa 2. (Ramificação) Selecione uma das variáveis inteiras x, cujo 
valor Ótimo x’ na solução da PLi não seja inteiro, Elimine a região 


[x*] <x < [xt] +1 


(na qual [v] define o maior inteiro £ v}, criando dois subproblemas 
de PL que correspondem a 


x, S[x,*] ex2 [*] +1 


Determine i=i+1,e vá para a etapa 1. 


As etapas dadas se aplicam a problemas de maximização. Para 
minimização, substituimos o limite inferior por um limite superior 
(cujo valor inicial é z = +e). 

O algoritmo B&B pode ser estendido diretamente a proble- 
mas mistos (nos quais apenas algumas das variáveis são inteiras), 
Se uma variável for contínua, nós simplesmente nunca a sele- 
clonamos como uma variável de ramificação. Um subproblema 
viável fornece um novo limite para o valor dos coeficientes da 
função objetivo se os valores das variáveis discretas forem intei- 
ros e se o valor da função objetivo for melhorado em relação ao 
limite atual, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.2A° 


l. Resolva a PLI do Exemplo 9.2-1 pelo algoritmo B&B comegan- 
do com x, como a variável de ramificação. Inicie o procedimen- 
to resolvendo o subproblema associado com x, £ [x,]. 

2. Desenvolva a árvore B&B para cada um dos seguintes proble- 
mas. Por conveniência, sempre selecione x, como a variável de 
ramificação no nó 0, 

“(a) Maximizar z = 3x, + 2x, 


sujeito a 
2x, + 5x, 59 
dx, +2x,59 


xox, 20 e inteiras 


* Nesse conjunto, você pode resolver os subproblemas interativamente com o AMPL ou Solver, ou usando a opção Modify do TORA para os limites superior e inferior. 
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(b) Maximizar z = 2x, + 3x, 
sujeito a 
ax, + 7x, S35 
dx, + 9x, 5 36 
xx, 20 e inteiras 
(c) Maximizar z = x, +x, 
sujeito a 
2x, + 5x, S 16 
6x, + 5x, 527 
x,.x, 20 ¢ inteiras 
*(d) Minimizar z = 5x, + dx, 
sujeito a 
SA, #20, 25 
ax, + 3x, 27 
Xo X, 20 e inteiras 
(e) Maximizar z = 5x, + 7x, 
sujcito a 
2X, +X, 13 
Sx, + 9x, S41 


XX, 20 e inteiras 


"3. Repita o Problema 2, considerando que x, é continua. 


4. Mostre graficamente que a seguinte PLI não tem nenhuma so- 
lução viável e então verifique o resultado usando B&B, 


Maximizar z = 2x, + x, 
sujeito a 
10x, + 10x, = 9 
lx, + 5x,21 


x,,¥,2 0 e inteiras 


Em 


Resolva os seguintes problemas por B&B, 
Maximizar z = 18x, + 14x, + 8x, + dy, 
sujeito a 
15x, + 12x, +7x,+4x,+1,53]7 


XX Xp XX, = (0,1) 


6. Converta o seguinte problema de PLI mista e ache a solução ótima. 
Maximizar z =x, + 2x, + 5x, 
sujeito a 
=x, + 10x, - Seda 15 
2x,+X,+x,5 10 


K pa kg yf) 


7. Experimento com o TORA/Solver/AMPL. O seguinte proble- 
ma foi projetado para demonstrar o comportamento bizarro 
do algoritmo B&B até mesmo para problemas pequenos. Em 
particular, observe como muitos subproblemas são examinados 
antes de achar o ótimo ¢ quantos são necessários para verificar 
a otimalidade. 

Minimizar y 
sujeito a 
x, +4, 4+...+%,)+ y= 15 


Todas as variáveis são (0,1) 


(a) Use a opção automática do TORA para mostrar que, em- 
bora a solução ótima seja encontrada somente após nove 
subproblemas, mais de 25.000 subproblemas são examina- 
dos antes de confirmar a otimalidade. 


Pesquisa operacional 


(b) Mostre que o Solver exibe uma experiência semelhante à 
do TORA. (Observação: no Solver, você pode observar a 
mudança no número de ramos gerados (subproblemas) na 
parte inferior da planilha.) 

(c) Resolva o problema com o AMPL e mostre que a solução 
é obtida instantaneamente com 0 iterações simplex MIP e O 
nós B&B. A razão para esse desempenho superior só pode 
ser atribuída às etapas preparatórias executadas pelo AMPL 
e/ou pelo resolvedor CPLEX antes de resolver o problema. 


8. Experimento com o TORA, Considere a seguinte PLI: 


Maximizar z = l&r, + l4x, + Bx, 


sujeito a 
15x, + 12x, + 7x, 5 43 


XX x, inteiras não negativas 


Use a opção B&B guiada pelo usuário do TORA para ge- 
rar a árvore de busca com e sem ativar o limite do valor dos 
coeficientes da função objetivo. Qual é o impacto da ativação 
do limite do valor dos coeficientes da função objetivo sobre o 
número de subproblemas gerados? Por consistência, sempre se- 
lecione a variável de ramificação como aquela que tem o índice 
mais baixo e investigue todos os subproblemas por linha da es- 
querda para a direita antes de passar para a linha seguinte. 

“O. Experimento como FORA, Reconsidere o Problema 8. Conver- 
ta-o em um problema de PLI 0-1 equivalente e então resolva-o 
com a opção automática do TORA. Compare o tamanho das 
árvores de busca nos dois problemas. 


10. Experimento com o AMPL. Na seguinte PLI 0-1 use o AMPL 
interativo para gerar a árvore de busca associada. Em cada caso, 
mostre como o limite z é usado para interpretar os subproblemas. 

Maximizar z = 3x, + 2x, — 5x, - 2x, + 31, 


sujeito a 


oe DRA oS E. 
Tx, + ox, — 4x,4+ 4x, 3 8 
lix- 6x, + 3x,-3x, 2 3 

Xp Xp Xp XyX, = (0,1) 


9.2.2 Algoritmo de plano de corte 


Como no algoritmo B&B, o algoritmo de planos de corte também 
começa na solução continua ótima da PL. Restrições especiais (denomi- 
nadas cortes) são adicionadas na região de soluções de uma maneira que 
resulta um ponto extremo ótimo inteiro, No Exemplo 9,2-2, primeiro de- 
monstramos graficamente como os cortes são usados para produzir uma 
solução inteira e então implementamos a idéia algebricamente. 


Exemplo 9.2-2 


Considere o seguinte problema de PLI. 
Maximizar z = 7x, + 10x, 
sujeito a 
=X, + 34,56 
Tx + X,5 35 


x, .x,20c inteiras 


O algoritmo de planos de corte modifica a região de soluções 
adicionando cortes que produzem um ponto extremo inteiro ótimo. 
A Figura 9.10 dá um exemplo de dois desses cortes. 

Inicialmente, começamos com a PL ótima continua z = 664, 
x, = 44, x, = 34 . Em seguida, adicionamos o corte I, que produz a 
solução ótima (continua) da PL z = 62,x, = 44,x, = 3. Então, adicio- 
namos o corte IT, que, junto com o corte I e as restrições originais, 
produz a solução ótima da PL z = 58,x, = 4,x, = 5.A última solução 
é toda inteira, como desejado. 

Os cortes adicionados não eliminam nenhum dos pontos in- 
leiros viáveis originais, mas devem passar no minimo por um ponto 
inteiro viável ou inviável. Esses são requisitos básicos de qualquer 
corte, 
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Figura 9.10 
Ilustração da utilização de cortes em PLI 


x Ótimo: (44,34) x» 


Ea] 


O fato de um problema de duas variáveis usar exatamente dois 
cortes para alcançar a solução ótima inteira é puramente acidental. 
Em geral, o número de cortes, embora finito, é independente do ta- 
manho do problema, no sentido de que um problema com um nú- 
mero pequeno de variáveis e restrições pode requerer mais cortes 
do que um problema maior. 

A seguir, usamos o mesmo exemplo para mostrar como os cor- 
tes são construídos e implementados algebricamente. 

Dadas as folgas x, e x, para as restrições | e 2,a tabela ótima da 
PL é dada como 


Base x Xa X3 Xa Solução 
hã 3 l 
z O 0 BO 66; 
*2 0 l 33 » 3; 
z I 3 I 
A I | 0 = 5 2 45 


A solução ótima continua é z = 6644.7, = 444,47, = 342, x,=0,x,= 
0. O corte é desenvolvido sob a premissa de que rodas as variáveis 
(incluindo as de folga x, e x,) são inteiras. Observe também que, 
como todos os coeficientes objetivos originais são inteiros neste 
exemplo, o valor de z também é inteiro, 

A informação da tabela átima pode ser escrita explicitamente como 


[o RE ay A a 
Tha dy dt dg = 66 (equação z) 
Ea a Wiig a 
tag tat, = 55 (equação x, ) 


— 3 A +58 = 44 (equação x, ) 

Uma equação de restrição pode ser usada como uma linha-fonte 
para gerar um corte, contanto que seu lado direito seja fracionário. 
Observamos também que a linha z pode ser usada como uma linha- 
fonte porque, por acaso, z é inteira nesse exemplo. Demonstraremos 
como um corte é gerado de cada uma dessas linhas-fonte, começan- 
do com a linha z. 

Em primeiro lugar, fatoramos todos os coeficientes não inteiros 
da equação de modo a obter um valor inteiro e um componente 
fracionario, contanto que o componente fracionário seja estritamente 
positivo. Por exemplo, 


x, 


A fatoração da equação z dá 


2+(2+ o a LR > (66+ 9 


5 
Passando todos os componentes inteiros para o lado esquerdo e 
todos os componentes fracionários para o lado direito, obtemos 


19 9 


: i Eder Ê | 
ct2xtlr,-õ6=-4,-54+5 (1) 


Ótimo: (45,3) 


169 


Ótimo: (4, 3) 


Como x, e x, são negativas, e todas as frações são originalmen- 
te estritamente positivas, o lado direito deve satisfazer a seguinte 
desigualdade: i É aa 

“33 tats S; (2) 
Em seguida, como o lado esquerdo da Equação (1), z + 2x, + 
19 


Xx 


Lx, — 66, é um valor inteiro por construção, o lado direito, — ay Xa Sy Ma 


| a ‘ 5 , = 
+ 5» também deve ser inteiro, Portanto decorre que (2) pode ser 
substituida pela desigualdade: 


Esse resultado é justificado porque um valor inteiro = — deve 
ser necessariamente = 0. 

A última desigualdade é o corte desejado e representa uma 
condição necessária (mas não suficiente) para obter uma solução 
inteira. Ele também é denominado corte fracionário porque todos 
os seus coeficientes são frações. 

Como x,= x, = O na tabela da PL ótima continua dada anterior- 
mente, a solução continua atual viola o corte (porque da Å = 0). As- 
sim, se adicionarmos este corte à tabela simplex ótima, o ponto ex- 
tremo ótimo resultante leva a solução na direção de satisfazer os 
requisitos inteiros. 

Antes de mostrar como um corte é implementado na tabela sim- 
plex ótima, demonstraremos como cortes também podem ser cons- 
truídos com base em equações de restrição. Considere a linha x, 


Ed |= 


mde Soy gota 
Mays tats E44 


Fatorando a equação, obtemos 


21). RAE: 2 | 
x +(-1 + o+), =(4+1) 


O corte associado é 


De maneira semelhante, a equação x, 


é fatorada como 
SA ee Fone Deere 
X, + = X, + "5 = +5 


Em conseqgiiéncia, o corte associado é dado como 


Qualquer um dos três cortes dados pode ser utilizado na pri- 
meira iteração do algoritmo de plano de corte. Não é necessário 
gerar os três cortes antes de selecionar um. 

A seleção arbitrária do corte gerado da linha x, nos permite 
escrevé-lo em forma de equação como | 

| 


33° i hat ts === 5 20 


(Corte 1) 


Pa| = 
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Essa restrição é adicionada à tabela ótima da PL da seguinte 
maneira: 


Base + X+ X3 X4 5 Solução 
1 2 : | t 
nã 7 l 
z 0) ü 33 3 0 605 
t 0 Z E 0 3! 
T 
É | -5 5 0 45 
7 | 1 
Sy 0 =» = l “3 


A tabela é ótima, porém inviável. Aplicamos o método dual 
(Seção 4.4.1) para recuperar a viabilidade, o que resulta em 


Base Xi Xa Xs X4 Ši Solução 
z () () ü | 9 62 
Xa 0 l 0 0 | 3 
Xi | 0 0 l — l q 
Xa 0 0 1 S -B E 


A última solução ainda é não inteira em x, e x, Vamos selecio- 
nar arbitrariamente x, como à próxima linha fonte, isto é, 


: A Re ü : 4 
x +[0+5)x, +(-1 +s bs =4+2 
O corte associado é 


l ü 4 
—25,—55, +5, =-5, 8,20 


qts (Corte 1) 


Base Xi X3 X Xa Si So Solução 
z 0 0 0 | 9 0 62 
Xo 0) l ü 0 ] 0) 3 
* 1 o o 4 -+ Ti 4; 
v3 0 0 , == TG E 
82 De Waa -7 

O método dual simplex dá a seguinte tabela 

Base Xi X X Xi Si S3 Solução 
z 0 0 0) 0 3 1 58 
Xa 0) l 0) 0 | ) 3 
xy l 0 0) 0 =] l 4 
Ny 0) 0 | 0 -4 | l 
Xa 0 0 0 | 6 -7 4 


A solução ótima (x, = 4,x, = 3, z = 58) é toda inteira. Não é por 
acidente que todos os coeficientes da última tabela são inteiros, uma 
propriedade da implementação do corte fracionário, 


Comentários. É importante destacar que o corte fracionário consi- 
dera que todas as variáveis, incluindo as de folga e de sobra, são in- 
teiras. Isso significa que o corte lida apenas com problemas inteiros 
puros, À importância dessa premissa é ilustrada por um exemplo, 


Pesquisa operacional 


Considere a restrição 


sude 2513 
Miss 


xp xX, 2 Ve inteiras 


Do ponto de vista da resolução da PLI associada, a restrição 

é tratada como uma equação por meio da utilização da folga não 
negativa s, isto é, l E 
x, +5%, ts ST 


A aplicação do corte fracionário considera que a restrição tem 
uma solução inteira viável em x,. x, e s. Contudo, a equação ante- 
rior terá uma solução inteira viável em x, E +. SOMENTE SE S for não 
inteira, Isso significa que o algoritmo de plano decorte mostrar a que 
o problema não tem nenhuma solução inteira viável, ainda que as 
variáveis de interesse, x, ex possam assumir valores inteiros. 

Há dois modos de remediar essa situação. 


1. Multiplicar toda a restrição por uma constante adequada 
para eliminar todas as frações. Por exemplo, multiplicando 
a restrição anterior por 6, obtemos 

Gx, + 2x, 5 39 


Qualquer solução inteira de x e x, dá automaticamente 

folga inteira. Contudo, esse tipo de conversão é adequado 
apenas para restrições simples, porque as grandezas dos co- 
eficientes inteiros podem ser tornar excessivamente gran- 
des em alguns casos. 
2. Usar um corte especial, denominado corte misto, que per- 
mite a apenas um subconjunto de variáveis assumir valores 
inteiros, sendo que todas as outras variáveis (entre clas a de 
folga e a de sobra) permanecem contínuas. Os detalhes des- 
se corte não serão apresentados neste capítulo (veja Taha, 
1975, p. 198-202). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.2B 


1. No Exemplo 9.2-2, mostre graficamente se cada uma das se- 
guintes restrições pode ou não formar um corte legítimo: 
*(a) x, + 2x, 5 10 
(b) 2x, + x, 5 10 
(c) 3 3x, <10 
(d) 3x, + 4,215 


2. No Exemplo 9.2-2, mostre graficamente como os dois cortes (le- 
gitimos) seguintes podem levar à solução inteira ótima: 
x, + 2x, 5 10 (Corte I) 
ax, +x, = 15 (Corte II) 
3. Expresse os cortes I e I do Exemplo 9.2-2 em termos de x, 


e mostre como eles são os mesmos utilizados aa. na 
Figura 9.10, 


4. No Exemplo 9.2-2, derive o Corte H da linha x, Use o novo 
corte para completar a solução do exemplo. 


5. Mostre que, mesmo que o problema a seguir tenha uma solu- 
ção inteira viável em x, e x,,0 corte fracionário não daria uma 
solução viável a menos que todas as frações na restrição fossem 
eliminadas. 

Maximizar z =x, + 2x, 
sujeito a z 
E | o 13 
x, +5, sq 
x. x,20e inteiras 

6. Resolva os seguintes problemas pelo corte fracionário e compa- 
re a verdadeira solução ótima inteira com a solução obtida pelo 
arredondamento da solução ótima contínua. 

*(a) Maximizar z = 4x, + 6x, + 2x, 
sujeito a 
dy, -4,55 
-4 +őr £5 
-x +r +x, S5 


X,,X,a,20€ inteiras 
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(b) Maximizar z = 3x, + x, + 3x, 
sujeito a 


x oF 2x, RE 4 
dy,-3x,52 
tim 3x, + 2X, <3 


XXX, 20 € inteiras 


9.2.3 Considerações de cálculo em PLI 


Até agora, e apesar de mais de 40 anos de pesquisa, não exis- 
te um código de computador que possa resolver problemas de PLI 
consistentemente. Entretanto, dos dois algoritmos de solução apre- 
sentados neste capítulo, o B&B é o mais confiável. Na verdade, pra- 
ticamente todos os códigos comerciais de resolução de problemas 
de PLI são baseados em B&B, De modo geral, o método de planos de 
corte é dificil e incerto, e o erro de arredondamento apresenta um sé- 
rio problema. Isso porque a “precisão” do corte depende da precisão 
de uma representação verdadeira de suas frações no computador. 
Por exemplo, no Exemplo 9.2-2, a fração > nao pode ser representada 
exatamente como um número de ponto flutuante independente- 
mente do nivel de precisão que possa ser usado. Embora tenham 
sido feitas tentativas de melhorar a eficácia dos cálculos dos planos 
de corte, os resultados finais não são encorajadores. Na maioria dos 
casos, o método de plano de corte é usado em uma capacidade se- 
cundária para melhorar o desempenho do B&B em cada subproble- 
ma pela eliminação de uma parte da região de soluções associada a 
um subproblema. 

O fator mais importante que afeta os cálculos em programação 
inteira é o número de variáveis inteiras e a faixa viável nas quais elas 
se aplicam. Como os algoritmos disponíveis não são consistentes na 
produção de uma solução numérica para à PLI, pode ser vantajo- 
so, em termos de cálculo, reduzir o número de variáveis inteiras no 
problema de PLI, tanto quanto for possivel, As seguintes sugestões 
podem se mostrar úteis: 

1. Aproxime variáveis inteiras por variáveis contínuas sempre que 
possível. 

2. No caso de variáveis inteiras, restrinja suas faixas de viabilidade 
tanto quanto for possivel, 


3. Evite a utilização de não-linearidade no modelo. 


A importância do problema inteiro na prática ainda não é pro- 


porcional ao desenvolvimento de algoritmos confiáveis de solução, 


A natureza da matemática discreta e o fato de o espaço de solução 
inteira ser um conjunto não convexo tornam improváveis quaisquer 
novos avanços teóricos revolucionários na área da programação 
inteira. Em vez disso, novos avanços tecnológicos em computação 
(software e hardware) continuam sendo a melhor esperança para 
melhorar a eficiência de códigos de PLI. 


9.3 PROBLEMA DO CAIXEIRO-VIAJANTE (TSP) 


Historicamente, o problema do caixeiro-viajante trata de achar 
o circuito (fechado) mais curto em uma situação de n cidades, na 
qual cada cidade é visitada exatamente uma vez. Em essência o pro- 
blema é um modelo de designação que exclui subcircuitos. Especifi- 
camente, em uma situação de n cidades, defina-se 


x, = 
4 


l, se a cidade | é alcançada a partir da cidade é 
0, caso contrário 
Dado que d, é a distância da cidade / à cidade j, o problema do 
TSP é dado por 
Ei fT 


Minimizar z= > > dX, d; = para todoi= j 


ggr a 
sujeito a 


4, = Lied, 2.00 (1) 
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bs es ee a Nir See (2) 

x, = (0,1) (3) 

A solução forma um circuito de n cidades (4) 


As restrições (1), (2) e (3) definem um modelo de designa- 
ção normal (Seção 5.4). À Figura 9.11 demonstra um problema 
com cinco cidades. Os arcos representam rotas de duas vias. À 
figura também ilustra uma solução de circuito e de subcircuitos 
do modelo de designação associado, Se a solução ótima do mo- 
delo de designação (isto é, excluindo a restrição 4) produzir um 
circuito, então ela também é ótima para o TSP. Caso contrário, a 
restrição (4) deve ser levada em conta para garantir uma solução 
de circuito. 

Entre as soluções exatas do TSP estão os algoritmos branch- 
and-bound e de planos de corte. Ambos têm suas raízes nas idéias 
dos algoritmos gerais B&B e de planos de corte apresentados na 
Seção 9,2, Contudo, o problema costuma ser dificil em termos de 
cálculo, no sentido de que o tamanho ou o tempo de computação 
exigido para obter uma solução pode se tornar desordenadamente 
grande. Por essa razão, às vezes são utilizadas heurísticas para dar 
uma solução ‘boa’ para o problema. 

Antes de apresentar os algoritmos heurístico e de solução 
exata, fornecemos um exemplo que demonstra a versatilidade do 
problema de TSP para representar outras situações práticas (veja 
também Conjunto de Problemas 9.5A). 


Figura 9.11 
Exemplo de TSP com cinco cidades com uma solução de circuito e 
uma de subcircuitos do modelo de designação associado 


Problema com 5 cidades Solução de circuito 


(vo = 495 = Xgq = X43 = 43) = 1) 


Solução de subcircuito 
(X23 = ty = Xis S Xs = Xy = 1) 
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Exemplo 9.3-1 


A programação diária de produção da Rainbow Company in- 
clui lotes de tintas branca (W), amarela (4). vermelha (A) e preta 
(8). Como a Rainbow usa as mesmas instalações fabris para os qua- 
tro tipos de tinta, é necessária uma limpeza adequada entre lotes, A 
Tabela 9.4 resume o tempo de limpeza em minutos. Como cada cor 
é produzida em um único lote, as entradas nas diagonais da tabela 
recebem um tempo de preparação infinito. O objetivo é determinar 
a sequência ótima para a produção diária das quatro cores que mi- 
nimizará o tempo total de limpeza. 


Tabela 9.4 Tempo de limpeza 


Minutos de limpeza, dado que a próxima tinta é 


Tinta atual Branca Amarela Preta Vermelha 
Branca no 10 17 15 
Amarela 20 = 19 18 

Preta 50) 44 Do 25 
Vermelha 45 40 20 Do 


Cada tinta é considerada como uma “cidade”, e as “distâncias 
são representadas pelo tempo de limpeza necessário para trocar de 
um lote de tinta para o seguinte, A situação se reduz a determinar 
o circuito mats curto que comece com um lote de tinta e passe por 
cada um dos três lotes de tinta restantes exatamente uma vez antes 
de voltar a ser a tinta inicial, 

Podemos resolver esse problema enumerando exaustivamente 
os seis [(4 — 1)! = 3! = 6] circuitos possíveis da rede. A Tabela 9.5 
mostra que W > Y > R > B — W é o circuito ótimo. 


Tabela 9.5 Circuito ótimo 


sequência de produção Tempo total de limpeza 
IO + 19 + 25 + 45 99 
10 + 18 + 20 + 50 = 98 
17 + 44 + 18 + 45 = 124 
17 + 25 + 40 + 20 = 102 
15 + 20 + 44 + 20 99 
15 + 40 + 19 + 50 = 124 


Ws Ys Bie Re W 
W=5>7>5>R55B>W 
W= Bc YR | 
W5B5R57>W 
W5R5B5Y7>W 
W5R>5>5758>W 


De modo geral, a enumeração exaustiva dos circuitos não é prá- 
tica. Mesmo um problema de tamanho modesto de 11 cidades exigi- 
rá enumerar 10! = 3.628.800 circuitos, uma tarefa realmente assusta- 
dora. Por essa razão, o problema deve ser formulado e resolvido de 
maneira diferente, como mostraremos mais adiante nesta seção. 

Para desenvolver a formulação baseada em designação para o 
problema da tinta, defina-se 

x= l sea tinta j vier após a tinta í, € zero, caso contrário 


Tomando M como um valor positivo suficientemente grande, 
podemos formular o problema da Rainbow como 


Minimizar z = Mx, + 10x,..+ TX ip t 15X + 20r py t MMX, + 
xy + lox,, + Sly, + A ad Mad 25%, 4+ 
45% py + 40x, + 20x,, + MX pr 
sujeito a 
Xu + act pe tte = 1 
Sap Edgy ig go = 
Xew + Lay T Xan i Xag =1 
Xoy E Ea tae ee, 
Xow t Xy tA ty = 


ter ta t CUP EE] 
dum T Tyn + Xan dy Xha = | 


ia Polo E ae taie 


x, = (0,1) para todo de j 
A solução é um circuito 


Pesquisa operacional 


A utilização de M na função objetivo garante que a tarefa refe- 
rente a uma tinta não pode vir após cla mesma. O mesmo resultado 
pode ser conseguido com a eliminação de X qa O 4.4.8 Xp EM todo 
o modelo. 


He 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.34 


*1, Um gerente tem um total de dez empregados que trabalham 
em seis projetos. Há superposições entre as designações, como 
mostra a Tabela Z. 


Tabela Z 


Projeto 


‘a 


Empregado 


O gerente faz uma reunião individual com cada empregado 
uma vez por semana para um relatório de evolução do projeto. 
Cada reunião dura cerca de 20 minutos, o que dá um total de 3 
horas e 20 minutos para os dez empregados. Para reduzir o tem- 
po total, o gerente quer fazer reuniões em grupo dependendo dos 
projetos compartilhados, O objetivo é programar as reuniões de 
modo a reduzir o tráfego (número de empregados) de entrada e 
saida da sala de reunião. Formule a questão como um problema 
matemático. 

2. Um vendedor de livros que mora em Basin deve visitar uma vez 
por mês quatro clientes localizados em Wald, Bon, Mena é Kiln. A 
Tabela Al dá as distâncias em milhas entre as diferentes cidades. 


Tabela A1 
Milhas entre as cidades 


Basin Wald Bon Mena Kiln 


Basin 0 120 220 150 210 
Wald 120 0) 80 110 130 
Bon 220 80 0) 160) 18s 
Mena 150 110 160 O 190 
Kiln 210 130 185 190 0 


O objetivo é minimizar a distância total percorrida pelo ven- 
dedor. Formule a questão como um problema de PLI baseada 
em designacao. 


3. Placas de circuitos (como as usadas em PCs) são equipadas com 
orifícios para a montagem de diferentes componentes eletró- 
nicos. Os orifícios são perfurados por uma furadeira móvel. A 
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matriz a seguir dá as distâncias (em centimetros) entre pares de 
seis orifícios de uma placa de circuitos específica. 


= Lá 05 26 4] 32 


L2 - 34 446 29 52 

la | 0 34 = 43 4,6 6,2 
4 2,6 46 35 = 38 0,9 
4129 46 38 - 19 


de ae Ga US LD = 


Formule a parte do problema de atribuição como uma PLI. 


9.3.1 Algoritmos heurísticos 


Esta seção apresenta dois algoritmos heuristicos: o do vizinho mais 
próximo e o do subcircuito inverso. O primeiro é fácil de implementar e 
o segundo requer mais cálculos. À vantagem é que, de modo geral, o se- 
gundo algoritmo produz melhores resultados. Por fim, as duas heurísti- 
cas são combinadas em uma só, na qual a saída do algoritmo do vizinho 
mais próximo é usada como entrada para o algoritmo inverso. 


Heurística do vizinho mais próximo, Como o nome da heurística su- 
gere, uma solução ‘boa’ do problema de TSP pode ser encontrada co- 
meçando com qualquer cidade (nó) e depois conectando-a com a mais 
próxima. Então, a cidade que acabou de ser adicionada é conectada 
com a cidade que estiver mais perto dela (os empates são resolvidos 
arbitrariamente). O processo continua até ser formado um circuito. 


Exemplo 9.3-2 


A matriz apresentada a seguir resume as distâncias em milhas 
em um problema de TSP de cinco cidades. 


o 120 220 150 210) 
IO = 100 110 130 
=| 220 80 = I60 185 
150 = 160 = 190 
210 130 185 =% œ 
A heurística pode começar em qualquer uma das cinco cidades. 


Cada cidade inicial pode levar a um circuito diferente. À Tabela 9,6 
apresenta as etapas da heurística começando na cidade 3. 


g 


Tabela 9.6 Etapas da heuristica 


Circuito 
Etapa Ação (parcial) 
l Comece pela cidade 3 3 
2 Ligue à cidade 2 porque ela é a mais próxima 
da cidade 3 (d,, = min{220, 80, co, 160, 185}) 3-2 
3 Ligue ao nó 4 porque ele é o mais próximo do 
nó 2 (d,, = min{120, es, —, 110,130)) 3-2-4 
4 Ligue ao né 1 porque ele é o mais próximo do 
nó 4 (d, = min{150, 2%, —, —, 190}) 3-2-4-1 
5 Ligue ao nó 5 por default e conecte-o de volta 
ao nó 3 para concluir o circuito 3-2-4-1-5-3 


Observe a progressão das etapas. Por comparação, são excluídas 
distâncias até nós que fazem parte de um circuito parcial construído. 
Elas são indicadas por (—) na coluna Ação da Tabela 9.6, 

© circuito resultante 3-2-4-1-5-3 tem um comprimento total de 
80 + 110 + 150+ 210 + 185 = 735 milhas. Observe que a qualidade da 
solução heurística é dependente do nó inicial, Por exemplo, come- 
cando no nó 1, o circuito construído é 1-2-3-4-5-1 com um compri- 
mento total de 780 milhas (Experimente! ). 


Heurística do subcircuito inverso. Em uma situação de n cidades, a heu- 
nstica do subcirculto inverso começa com um circuito viável e então tenta 
melhorá-lo invertendo subcircuitos de duas cidades; em seguida, subcircui- 
tos de três cidades, e continua até chegar a subcireuitos de tamanho n — 1. 
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Exemplo 9.3-3 
Considere o problema do Exemplo 9.3-2. As etapas de Inversão 
são executadas na Tabela 9,7 usando o circuito viável 1-4-3-5-2-1 de 


745 milhas de comprimento. 


Tabela 9.7 Execução das etapas de inversão 


Tipo Inverso Circuito Comprimento 
Início — (1-4-3-5-2-1) 745 
Inversão dois por vez 4-3 1-3-4-5-2-1 820 
3-5 (1-4-5-3-2-1) 725 
5-2 1-4-3-2-5-1 730 
Inversão três por vez 4.5-3 1-3-5-4-2-1] so 
5-3-2 1-4-2-3-5-1 “o 
Inversão quatro por vez 4-5-3-2 1-2-3-5-4-1 


As inversões dois por vez do circuito inicial 1-4-3-5-2-1 são 4-3, 
3-5 e 5-2, 0 que leva aos circuitos dados com seus comprimentos as- 
sociados de 820,725 e 730, Visto que 1-4-5-3-2-] dá um comprimen- 
to menor (= 725), ele é usado como o circuito inicial para fazer as in- 
versões três por vez. Como mostra à Tabela 9.7, essas inversões não 
produzem nenhum resultado melhor. O mesmo resultado se aplica 
à Inversão quatro por vez. Assim, 1-4-5-3-2-1 (com comprimento de 
725 milhas) dá a melhor solução da heurística. 

Observe que as inversões três por vez não produzem um circui- 
to melhor e, por essa razão, continuamos a usar o melhor circuito 
dois por vez para a Inversão quatro por vez. Observe também que 
as inversões não incluem as cidades iniciais do circuito (= | neste 
exemplo) porque o processo não dá um circuito. Por exemplo, a in- 
versão l-4 leva a 4-1-3-5-2-1, que não é um circuito. 

A solução determinada pela heurística da inversão é uma fun- 
ção do circuito inicial viável usado para iniciar o algoritmo. Por 
exemplo, se começarmos com 2-3-4-1-5-2 com comprimento de 750 
milhas, a heurística produz o circuito 2-1-4-3-5-2 com comprimento 
de 745 milhas (Verifique!), que é inferior à solução que temos na 
Tabela 9,7. Por essa razão, pode ser vantagem utilizar em primeiro 
lugar à heurística do vizinho mais próximo para determinar todos 
os circuitos que resultam da utilização de cada cidade como um 
nó inicial e após selecionar o melhor como o circuito inicial para a 
heurística do circuito inverso. De modo geral, essa heurística com- 
binada deve levar a soluções superiores do que se qualquer uma 
das heuristicas fosse aplicada em separado. A Tabela 9.8 mostra a 
aplicação da heurística composta ao presente exemplo, 


Tabela 9.8 Aplicação da heurística 


Heurística Cidade inicial Circuito Comprimento 
l 1-2-3-4-5-1 780 
Visao 2 2-3-4-1-5-2 750 
mais próximo 3 (3-2-4-1-5-3) 735 
4 4-1-2-3-5-4 co 
5 5-2-3-4-1-5 750 
2-4 3-4-2-1-5-3 co 
4-1 (3-2-1-4-5-3) 725 
1-5 3-2-4-5-1-3 810 
Inversões 2-1-4 3-4-1-2-5-3 745 
1-4-5 3-2-5-4-1-3 sa 
2-1-4-5 3-5-4-1-2-3 sa 


Momento Excel 


A Figura 9.12 dá um gabarito geral em Excel (arquivo excelTSP. 
xis} para as heurísticas. Ele usa três opções de execução dependendo do 
dado de entrada na célula H3: 
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l. Se o dado de entrada for o número de uma cidade, a heurística 
do vizinho mais próximo é usada para achar um circuito que 
comece com a cidade designada. 

2. Se o dado de entrada for a palavra “tour” (sem as aspetas), você 
deve fornecer simultaneamente um circuito inicial viável no es- 
paço designado. Nesse caso, só a heurística do circuito inverso é 
aplicada ao circuito que você forneceu. 

3. Se o dado de entrada for a palavra ‘all’, a heurística do vizinho 
mais próximo é usada em primeiro lugar è seu melhor circuito é 
então usado para executar a heurística do circuito inverso, 


O arquivo excel TSP.v2.xls automatiza as operações da etapa 3. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.3B 


1. Aplique a heurística aos seguintes problemas: 


(a) Determinação da sequência de tarefas do problema da tinta 
do Exemplo 9.3-1. 

(b) Problema 1 do Conjunto 9.3A. 

(c) Problema 2 do Conjunto 9.3A, 

(d) Problema 3 do Conjunto 9,3A. 


9.3.2 Algoritmo de solução B&B 


A idéia do algoritmo B&B é começar com a solução ótima do 
problema de designação associado. Se a solução for um circuito, O 
processo termina. Se não, são impostas restrições para eliminar os 
subcircuitos, Pode-se conseguir isso por meio da criação de tantos 
ramos quanto for o número de variáveis x, associadas com um dos 
subcircuitos. Cada ramo corresponderá a igualar uma das variáveis 
do subcircuito a zero (lembre-se de que todas as variáveis associa- 
das com um subcircuito são iguais a 1). À solução do problema de 
designação resultante pode produzir um circuito ou não. Se o fizer, 
usamos seu valor para a função objetivo como um limite superior 
para o verdadeiro comprimento mínimo de circuito. Se não, são 
necessárias mais ramificações, criando, mais uma vez, tantos ra- 
mos quanto for o número de variáveis em um dos subcircuitos. O 
processo continua até que todos os subproblemas não explorados 
tenham sido eliminados, seja por produzirem um finite superior 
melhor (menor), seja porque há evidência de que o subproblema 
não pode produzir uma solução melhor. O circuito ótimo é o asso- 
ciado com o melhor limite superior. 


O seguinte exemplo dá os detalhes do algoritmo B&B TSP. 


Figura 9,12 


Pesquisa operacional 


Exemplo 9.3-4 


Considere o seguinte TSP de cinco cidades: 


æ 10 3 6 9 
3 æ= 54 2 
4 9 o 7 8 
11 3 od 
3 2 6 5 œ 


Começamos resolvendo o problema de designação associado, o 
que dá a seguinte solução: 


= 15, (x,,=4%,, =1),@,,= 4, , = 1), todas as outras = O 


Essa solução dá dois subcircuitos: (13 1) e (2-5-4-2), como mos- 
trado no nó 1 da Figura 9.13. A distancia total associada é z = 15,0 que 
dá um limite inferior para o comprimento ótimo do circuito de cinco 
cidades. 

Um modo direto de determinar um limite superior é selecionar 
qualquer circuito e utilizar seu comprimento como uma estimativa 
do limite superior. Por exemplo, o circuito 1-2-3-4-5-1 (selecionado 
com total arbitrariedade) tem um comprimento total de 10 + 5 +7 + 
4 + 3 = 29. Como alternativa, um limite superior melhor pode ser 
encontrado com a aplicação da heurística da Seção 9.3.1. Por en- 
quanto, usaremos o limite superior de comprimento 29 para aplicar 
o algoritmo B&B. Mais adiante usaremos o limite superior ‘melho- 
rado’ obtido pela heurística para demonstrar seu impacto sobre a 
árvore de busca. 

Os limites inferior e superior calculados indicam que o compri- 
mento do circuito ótimo se encontra na faixa (15,29). Uma solução 
que der um circuito de comprimento maior do que (ou igual a) 29 é 
descartada como não promissora. 

Para eliminar os subcircuitos no nó 1, precisamos ‘romper’ os sub- 
circuitos, obrigando as variáveis de seus membros, x,, a resultar zero. O 
subcircuito 1-3-1 é rompido se impusermos a restrição X,=00ux,=0 
(isto é, uma por vez) ao problema de designação no nó 1 De maneira 
semelhante, o subcircuito 2-5-4-2 é eliminado pela imposição de uma 
das restrições x, = 0,1, = 0 ou x, = 0. Em termos da árvore B&B, 
cada uma dessas restr ições dá origem a um ramo e, em decorrência, a 
um novo subproblema. É importante observar que não é necessário 
ramificar ambos os subcircuitos no nó 1. Ao contrário, apenas sm sub- 
circuito precisa ser rompido em qualquer nó individual. A idéia é que 
o rompimento de um subcircuito altere automaticamente as variáveis 
dos membros do outro subcircuito e, por conseguinte, produza condi- 
ções favoráveis para criar um circuito, Considerando esse argumento, 
é mais eficiente selecionar o subcircuito que tenha o menor número de 
cidades porque ele cria O menor número de ramos 


Execução da heurística para o TSP usando planilha do Excel (arquivo excelTSP.xls) 


3 1 4-2-3454 
9 | 2 2-3-4-1.5-2 
10 | 3 324453 
11| 4 44-2354 
2| s pesa 
13| Reversals | 

14} 74 217453 
15) 44 324453 
16) 15 24543 
Lá 

18 THA EEE e | 
19) 445 (rasas 
[20 | 


DM] 2445 354423 


Dies Salesperson Nearest Net hbor + mes Reversal Heuristics 


1 2 3 q 3 


Tê) 
750 


| 735 
| infinity 
E 


| infinity 
725 
B10 


[35 
infin 


infinity 
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Figura 9.13 
Solução B&B do problema de TSP do Exemplo 9,3-4 


=17 
(2-5-2)(1-4-3-1) 


= 19 
(1-4-2-5-3-1) 


Escolhendo como alvo o subcircuito (1-3-1), são criados dois ra- 
mos no nó 1, x= 0 ex, = 0. Os problemas de designação associados 
são construídos eliminando alinha e a coluna associadas com a variável 
zero, o que torna o problema de designação menor. Outro modo de 
conseguir o mesmo resultado é deixar imalterado o tamanho do pro- 
blema de designação e simplesmente designar uma distância infinita à 
variável de ramificação. Por exemplo, o problema de designação asso- 
ciado com x,, = 0 requer substituir d,, = = no modelo de designação no 
nó 1, De maneira semelhante, para x, = 0, substituímos d, = +, 

Na Figura 9.13, começamos arbitrariamente resolvendo o sub- 
problema associado com x,, = 0 fazendo d,, = es, O nó 2 dá a solução 
z = 17, mas continua a produzir subcircuitos (2- 5-2) e (1- 4-3-1). A 
repetição do procedimento que aplicamos no nó | dá origem a dois 
ramos: x, =De x, = 0. 

Agora temos três subproblemas não explorados, um do nó | 
e dois do nó 2, e estamos livres para investigar qualquer um deles 
nesse ponto. Explorando arbitrariamente o subproblema associado 
ax, = 0 partindo do nó 2, fazemos d, = = e d, = = no problema 
de designação original, o qual dá a solução z = dje e a solução de 
circuito 1-4-5-2-3-1 no nó 3. A solução de circuito no nó 3 reduz o 
limite superior de z = 29 para z = 21,0 que significa que qualquer 
problema não explorado que demonstre dar um comprimento de 
circuito maior do que 21 é descartado como não promissor. 

Agora temos dois subproblemas não explorados. Selecionando o 
subproblema 4 para exploração, fazemos d,, = «= e d., = = na designa- 
ção original, o que dá a solução de circuito 1-4-2-5-3-1 com z = 19. A 
nova solução dá um circuito melhor do que o associado com o limite 
superior atual de 21. Assim, o novo limite superior é atualizado para z = 
19,€ seu circuito associado, 1-4-2-5-3-1, é o melhor disponível até aqui, 

Somente o subproblema 5 permanece não explorado. Substi- 
tuindo d, = no problema de designação original no nó 1 obtemos 


a solução de circuito 1-3-4-2-5-1 com z = 16 no nó 5. Mais uma vez, 


essa é uma solução melhor do que a associada com o nó 4 e portan- 
to, requer atualização do limite superior para z = 16, 

Não há mais nenhum nó remanescente não explorado, o que 
conclui a árvore de busca. O circuito ótimo é o associado com o 
limite superior atual: 1-3-4-2-5-1 com comprimento de 16 milhas. 


Comentários. A solução do exemplo revela dois pontos: 
1. Embora a sequência de busca | > 2 — 3 — 4 — 5 tenha sido 


selecionada deliberadamente para demonstrar a mecânica 
do algoritmo B&B e a atualização de seu limite superior, 
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de modo geral não temos nenhum modo de predizer qual 
sequência deve ser adotada para melhorar a eficiência da 
busca, Algumas regras práticas podem ajudar. Por exemplo, 
em um dado nó, podemos começar com o ramo associado 
com a maior d entre todos os ramos criados. Cancelando o 
trecho do circuito com a maior d, a esperança é a de que 
encontraremos um circuito ‘bom’ com um comprimento 
total menor. No presente exemplo, essa regra recomenda 
explorar o ramo x,, = O no nó 5 antes do ramo x,, no nó 2 
porque (d, = 4) > (dp = 3), e isso teria produzido o limite 
superior z = 16 que, automaticamente, elimina o nó 2 e, em 
consequência, elimina a necessidade de criar os nós 3 e 4. 

Outra regra recomenda explorar sequencialmente os nós 
em uma fileira horizontal (em vez de vertical), A idéia é que é 
mais provável que os nós mais próximos do nó inicial produzi- 
rão um limite superior mais rigoroso porque o número de res- 
trições adicionais (do tipo x, = 0) é menor. Essa regra também 
teria descoberto a solução no nó 5 mais cedo. 

2.0 B&B deve ser aplicado em conjunto com a heurística na 
Seção 9.3.1. A heurística produz um limite superior ‘bony 
que pode ser usado para eliminar nós na árvore de busca, 
No exemplo presente, a heurística da o circuito 1-3-4-2-5-1 
com um comprimento de 16 unidades de distância. 


Momento AMPL 


Comandos AMPL interativos são ideais para a implementação do 
algoritmo B&B TSP usando o modelo geral de designação (arquivo 
amplAssignment.txt). À Tabela 9.9 resume os comandos no AMPL 
necessários para criar a árvore B&B da Figura 9.13 (Exemplo 9,3-4): 


Tabela 9.9 Comandos necessários para criação da árvore 


Comando no AMPL Resultado 


ampl model amplAssignment. 


txt;display x; Solução do nó 1 


ampl fix x[1,3]:=0;solve;display x; Solução do nó 2 
ampl: fix x[2,5]:=0; solve;display x; Solução do nó 3 


ampl: unfiz x[2,5];fix 


*[5,2]:=D;solve;display x; Solução do nó 4 


ampl: unfix x[5,2];unfix x[1,3);fix 
x[3,1]:=O;solve;display x; 


Solução do nó 5 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.3C 


1. Resolva o Exemplo 9.3-3 usando o subcircuito 2-5-4-2 para ini- 
clar o processo de ramificação no nó 1 utilizando as seguintes 
sequências para explorar os nós. 

(a) Explore todos os subproblemas na horizontal, da esquerda 
para a direita, em cada fileira, antes de passar para a fileira 
seguinte. 

(b) Siga cada caminho na vertical partindo do nó 1 até que ele 
termine com um nó eliminado. 

* Resolva o Problema 1, Conjunto 9.3A usando o B&B, 

3. Resolva o Problema 2, Conjunto 9.34, usando o B&B. 


4. Resolva o Problema 3, Conjunto 9.3A, usando o B&B, 


9.3.3 Algoritmo de planos de corte 


A idéia do algoritmo de planos de corte é adicionar um conjun- 
to de restrições ao problema de designação que impeça a formação 
de um subcircuito. As restrições adicionais são definidas da seguinte 
maneira: em uma situação de n cidades, associe uma variável con- 
tinua u, (2 0) às cidades 2, 3,..., e n. Em seguida, defina o conjunto 
requerido de restrições adicionais como 

u-u+nx Sn-1,i=2,3,.. siti f= 2,5, mit? 


Essas restrições, quando adicionadas ao modelo de designação, 
eliminarão automaticamente todas as soluções de subcircuito. 
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Exemplo 9.3-5 


Considere a seguinte matriz de distancias de um TSP com quatro 
cidades, 


- 13 21 26 

—_ 24 
|d,|= e 30 ¥ E 
30 7 - 


A PL associada consiste nas restrições do modelo de designa- 
ção mais as restrições adicionais da Tabela 9,10, Todas as X,= (0,1) 
e todas as “> O. 


A solução ótima é 


u, =Q,4, = 2,4, =3,x,,=%,, =X, =X, = |, comprimento do circuito = 59, 


Isso corresponde à solução do circuito 1-2-3-4-1. A solução sa- 
tisfaz todas as restrições adicionais em u, (Verifique!). 

Para demonstrar que soluções de subcircuito não satisfazem 
as restrições adicionais, considere (1-2-1, 3-4- 3), que corresponde a 
Xa =X =1,4,, =, = |. Agora, considere a restrição 6 da Tabela 9.10: 


a 
dx + tt, -4,53 


substituindo x, = 1, u, = =2, u, = 3, temos como resultado 5 £ 3,0 
que é impossivel e, portanto, En x,,= Leo subcircuito 3-4-3. 

A desvantagem do modelo de planos de corte é que o número 
de variáveis cresce exponencialmente com o número de cidades, o 
que dificulta obter uma solução numérica para situações práticas. 
Por essa razão, o algoritmo B&B (aliado à heuristica) pode ser uma 
alternativa mais viável para resolver o problema, 


Momento AMPL 


A Figura 9.14 dá um modelo em AMPL para o algoritmo de 
planos de corte (arquivo amplEx9.3-5.txt). Os dados do TSP de qua- 
tro cidades do Exemplo 9.3-5 são usados para orientar o modelo, A 
formulação é direta: os dois primeiros conjuntos de restrições defi- 
nem o modelo de designação associado com o problema, e o tercei- 
ro conjunto representa os cortes necessários para eliminar soluções 
de subcircuito. Observe que as variáveis do modelo de designação 
devem ser binárias e que option solver cplex; deve preceder 
solve: para garantir que a solução obtida seja inteira, 

As declarações for e if-then na parte inferior do modelo são 
usadas para apresentar o resultado no seguinte formato fácil de ler: 


Optimal tour length = 59.00 
Optimal tour: l- 2- 3- d- 1 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 9.3D 


l. Um veiculo de direção automática (AGV — automatic guided veli- 
cle) é usado para entregar correspondência a cinco departamen- 
tos localizados no piso de uma fábrica. A jornada começa na sala 
de distribuição de correspondência e faz a ronda de entrega por 
diferentes departamentos antes de retornar à sala de distribui- 
ção. Usando esta sala como a origem (0,0), as localizações (x, y) 
dos pontos de entrega são (10, 30), (10, 50), (30, 10), (40, 40) e 
(50, 60) para os departamentos 1 a 5, respectivamente. Todas as 
distâncias são em metros O AGV só pode se movimentar ao lon- 
go de corredores horizontais e verticais. O objetivo é minimizar o 
comprimento da ronda. 


Formule a questão como um problema de TSP incluindo os cortes. 


Pesquisa operacional 


2. Escreva os cortes associados ao seguinte TSP: 


o 43 21 20 10 
n B = 9 22 30 
la |=|20 10 o 5 13 
14 30 42 = 20 
4 7 9 10 æ 


3. Experimento com o AMPL. Use o AMPL para resolver o se- 
guinte TSP pelo algoritmo de planos de corte. 
(a) Problema 2, Conjunto 9,3A. 
(b) Problema 3, Conjunto 9,3A. 


Figura 9.14 
Modelo em AMPL de planos de corte do TSP (arquivo amplEx9.3-5.txt) 


param k; 

param n; 

param ¢c{l..n,1..n} default 10000; 
var xii in 1..n;j in 1..n) binary: 
War uti in 1..nrisl}>=0: 


minimize tourLength:sum{i in 1..n,j in 1..n}e[i,j]*x[i,j]; 
subject to 
EromeLty fi in 1. infrsum {] in l.in} x[2,]]) = l 
tocit 1h 1... sum {2 in Lnfxla) = ©: 
cutii in l..n,j in 2..n:i>l and j>1 and i<>j}: 
Si-n] <= n-l: 
data; 
param n:=4; 
param c: 


1 2 3 dis 
l ; 13 21 26 
2 10 ; 29 28 
3 30 20 à 5 
4 iz Jo q : 
option solver cplex;: solve; 
display u; 
Ea CE a iene par print formatted cutput 


printf “\n\nOptimal tour length = 
printf “Optimal tour:" 


47 .2E\n",tourLength: 


let krel; rtour starts at city k=1 
for. (1 in knj 
{ 
ringt “Mai”, ki 
for {j in l..n} #search for next city following k 
i 
iË xik;jl]=1 then 


let k:=3; 
break; 


next city found, set k=j 


} 
printf “-"; fingsert last hyphen 


prince * Fynn"? 


Tabela 9.10 Restrições adicionais 
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Capitulo 


Programacao dinamica 


deterministica 


Guia do capitulo. A programagao dinamica (PD) determina a so- 
lução ótima de um problema de multivariaveis decompondo-o em 
estdgios, sendo que cada estagio compreende um subproblema com 
uma única variável, A vantagem da decomposição é que o processo 
de otimização em cada estágio envolve apenas uma variável, uma 
tarefa mais simples em termos de cálculo do que lidar com todas 
as variáveis simultaneamente. Um modelo de PD é basicamente 
uma equação recursiva que liga os diferentes estágios do problema 
de maneira que garante que a solução ótima viável de cada estágio 
também é ótima e viável para o problema inteiro. 

A notação e a estrutura conceitual da equação recursiva são di- 
ferentes de quaisquer outras que você tenha estudado até aqui. À ex- 
periência mostrou que a estrutura da equação recursiva pode não pa- 
recer lógica” para um principiante. Se você já passou por experiência 
semelhante, sabe que o melhor procedimento é tentar implementar o 
que lhe pareça lógico e então executar os cálculos de acordo com isso. 
Você não tardará a descobrir que as definições apresentadas no livro 
são as corretas e, durante o processo, aprenderá como à PD funciona. 
Também incluímos duas planilhas Excel parcialmente automáticas 
para alguns dos exemplos nos quais o usuário deve fornecer informa- 
ções fundamentais para orientar os cálculos de PD. O exercício deve 
ajudá-lo a entender algumas das sutilezas da PD, 

Embora a equação recursiva seja uma estrutura comum para a 
formulação de modelos de PD, os detalhes da solução são diferen- 
tes. Somente pela exposição a diferentes formulações é que você 
conseguirá ganhar experiência em modelagem de PD e solução de 
PD. Neste capítulo damos várias aplicações deterministicas de PD, O 
Capítulo 22, disponível em inglês no site do livro, apresenta aplica- 
ções probabilisticas de PD. Outras aplicações na importante área da 
modelagem de estoque serão apresentadas nos capítulos 11 e 14. 

Este capítulo inclui um resumo de uma aplicação real, 7 exem- 
plos resolvidos, 2 modelos em planilhas Excel, 32 problemas de final 
de seção e | caso, O caso está no Apêndice E, disponível em inglês 
no site do livro. Os programas em AMPL/Excel Solver/TORA estão 
na pasta chlOFiles, 


Aplicação real — Otimização de corte 
transversal e alocação de toras na Weyerhaeuser 


Árvores antigas são cortadas e serradas em toras para fabricar 
diferentes produtos finais (como madeira para construção civil, com- 
pensado, placas ou papel). As especificações das toras (por exem- 
plo, comprimento e diâmetros finais) são diferentes dependendo 
da serraria onde as toras serão usadas. Com árvores cortadas de até 
35 metros de comprimento, o número de combinações de cortes 
transversais que atende aos requisitos da serraria pode ser grande, e 
a maneira como a árvore é desmembrada em toras pode afetar a re- 
ceita. O objetivo é determinar as combinações de cortes transversais 
que maximizem a receita total. O estudo usa a programação dinâmi- 
ca para otimizar o processo, O sistema proposto foi implementado 
pela primeira vez em 1978, resultando em um aumento anual do 
lucro de no minimo $ 7 milhões. O Caso 8 do Capítulo 24, disponível 
em inglês no site do livro, dá os detalhes do estudo. 


10.1 NATUREZA RECURSIVA DOS CÁLCULOS EM PD 


Os cálculos em PD são feitos recursivamente, de modo que a 
solução ótima de um subproblema é usada como dado de entra- 
da para o subproblema seguinte. Quando o último subproblema é 


resolvido, a solução ótima para o problema inteiro está à mão. O 
modo como os cálculos recursivos são executados depende de como 
decompomos o problema original. Em particular, os subproblemas 
normalmente estão ligados por restrições em comum. À medida que 
passamos de um subproblema para o seguinte, a viabilidade dessas 
restrições em comum deve ser mantida. 


Exemplo 10.1-1 (Problema do caminho mais curto) 


Suponha que você queira selecionar a rota mais curta entre 
duas cidades. A rede da Figura 10.1 apresenta as possíveis rotas entre 
a cidade inicial no nó 1 e a cidade de destino no nó 7, As rotas passam 
por cidades intermediárias designadas pelos nós 2 a 6. 

Podemos resolver esse problema enumerando exaustivamente 
todas as rotas entre os nós 1 e 7 (há cinco delas). Contudo, em uma 
rede grande, a enumeração exaustiva pode não ser praticável em 
termos de cálculo, 

Para resolver o problema por PD, primeiro o decompomos em 
estágios, como mostram as linhas verticais tracejadas na Figura 
10.2. Em seguida, executamos os cálculos para cada estágio sepa- 
radamente. 


Figura 10.1 
Rede de rotas para o Exemplo 10,1-1 


Inicio 


Figura 10.2 
Decomposição do problema do caminho mais curto em estágios 


fi 


fi 


a ea a a a a e 
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A idéia geral para determinar a rota mais curta é calcular as dis- 
tâncias mais curtas (cumulativas) até todos os nós terminais de um 
estágio e depois usar essas distâncias como dados de entrada para 
o estágio imediatamente subsequente. Começando no nó 1,0 está- 
gio 1 inclui três nós finais (2,3 e 4), e seus cálculos são simples, 


Estágio 1 - Resumo 
Distância mais curta do nó 1 ao nó 2 = 7 milhas (a partir do nó 1) 
Distância mais curta do nó 1 ao nó 3 = § milhas (a partir do nó 1) 
Distância mais curta do nó 1 ao nó 4 = 5 milhas (a partir do nó 1) 
Em seguida, o estágio 2 tem dois nós finais, 5 e 6. Considerando o nó 
5 em primeiro lugar, vemos pela Figura 10,2 que o nó 5 pode ser alcança- 
do com base em três nós, 2, 3 e 4, por três rotas diferentes: (2,5), (3,5) e 
3 


(4,5). Essa informação, junto com as distâncias mais curtas até os nós 2, 
e 4. determina a distância mais curta (cumulativa) até o nó 5 por 


Distância mais curta | ( Distância mais curta | y í Distancia al 


até o nó 5 = toe até ono! nó ao nó 5 
+12 =19 
=miny8+ 8=16;=12 (a parir do nó 4) 
$+ 7=l2 


O nó 6 só pode ser alcançado a partir dos nós 3 e 4. Assim 


Distância mais al 


df 4: Distância mais curta Distância do 
teers = min + 
até o nó 6 I=34 


até onó í nö í ao nó ó 


nã a+ 9=17 ul J EN - 
= mind Hra af I7 (a partir do nó 3) 


Estágio 2 - Resumo 

Distancia mais curta do nó | ao nó 5 = 12 milhas (a partir do nó 4) 

Distância mais curta do nó 1 ao nó 6 = 17 milhas (a partir do nó 3) 
A última etapa é considerar o estágio 3. O nó de destino 7 pode 


ser alcançado partindo dos nós 5 ou 6. Usando os resultados do re- 
sumo do estágio 2 e as distâncias dos nós 5 e 6 ao nó 7, obtemos 


atéo nó 7 até ands nő ʻao nó 7 
iai 
= mil 


Distância mais curta ) iii ( Distancia mais curta | š Í Diståncia a 


AA (a parir do nó 5) 


Estágio 3 - Resumo 


Distância mais curta do nó 1 ao nó 7 = 21 milhas (a partir do nó 5) 


O resumo do estágio 3 mostra que a distância mais curta entre 
os nós le 7 é 21 milhas, Para determinar a rota ótima, o resumo do 
estágio 3 liga o nó 7 ao nó 5; o resumo do estágio 2 liga o nó 4 ao 
nó 5, e o resumo do estágio | liga o nó 4 ao nó 1. Assim, a rota mais 
curta é 1 + 45557, 


O exemplo revela as propriedades básicas dos cálculos em PD: 


1. Os cálculos em cada estágio são uma função das rotas viáveis 
desse estágio, e somente dele. 

2. O estágio atual está ligado somente ao estágio imediatamente 
precedente, sem levar em consideração estágios anteriores. A 
ligação está na forma do resumo de distância mais curta que 
representa o resultado do estágio imediatamente precedente. 


Equação recursiva. Agora mostramos como os cálculos recursivos 
do Exemplo 10.1-1 podem ser expressos matematicamente. Seja 
f(x.) a distância mais curta até o nó x, no estágio í e defina-se d(x, ,, 
x.) como a distância do nó x, ao nó x; então, f é calculada por f 
usando a seguinte equação recursiva: 


ldla x) + fala hi =123 


(x)= min 
f me! ) Kenia dx retin 
(pak) ies 


179 


Começando em r= 1, a recursão faz fix.) = 0.4 equação mostra 
que as distâncias f(x,) mais curtas no estágio | devem ser expressas em 
termos do próximo nó, x. Na terminologia de PD, x, é denominado 
estado do sistema no estágio £ Na verdade, o estado do sistema no 
estágio é é a informação que liga os estágios de modo que possam ser 
tomadas decisões Glimas para os estágios restantes sem que se ree- 
xamine como foram tomadas as decisões nos estágios anteriores. A 
definição adequada do estado nos permite considerar cada estágio sg- 
paradamente e garante que a solução é viável para todos os estágios. 

A definição do estado leva à próxima estrutura unificada para a PD, 


Princípio da otimalidade 


Decisões futuras para os estágios restantes constituirão uma política 
ótima independentemente da política adotada em estágios anteriores, 


A implementação do princípio é evidente nos cálculos do Exem- 
plo 10,1-1. Por exemplo, no estágio 3, usamos somente as distâncias 
mais curtas até os nós 5 e 6, e não nos preocupamos a respeito de 
como esses nós são alcançados partindo do nó 1. Embora o princi- 
pio da otimalidade seja vago” quanto aos detalhes da maneira como 
cada estágio é otimizado, sua aplicação facilita bastante a solução de 
muitos problemas complexos. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 10.1A 


*1. Resolva o Exemplo 10.1-1 considerando que são usadas as se- 

guintes rotas: 

dA, D)=5,d(1,3)=9,d(1,9)=8 

(2,5) = 10, d(2,6) = 17 

d(3,5) = 4, d(3,6) = 10 

d(d,5)= 9. d(4,6) =9 

d(5,7)=8 

d(6,7)=9 

2. Sou um grande praticante de caminhadas No último verão, eu e 

meu amigo G. Don participamos de uma excursão de cinco dias 
de caminhada ¢ acampamento nas lindas Montanhas White em 
New Hampshire. Decidimos limitar nossa caminhada a uma área 
que compreendia três picos bem conhecidos: montes Washington, 
Jefferson e Adams. A trilha do monte Washington tem 6 milhas da 
base ao pico. As trilhas da base ao pico correspondentes para os 
montes Jefferson e Adams têm 4 e 5 milhas, respectivamente. As 
trilhas que ligam as bases das três montanhas têm 3 milhas entre os 
montes Washington e Jefferson,2 milhas entre os montes Jefferson 
e Adams e 5 milhas entre os montes Adams e Washington. Come- 
amos no primeiro dia na base do monte Washington e voltamos 
ao mesmo local no final de cinco dias. Nossa meta era caminhar a 
maior quantidade de milhas que pudéssemos. Também decidimos 
escalar exatamente uma montanha a cada dia, e acampar na base 
da montanha que iríamos escalar no dia seguinte. Além disso, deci- 
dimos que a mesma montanha não podia ser visitada em dois dias 
consecutivos. Como programamos nossa caminhada? 


10.2 RECURSÕES PROGRESSIVA E REGRESSIVA 


O Exemplo 10.1-1 usa recursão progressiva, na qual os cálculos 
prosseguem do estágio 1 ao estágio 3. O mesmo exemplo pode ser 
resolvido por recursão regressiva, começando no estágio 3 e termi- 
nando no estágio 1. 

Ambas as recursões, progressiva e regressiva, dão a mesma so- 
lução. Embora o procedimento progressivo pareça mais lógico, a 
literatura de PD invariavelmente usa recursão regressiva. À razão 
para essa preferência é que, em geral, a recursão regressiva pode ser 
mais eficiente em termos de cálculo. Demonstraremos a utilização 
da recursão regressiva aplicando-a ao Exemplo 10.1-1. A demons- 
tração também dará a oportunidade de apresentar os cálculos de 
PD em uma forma tabular compacta, 
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Exemplo 10.2-1 


A equação regressiva recursiva para o Exemplo 10.2-1 é 


Six) = alt {d(¥,.2,.)) + ARCA A =1,2,3 
Ua) ia 


na qual fix) = 0 para x, = 7. A ordem de cálculos associada é f, — 
hf 
2 | 


Estágio 3. Como o nó 7 (x, = 7) está conectado aos nós 5 e 6 (x, = 
5 e 6) com exatamente uma rota cada, não há nenhuma alternativa 
a escolher, e os resultados do estágio 3 podem ser resumidos como 
demonstrado na Tabela 10.1. 


Tabela 10.1 Decisão no estágio 3 


AX, Xa) solução ótima 
da X=1 falas) X4 
5 g 9 7 


6 ü 6 7 


Estágio 2. A rota (2, 6) está bloqueada porque não existe. Dado 
fx.) do estágio 3, podemos comparar as alternativas viáveis como 
mostrado na Tabela 10.2. 


Tabela 10.2 Decisão no estágio 2 


dir) + Al) Solução ótima 
da dy = > t= 6 fx) x, 
2 12+9=21 — 21 5 
3 8+9=17 9+6=15 15 ô 
4 7+9=16 13+6=19 lö 5 


A solução ótima do estágio 2 é lida da seguinte maneira: se 
você estiver nas cidades 2 ou 4,a rola mais curta passa pela ci- 
dade 5,e se você estiver na cidade 3, a rota mais curta passa pela 
cidade 6. 


Estágio 1. A partir do nó 1, temos três rotas alternativas: (1,2).(1,3) 
e (1,4). Usando fx,) do estágio 2, podemos calcular a Tabela 10.3. 


Tabela 10.3 Decisão no estágio 1 


d(x x) + Lx) Solução ótima 
x, X, = x,=3 x,=4 fi) x; 
| F+21=28 8+15=23 5+ 16=21 21 4 


A solução ótima no estágio 1 mostra que a cidade 1 está ligada 
à cidade 4. Em seguida, a solução ótima no estágio 2 liga a cidade 4 
à cidade 5. Por fim, a solução ótima no estágio 3 conecta a cidade 5 
à cidade 7. Assim, a rota completa é dada por 1 > 455 =7.ca 
distância associada é 21 milhas. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 10.2A 


1. Desenvolva a equação recursiva regressiva para o Problema 1. 
Conjunto 10.14 ,€ use-a para achar a solução ótima. 


2. Desenvolva a equação recursiva regressiva para o Problema 2, 
Conjunto 10.1A, e use-a para achar a solução ótima. 


*3. Deseja-se determinar a rota mais curta entre as cidades 1 e 7 
para a rede da Figura 10.3. Defina os estágios e os estados usan- 
do recursão regressiva e depois resolva o problema. 


Pesquisa operacional 


Figura 10.3 
Rede para o Problema 3, Conjunto 10.24 


10.3 APLICAÇÕES SELECIONADAS DE PD 


Esta seção apresenta quatro aplicações, cada uma com uma nova idéia 
na implementação de programação dinâmica, Ao estudar cada aplicação, 
preste especial atenção nos três elementos básicos do modelo de PD: 


1. Delinição dos estágios. 
2. Definição das alternativas em cada estágio. 


3. Delinição dos estados para cada estágio. 


Dos três elementos, a definição do estado costuma ser a mais 
sutil. As aplicações apresentadas aqui mostram que a definição do 
estado varia dependendo da situação que está sendo modelada. En- 
tretanto, à medida que você investigar cada aplicação, verá que é 
útil considerar as seguintes perguntas: 

1, Quais são as relações que vinculam os estágios? 

2. Quais são as informações necessárias para tomar decisões viá- 
veis no estágio atual sem reexaminar as decisões tomadas em 
estágios anteriores? 


Minha experiência como professor indica que o entendimento 
do conceito de estado pode ser aprimorado pelo questionamento da 
validade do modo como ele é definido no livro. Experimente uma 
definição diferente que possa lhe parecer “mais lógica” e use-a nos 
cálculos recursivos. À certa altura você descobrirá que as definições 
apresentadas aqui fornecem o modo correto de resolver o proble- 
ma. Ao mesmo tempo, o processo mental proposto deve aprimorar 
seu entendimento do conceito de estado, 


10.3.1 Problema da mochila/kit de vôo/carga 


O problema da mochila lida com a dúvida clássica da situação 
na qual um soldado (ou um praticante de caminhadas) deve deci- 
dir quais são os itens mais valiosos para carregar em uma mochila. 
Essa questão é uma metáfora para um problema geral de alocação 
de recurso no qual um único recurso limitado é designado a várias 
alternativas (por exemplo, fundos limitados designados a projetos) 
com o objetivo de maximizar o retorno total. 

Antes de apresentar o modelo de PD, salientamos que o proble- 
ma da mochila também é conhecido na literatura como o problema 
do kit de vôo, no qual um piloto de jato deve determinar os itens mais 
valiosos (de emergência) para levar a bordo de um jato, e como o pro- 
blema da carga, no qual um navio de volume ou capacidade de peso 
limitado é carregado com os itens de carga mais valiosos, Parece que 
os três nomes foram cunhados para garantir igual representação das 
três Forças Armadas: Força Aérea, Exército e Marinha! 

A equação recursiva (regressiva) é desenvolvida para o proble- 
ma geral de uma mochila com capacidade de W libras e n itens. Seja 
m, o número de unidades do item é na mochila e defina-se r, e w, 
como a receita e o peso por unidade do item i. O problema geral é 
representado pela seguinte PLI: 
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Maximizar z =r, + rym, +... + rm, 
sujeito a 
Wl +, +o. + wn, SW 
mom am, 2e nieras 


Os trés elementos do modelo são: 


l © estágio í é representado pelo item i f= 1,2,....0 
2. As alternativas no estágio i são representadas por mo número 
de unidades do item d incluídas na mochila, O retorno associado 


T 


A os a H 
é rm, Defina-se como o maior inteiro menor ou iguala — , 


i | 
r 
decorre que m,=0,1...., [E : 
Wy} 
3. O estado no estágio í é representado por x, o peso total designado 
para os estágios (Itens) Ei + 1,...,€ mn. Essa definição reflete o fato 
de que a restrição de peso é a única que liga todos os n estágios. 


Defina-se 


J(x,) = máximo retorno para os estágios i, í+ 1 en, dado o estado x, 
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A Tabela 10.5 compara as alternativas viáveis para cada valor de x, 


Tabela 10.5 Alternativas viáveis para cada valor de x, 


Id, Solução ótima 
x, m,=0 m,=1 m,=2 m,=3 m,=4 Fix) m; 
0) 0 — — — — ü ü 
| ) l4 == — — l4 | 
2 0) l4 28 — — 28 2 
3 0) lá 28 42 — 42 3 
4 0 l4 28 42 56 56 4 


Estágio 2. max|,} = [5] =l,oum,=0,1 


ix, )= max { 47m, + f(x, —3m, )} 


Tabela 10.6 Decisao no estagio 2 


O modo mais simples de determinar uma equação recursiva é Sim, + fx, ~ Sm) Solução ótima 
um procedimento de duas etapas: x m.=0 m=] fix) m? 
Etapa 1. Expresse f(x.) como uma função de f(x, ) da seguinte maneira: : : E » T a y : 
fix,)= min AR HT, + faltas j}, l=], Zaan 2 0 + 28 = 28 E 28 () 

A el | 3 0+42=42 47+ 0=47 47 | 

a 4 0+56=56 47+14=6] 61 l 


Sannn) EO 


Etapa 2. Expresse x, + 1 como uma função de x, para assegurar que 
O lado esquerdo, f(x). é uma função somente de x. Por definição, 
X,— X = Wyn, è representa o peso usado no estágio à. Assim, x, = 


j 
x,— wm, e a equação recursiva adequada é dada por 


pes 


„äi 


fix) = moie {rm + f(x, —wyn)}, iSl, 2an 


Exemplo 10.3-1 


Um navio de 4 t pode ser carregado com um ou mais de três 
itens. À Tabela 10.4 dá o peso unitário, w, em toneladas, e a receita 
unitária, r, em milhares de dólares, para o item é Como o navio deve 
ser carregado para maximizar o retorno total? 


Tabela 10.4 
Dados para o Exemplo 10.3-1 


ltem f w, F, 
| 2 31 
2 3 47 
3 | 14 


Como os pesos unitários w, e o peso máximo W são inteiros, o 
estado x, considera somente valores inteiros. 


Estágio 3. O peso exato a ser alocado ao estágio 3 (item 3) não é co- 
nhecido antecipadamente, mas pode assumir um dos valores 0,1,..., 
e 4 (porque W = 4 toneladas). Os estados x, = 0 e x, = 4, respectiva- 
mente, representam os casos extremos de não embarcar o item 3 e 
de alocar todo o navio para ele. Os valores restantes de x, (= 1,2 e 3) 
implicam uma alocação parcial da capacidade do navio ao item 3. 
Na verdade, a faixa de valores dada para x, cobre todas as alocações 
possíveis da capacidade do navio ao item 3. 

Dado w, = 1 t por unidade, o número máximo de unidades do 
item 3 que pode ser carregado é i = 4, o que significa que os valores 
possíveis de m, são 0,1,2,3c 4.1 Jin m, alternativo é viável somente 
se wan, EX, Assim, todas as alternativ as inviáveis (aquelas para as 
quais wyn, > x,) são excluídas. À seguinte equação é a base para 
comparar as alternativas do estágio 3. 


Estágio 1. max(m,} = [3] =20um,=0,1,2 


Aix, )= max {3im, + EU —2m,)},max{m, } =|4]=2 


LR PR 


Tabela 10.7 Decisão no estágio | 


alm, + f(x, —2m,) Solução ótima 


x, m,=0 m=1 m =? hix) mi 
0 0+ 0=0 — — 0 0) 
| 0 +14 = 14 — — 14 () 
2 0+28=28 314+ 0=3] — 31 ] 
35 04+47=47 M+14=45 47 0) 
4 04+61=61 31+28=59 62 poz 62 62 2 


A solução ótima é determinada da seguinte maneira: dado W = 
4 tdo estágio 1,x, = 4 dá a alternativa ótima mm * = 2,0 que significa 
que duas unidades do item | serão carregadas no navio, Essa aloca- 
ção deixa x,=x,-2m,* = 4-2 x 2 = 0. Pelo estágio 2, x, = 0 dá m,* 
= 0,0 que, por sua vez, dá x, =Xx,—3m, =0—3x 0=0. Em seguida, do 
estágio 3, x, = 0 dá m,* =0. ‘Assim, à solucdo ótima completa é m#= 
2,m,* = Oe a,* =0. O retorno associado é f (4) = $ 62.000. 

Na Tabela 10.7, na verdade precisamos obter a solução ótima 
para x, = 4 só porque esse é o último estágio a ser considerado. Con- 
tudo, os cálculos para x, = 0, 1,2 e 3 são incluídos a fim de permitir 
a execução da andlise de sensibilidade. Por exemplo, o que acontece 
se a capacidade do navio for 3 tem vez de 412 A nova solução ótima 
pode ser determinada como 


(x, =3) 3 (nj = 0) > (1,=3)> (n; = 1) 3 {x = 0) > (m; = 0) 


Portanto, a solução ótima é (mn *,im,*, 
ótima é [(3) = $ 47,000. 


Comentários. O exemplo da carga representa um modelo típico de 
alocação de recursos no qual um recurso limitado é repartido entre 
um número finito de atividades (econômicas). O objetivo maximiza 
uma função retorno associada. Nesses modelos, a definição do esta- 
do em cada estágio será semelhante à spines cas dada para o modelo 
de carga, ou seja, o estado no estágio à é a quantidade total de recur- 
so alocada aos estágios Li + 1,...,en. 


m,*)=(0,1,0),¢ a receita 
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Figura 10.4 


Pesquisa operacional 


Tela inicial no Excel do problema de PD (regressiva) da mochila (arquivo excelKnapsack.xls) 


> A B C D E F G 
1 | Dynamic Programming 
2 Input Data and Stage Calculations 
3 Number of stages, Na tes i w | 
4 Current stages! | 

5 Are m values correct? 

: TO 

7 | Ui (E EE E 

8 w'm= 

g 

10 

11 


Momento Excel 


A natureza dos calculos em programação dinamica impossibili- 
ta o desenvolvimento de um código geral de computador que possa 
lidar com todos os problemas de PD. Isso talvez explique a insisten- 
te ausência de softwares comerciais para PD, 

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo baseado em Excel 
para tratar uma subclasse de problemas de PD: o problema da mo- 
chila com uma única restrição (arquivo Knapsack xls). O algoritmo 
não é específico em relação a dados e pode tratar problemas que se 
enquadrem nessa categoria e tenham dez alternativas, ou menos. 

A Figura 10.4 mostra a tela inicial do modelo de PD (regressi- 
va) da mochila. A tela é dividida em duas seções: a seção da direita 
(colunas Q:V) é usada para resumir a solução obtida. Na seção da 
esquerda (colunas A:P), as linhas 3,4 e 6 fornecem os dados de entrada 
para o estágio atual, e da linha 7 em diante são reservadas para os 
cálculos do estágio. Os simbolos dos dados de entrada correspon- 
dem à notação matemática do modelo de PD e são auto-explicati- 
vos. Para ajustar a planilha convenientemente em uma única tela, o 
valor máximo viável para a alternativa mr, no estágio í é 10 (células 
D6:N6). 

A Figura 10,5 mostra os cálculos do estágio gerados pelo algo- 
ritmo para o Exemplo 10,3-1. Os cálculos são executados um estágio 
por vez e o usuário fornece os dados básicos que orientam cada 
estágio. Incentivá-lo dessa maneira aprimorará seu entendimento 
dos detalhes de cálculo em PD. 

Começando com o estágio 3 e usando a notação e os dados do 
Exemplo 10.3-1, as células de entrada são atualizadas como mostra 
a Tabela 10.8. 


Tabela 10.8 
Atualização das células de entrada 


Célula(s) Entrada 

D3 Número de estágios, N = 3 
GA Limite de recurso, W= 4 
C4 Estágio atual = 3 

E4 w.=] 

G4 r,=14 

D6:H6 wt, = (0,1,2,3,4) 


Observe que os valores viáveis de m7, sao 0, 1,....¢ Ed = [E] = 4, 
E la 

comono Exemplo 10,3-1.A planilha informa automaticamente quan- 
tos valores mm, são necessários e verifica a validade dos valores que 
você digita emitindo mensagens auto-explicativas na linha 5: ‘yes’, 
‘ne e ‘delete’. 

A medida que os dados do estágio 3 são digitados e verificados. 
a planilha “ganhará vida’ e gerará todos os cálculos necessários do 
estágio (colunas B a P) automaticamente O valor—1111111 é usado 
para indicar que o dado de entrada correspondente não é viável. A 
solução ótima (f, #t,) para o estágio é dada nas colunas O e P A co- 
luna A fornece os valores de f, Como os cálculos iniciam no estágio 
3,f,= 0 para todos os valores de x, Você pode deixar A9:A13 em 
branco ou entrar com valores zero em todas. 


H 0 JET DEBE RE, 
Solution Summ 
E: EE fom 


Figura 10.5 
Modelo em Excel de PD para o problema da mochila do Exemplo 
10.3-1 (arquivo excelKnapsack.xls) 
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Agora que os cálculos do estágio 3 estão à mão, execute as se- 
guintes etapas para criar um arquivo permanente da solução ótima 
do estágio atual e para preparar a planilha para os cálculos do pró- 
ximo estágio: 


Etapa 1. Copie os valores x, C9:CI3, e cole-os em 05:09 na seção 
de resumo da solução ótima. Em seguida, copie os valores (fp m,), 
O9:P13, e cole-os em R5:89, Lembre-se de que você precisa colar 
somente valores, o que requer selecionar Colar especial no menu 
Editar e Valores na caixa de diálogo. 

Etapa 2. Copie os valores f, em R5:R9 e cole-os em A9:A13 (nessa 
etapa você não precisa de Colar especial). 

Etapa 3. Mude a célula C4 para 2 e entre com os novos valores de 
Wr, Ct, para registrar os dados do estágio 2. 
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A etapa 2 coloca f, (x = wyn) na coluna A em preparação para o 
cálculo de f(x.) no estágio i (veja a fórmula recursiva para o problema 
da mochila no Exemplo 10,3-1). Isso explica a razão para entrar com 
valores zero, representando f, na coluna A da tabela do estágio 3. 

Tão logo os cálculos do estágio 2 estejam disponíveis, você pode 
preparar a tela para o estágio 1 de maneira semelhante. Quando o 
estágio 1 estiver concluído, o resumo da solução ótima pode ser usa- 
do para ler a solução, como foi explicado no Exemplo 10.3-1. Obser- 
ve que o formato da organização da área de resumo da solução (se- 
ção direita da tela, colunas Q:V) é livre de formatação e você pode 
organizar seu conteúdo da maneira que achar mais conveniente, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 10.34! 


l. No Exemplo 10,3-1 determine a solução ótima considerando que 
a capacidade máxima em peso do navio é de 2 te, então, de 5 t. 

2. Resolva o problema da carga do Exemplo 10.3-1 para cada um 
dos seguintes conjuntos de dados: 

*(a)w =d,r = 70,w,=1,r,=20,w,=2,r,=40,W=6 

(b)w,=1.r,=538,w,=2,1r,=60,m,=3,r,=80,W=4 

3. No modelo de carga do Exemplo 10.3-1, suponha que a receita 
por item inclua uma quantidade constante que é realizada so- 
mente se o item for escolhido, como mostra a Tabela A. 


Tabela A 
ltem Receita 

-5+3lm,. sem, > 0 
0, caso contrário 

> =15+47m,, sem, > 0) 
Ù, caso contrário 

3 —4+14in,, sent, > 0 

2 Ù, caso contrário 


Ache a solução ótima usando PD. (Sugestão: você pode usar 
o arquivo excelSetupKnapsack.xls do Excel para verificar seus 
cálculos, ) 

4. Um praticante de caminhadas deve acomodar três itens em sua 
mochila: alimento, materials de pronto-socorro è roupas, À mo- 
chila tem uma capacidade de 3 pés*. Cada unidade de alimen- 
to ocupa 1 pés”. Um kit de pronto-socorro ocupa Wpés* e cada 
peça de roupa ocupa cerca de 4pés*. O esportista designa os 
pesos de prioridade 3, 4 e 5 para alimentos, pronto-socorro é 
roupas, o que significa que “roupas” é o item mais valioso dos 
três. Por experiência, o esportista sabe que deve levar no mini- 
mo uma unidade de cada item, é não mais do que dois kils de 
pronto-socorro. Quantas unidades de cada item ele deve levar? 

*5. Um estudante deve selecionar dez matérias eletivas de quatro 
departamentos diferentes, sendo no minimo um curso de cada 
departamento. Os dez cursos são alocados aos quatro departa- 
mentos de maneira a maximizar o “conhecimento”. O estudante 
mede o conhecimento em uma escala de 100 pontos e obtém a 
Tabela B. 


Tabela B 
Nº de cursos 
Departamento / 2 3 4 5 6 27 
I 25 50) 60 $0 100 100 100 
lI 20 70 90 OOo 100 100 100 
lI 40 60) 80 100 00 100 00 


IV 10 20 30 40 50 60 70 


Como o estudante deve selecionar os cursos? 
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6. Eu tenho uma pequena horta em meu quintal, que mede 10 x 
20 pés. Nessa primavera, pretendo plantar três tipos de vege- 
tais: tomates, vagem e milho. A horta é organizada em linhas 
de 10 pés. As linhas de milho e tomate têm 2 pés de largura, e 
a largura das linhas de vagem é 3 pés Gosto mais de tomates e 
menos de vagens, e, em uma escala de | a 10, eu daria 10 aos to- 
mates, 7 ao milho e 3 às vagens. Independentemente de minhas 
preferências, minha esposa insiste em que eu plante no mínimo 
uma linha de vagens, e não mais do que duas linhas de tomates, 
Quantas linhas de cada vegetal devo plantar? 

“7. Habitat for Humanity é uma instituição de caridade espetacular 
que constrói casas para familias carentes usando mão-de-obra vo- 
luntária. Uma família candidata pode escolher entre trés tamanhos 
de casa: 1.000, 1.100 e 1.200 pés”. Cada tamanho de casa requer 
certo número de voluntários. O distrito de Fayetteville recebeu 
cinco solicitações para os próximos seis meses. O comitê encarre- 
gado designa uma pontuação a cada solicitação com base em vá- 
rios fatores. Uma pontuação mais alta significa mais necessidade, 
“ara OS próximos seis meses, o distrito de Fayetteville pode con- 
tar com um máximo de 23 voluntários. Os dados da Tabela C re- 
sumem as pontuações para as solicitações e o número requerido 
de voluntários. Quais solicitações o comitê deve aprovar? 

Tabela C 


Tamanho da Número requerido 
Solicitação casa (pés”) Pontuação de voluntários 
| 1.200 18 7 
2 1.000 64 4 
3 1.100 6S 6 
4 1.000 62 5 
5 1.200 so 8 


8. O deputado Bassam concorre à reeleição na jurisdição de 
Washington. Os fundos disponiveis para a campanha são apro- 
ximadamente $ 10.000. Embora o comitê de reeleição desejasse 
lançar a campanha em todas as cinco zonas eleitorais da jurisdi- 
ção, os fundos limitados impõem outra coisa. À Tabela D apre- 
senta uma lista da população de eleitores e a quantidade de fun- 
dos necessária para lançar uma campanha efetiva em cada zona. 
A opção para cada zona é receber todos os fundos alocados ou 
nenhum. Como os fundos devem ser alocados? 


Tabela D 


Zona População Fundos requeridos (3) 


| 3.100 3.500 
2 2.600 2.500 
3 3.500 4.000 
4 2.800 3.000 
5 2.400 2.000 


9, Um equipamento eletrônico consiste em três componentes. Os com- 
ponentes estão em série, de modo que a falha de um deles causa 
a falha do equipamento, A confiabilidade (probabilidade de não 
ocorrer nenhuma falha) do equipamento pode ser melhorada com a 
instalação de uma ou duas unidades sobressalentes em cada compo- 
nente. À Tabela E apresenta a confiabilidade, r,e o custo, e O capital 
total disponível para a construção do equipamento é $ 10,000, Como 
ele deve ser construido? (Sugestão: o objetivo é maximizar a confia- 
bilidade, rrr, do equipamento, o que quer dizer que a decomposi- 
ção da função objetivo é multiplicativa em vez de aditiva.) 


Tabela E 
Nº de Componente 1 Componente? Componente 3 
idades E 
sarateles r, c ($) F, c ($) F, c, (3) 
l 0.6 1.000 0,7 3,000 0.5 2.000 
2 0.8 2.000 0,8 5.000 0,7 4.000 
3 0.9 3.000 09 6.000 0,9 5.000 


“Nesse Conjunto de Problemas, aconselhamos à leitor, no que for possivel, a fazer os cáleulos à mão è depois verificar os resultados usando o gabarito excélEnapsack. xis, 
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10. Resolva o seguinte problema por PD: 


Maximizar z= | | y, 
r=] 
sujeito a 
Fi + Ya Fine + Ti = 
y0 j= 12.50 
(Sugestão: esse problema é semelhante ao Problema 9, exceto 
que as variáveis, y., são continuas.) 
d 
11. Resolva o seguinte problema por PD: 
Minimizar z = pf + yi +. ty? 
sujeito a 
y=e 
i=l 
y >00, i= 1,2, 
12. Resolva o seguinte problema por PD: 
Maximizar z = (y, + 2)? + yay, + (y, -5F 
sujeito a 
BTT TD, $5 
y, 2 Qe inteira, i= 1,2,3,4 
13. Resolva o seguinte problema por PD: 
Minimizar z = max{[f(y,). fly)... fly) 
sujeito a 
Yt +... FY HE 
yeO07= 1 Zan 
Forneça a solução para o caso especial de n = 
fy) =y + 5, fiy) = Sy, + 3 e fly,) = ¥,-2. 


3,c=10e 


10.3.2 Modelo de tamanho da força de trabalho 


Em alguns projetos de construção, pratica-se contratar e demi- 
tir mão-de-obra para manter adequadas as necessidades do projeto, 
Dado que tanto as atividades de contratação quanto de demissão 
incorrem em custos adicionais, como a mão-de-obra deve ser manti- 
da durante o transcorrer do projeto? 

Vamos considerar que o projeto será executado durante um 
período de n semanas e que a mão-de-obra mínima requerida na se- 
mana į seja b operários. Teoricamente, podemos contratar e demitir 
para manter a força de trabalho na semana i exatamente como €x- 
presso em b. Como alternativa, pode ser mais econômico manter a 
quantidade de mão-de-obra maior do que os requisitos mínimos por 
meio de novas contratações. É esse caso que consideraremos aqui. 

Dado que x, é o número real de operários empregados na sema- 
na i, dois custos podem ser incorridos na semana i € (x, — 6 ),0 custo 
de manter um excesso de mão-de- ses x -be C(x -x ho custo de 
contratar operários adicionais, x, = x, C onsidera-se que nenhum 
custo adicional é incorrido ao se hee de contratar operários, 

Os elementos do modelo de PD são definidos da seguinte maneira: 


1. O Estágio i é representado pela semana j,i = 1,2,.. 


2. As alternativas no estágio í são x, o número de nn na 
semana i 


3. O estado no estágio | é representado pelo número de operários 
disponíveis no estágio (semana) f—1, x.. 


A equação recursiva da PD é dada por 


Ha) = min{C (x, -b)+ C(x x) + fila) FHL 2.0 

fia | (x,) =() 

Os cálculos começam no estágio n com x, = b e terminam no estágio 1. 
Exemplo 10.3-2 


Um empreiteiro de construção civil estima que o tamanho da 
força de trabalho necessária para as próximas cinco semanas são 


Pesquisa operacional 


5,7,8,4 e 6 operários, respectivamente. O excesso de mão-de-obra 
mantido custará $ 300 por operário por semana, e uma nova contra- 
tação em qualquer semana incorrerá em um custo fixo de $ 400 mais 
$ 200 por operário por semana. 

Os dados do problema são resumidos como 


b =5,6b,=7,6,=8,b,=4,b, =6 
Cix-bi=3(x-b), x>b, tel ga Os 
Clx-x,)=4+2x,- To). ER ba seca) 


As funções custo C, e C, estão em centenas de dólares. 


Estágio 5 (b, = 6) 


Tabela 10.9 Decisão no estágio 5 
Cla, 0) + Cx) 


Solução ótima 


X, x =6 FAx,) x, 
4 3(0) +44 2(2) =8 8 6 
5 3(0) + Be 2(1)=6 6 6 
6 3(0) + =) 0 6 
Estágio 4 (b, = 4) 
Tabela 10.10 Decisão no estágio 4 
me oe a Solução 
Cad) + Cia) +46) Rima 
X, x,=4 x,=5 x,=6 Aix) x, 


3(2)+04+0=6 6 6 


8 3(0)+04+8=8 3(1)+0+6=9 


Estágio 3 (b, = 5) 


Tabela 10.11 Decisão no di 5 


Cr, 8) + Cx) +£0;) Solução ótima 
ds dy = S J) x, 
7 3(0)+44+2(1)+6=12 12 8 
8 3(0) +0 + +6= 6 6 8 
Estágio 2 (b, = 7) 
Tabela 10.12 Decisão no estágio 2 
; a E Solução 
Cix,- 7) + Cia, -x,) + fl) Stima 


x x,=7 x,=8 fix) x, 
5 S3(0)+442(2)+12=20 3(1)+442(3)4+6=19 9 8 


6 30)+4+21)+12=18 31) 4+442(2)4+6=17 7 2 
7 3(0)+0 +12=12 3(1)+442(1)+6=15 2 7 
8 3(0)+0 +12=12 3(1)+0 +6=9 9 8 


Estágio 1 (b, = 5) 


Tabela 10.13 Decisão no estágio | 


solução 
Cl, nie (x, — x) + f(x) “ótima 
x, X=5 X = 6 x,=7 x =e Fa) xi 
O 0+4 MS) Miede MG H2 +AA AT) N2) +44 MB) 
+19=33 +17 =36 + 13 = 36 +9=35 33 5 


A solução ótima é determinada por 
x= 0x, =å =x =g =x ,=8 x, =6>x, =6 


A solução pode ser traduzida para o plano mostrado na Tabela 10,14, 
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Tabela 10.14 Solução do exemplo 10,3-2 


Mão-de-obra minima 


(b) 


Semana i 


ft fa id pd = 
D E GO -g an 


O custo total é f (0) = $ 3.300. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 10.3B 


l. Resolva o Exemplo 10.3.2 para cada um dos seguintes requisi- 
tos minimos de mão-de-obra: 
*(a) b =6,5,=5,b,=3,b,=6,b,=8 
(b) b,=8,b,=4,b,=7,0,=8,b,=2 


2. No Exemplo 10.3-2, se for paga uma indenização por demissão de 
$ 100 para cada operário demitido, determine a solução ótima. 
*3. A Luxor Travel organiza excursões de uma semana ao sul do 


Egito e foi contratada para fornecer a grupos de turistas 7, 4,7 
e 8 carros alugados, respectivamente, nas próximas quatro se- 
manas. Para suprir suas necessidades de carros, a Luxor Travel 
subcontrata uma agência local de aluguel de automóveis que 
cobra uma taxa de locação de $ 220 por carro por semana, mais 
uma taxa fixa de $ 500 para qualquer transação de locação. En- 
tretanto, a Luxor tem a opção de não devolver os carros de alu- 
guel no final da semana, caso em que será responsável apenas 
pelo aluguel semanal ($ 220). Qual é o melhor modo de a Luxor 
Travel tratar a situação da locação de carros? 


4. A Geco foi contratada pelos quatro anos seguintes para forne- 
cer motores de aviões a uma taxa de quatro motores por ano. 
A capacidade de produção disponivel e os custos de produção 
variam de ano para ano. À Geco pode produzir cinco motores 
no Ano 1,6 no Ano 2,3 no Ano à e 5 no Ano 4, Os custos de 
produção correspondentes por motor para os próximos quatro 
anos são $ 300.000, $ 330.000, $ 350.000 e $ 420.000, respectiva- 
mente. A Geco pode optar por produzir mais do que precisa em 
um certo ano, caso em que os motores deverão ser armazenados 
adequadamente até a data de expedição. O custo de armazena- 
gem por motor varia de ano para ano e é estimado em $ 20.000 
para o Ano 1,$ 30.000 para o Ano 2, $ 40.000 para o Ano 3 e $ 
50.000 para o Ano 4. No momento, no início do Ano 1, a Geco 
tem um motor pronto para expedição. Desenvolva um plano de 
produção ótimo para a Geco. 


10.3.3 Problema de reposição de equipamento 


Quanto mais tempo uma máquina fica em serviço, maior é seu 
custo de manutenção e menor sua produtividade. Quando uma 
máquina atinge certa idade, pode ser mais econômico substituí-la. 
Portanto, a questão se reduz a determinar qual é a idade mais eco- 
nômica de uma máquina. 

suponha que estejamos estudando o problema de reposição de 
máquinas ao longo de um período de n anos. No início de cada ano, 
decidimos se mantemos ou não a máquina em serviço por mais um 
ano ou se a substituímos por uma nova. Vamos representar por rt), 
clt) e s(t) a receita anual, o custo operacional e o valor de sucata de 
uma máquina de f anos de idade. O custo de aquisição de uma nova 
maquina em qualquer ano é f, 

Os elementos do modelo de PD são 


1. O estágio i é representado pelo ano fi = 1,2,....dl. 


2. As alternativas no estágio (ano) i recomendam manter ou subs- 
ffir a máquina no início do ano i. 


3. O estado no estário i é a idade da máquina no inicio do ano i. 
E 


Mao-de-obra real 


(x) 


Do GO A 
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Decisao Custo 
Contratar 5 operários d+2x5=14 
Contratar 3 operários 442x341x3=13 
Nenhuma alteração 0) 

Demitir 2 operários 3x2=6 
Nenhuma alteração 0 


Dado que a maquina tem? anos no início do ano i, defina-se 


f(t) = máxima receita líquida para os anos i f + 1,...,em 
A equação recursiva é derivada como 
AD = d+ fati l), se MANTIVER 


i= max Oya s(1)= I= c(0)+ fa (t), se SUBSTITUIR 


Seal) =0 


Exemplo 10.3-3 


Uma empresa precisa determinar a política ótima de reposição 
para os próximos quatro anos (m = 4). para uma maquina que atu- 
almente tem três anos de idade. A empresa exige que uma mágui- 
na de seis anos seja substituída, O custo de uma nova máquina é 
$ 100.000. A Tabela 10.15 apresenta os dados do problema. 


Tonala 10:15 Dador pare o problema do Exemplo tae 


Idade, Receita, Custo Valor de 
t (anos) r(t) (3) operacional, c(t) ($) sucata, s(t) ($) 

ü 20.000 200 — 

| 19.000 600 80.000 
2 18.500 1.200 60.000 
3 17.200 1.500 50.000 
4 15.500 1.700 30,000 
5 14.000 1.800 10.000 
6 12.200 22MM) 5.000 


A determinação dos valores viáveis para a idade da máquina em 
cada estágio é um pouco complicada. A Figura 10.6 resume a rede 
que representa o problema, No início do ano 1, temos uma maquina 
de três anos de idade. Podemos substitui-la (R) ou mantê-la (A) por 
mais um ano. No início do ano 2, caso a reposição ocorra, à nova má- 


Figura 10.6 
Representação da idade da máquina como função do ano de deci- 
são no Exemplo 10,3-3 

K = Manter 

R = Substituir 

5 = Vender como sucata 


Idade da máquina 


| 2 3 5 
Ano de decisão 
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quina terá um ano de idade; caso não ocorra, a máquina velha terá 
quatro anos de idade. A mesma lógica se aplica ao inicio dos anos 2 
a 4, Se uma maquina de um ano de idade for substituída no início do 
ano 2, 3 ou 4, sua reposição terá um ano de idade no início do ano 
seguinte, Além disso, no início do ano 4, uma máquina velha de seis 
anos de idade deve ser substituida e, ao final do ano 4 (fim da proje- 
ção de planejamento), as máquinas serão substituídas e terão valor 
de sucata (5). 

A rede mostra que, no início do ano 2, as idades possiveis da 
maquina são | e 4 anos. Para o início do ano 3, as idades possíveis 
são 1,2 e 5 anos; e, para o inicio do ano 4, as idades possíveis são 1, 
2,3¢ 6 anos, 

A solução da rede na Figura 10.6 equivale a achar a rota mais 
longa (isto é, a receita maxima) do inicio do ano 1 até o final 
do ano 4. Usaremos a forma tabular para resolver o problema. 
Todos os valores estão em milhares de dólares. Observe que, se 
uma máquina for substituída no ano 4 (isto é, no final da projeção 
de planejamento), sua receita líquida incluirá o valor de sucata, 
s(t), da máquina substituída e o valor de sucata, s(1), da máquina 
que a substitui. 


Estágio 4 


Tabela 10.16 Decisão no estágio 4 


Pesquisa operacional 


Figura 10.7 
Solução do Exemplo 10.3-3 


H— Ano | —*}—— Ano 2 —+}—— Ano 3—— Ano 4 —+ 


A Figura 10.7 resume a solução ótima. No início do ano 1, dado 
t=3,a decisão ótima é substituir a maquina. Assim, a nova maquina 
terá um ano de idade no início do ano ?, e t = | no inicio do ano 2 
recomenda manter ou substituir a máquina. Se ela for substituída, 
anova maquina terá um ano de idade no início do ano 3: se não for 
substituída, a máquina mantida terá dois anos de idade. O processo 
continua dessa maneira até alcançar o ano 4. 

As políticas ótimas alternativas que começam no ano | são 
(R, K, K, R) e (R, R. K, K). O custo total é $ 55.300. 


K R solução ótima 
! o) + st + 1) - c(t) HO) + s(t) + s(1) = c(D) - | fa) Decisdo 
| 19.0 + 60 — 0,6 = 784 20 + 80 + 80 - 0,2 - 100 = 79,8 719,8 R 
2 18,5 + 50 - 1,2 = 673 20 + 60 + 80 - 0,2 - 100 = 598 673 K 
3 17,2 + 30 - 1,5 = 45,7 20 + 50 + 80 -02 - 100 = 498 49.8. KR 
6 (Deve-se substituir) 20+ 5480-02-10 = 48 4,8 R 
Estágio 3 
Tabela 10.17 Decisão no estágio 3 
K R Solução ótima 
t r(t) = cl) + A(t + 1) r(O) + s(t) = cf 0) = 2+ 601) f(t) Decisão 
l 19,0 - 0,6 + 67,3 = 85,7 20 + 80 - 0,2 - 100 + 79,8 = 79.6 85,7 K 
2 185 - 12 + 498 = 67,1 20 + 60 - 0,2 - 100 + 798 = 59,6 67,1 K 
5 140 - 18+ 48= 10 20 + 10 -0,2 — 100 + 798 = 19,6 19,6 R 
Estágio 2 
Tabela 10.18 Decisão no estágio 2 
K R Solução ótima 
j r(t) - e) + Al + 1) O) + s() - (0) - E + AQ) fte) Decisão 
l 19,0 -0,6+ 67,1 = 85,5 20 + 80 - 0,2 -100 + 85,7 = 855 85,5 K ouR 
4 15,5 - 1,7 + 19.6 = 334 20 + 30 - 0,2 -100 + 85,7 = 355 35,5 R 
Estágio 1 
Tabela 10.19 Decisão no estágio 1 
K R Solução ótima 
t r(t) = c(t) + Air + 1) r(O) + s(t) = (0) - 1 + (1) Ao Decisão 
3 17.2 - 15 + 35,5 = 51,2 20 + 50 - 0,2 -100 + 85,5 = 553 35,3 R 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 10.3€ 


1. Em cada um dos casos seguintes, desenvolva a rede e ache a 
solução ótima para o modelo do Exemplo 10.3-3: 

(a) A máquina tem dois anos de idade no início do ano 1. 
(b) A máquina tem um ano de idade no início do ano 1. 
(ec) A máquina é comprada nova no inicio do ano 1. 

“2. Meu filho, de 13 anos de idade, presta serviços de corte de grama 
a dez clientes. Para cada um deles, ele corta a grama três vezes por 
ano, o que lhe rende $ 50 por cada corte. Ele acabou de pagar $ 
200 por um novo cortador de grama. O custo de manutenção ¢ 
operação do cortador é $ 120 para o primeiro ano de serviço e au- 
menta 20% ao ano daí em diante, Um cortador de 1 ano de idade 
tem um valor de revenda de $ 150, que diminui 10% ao ano daí em 
diante. Meu filho, que planeja manter seu negócio até os 16 anos 
de idade, acha que é mais econômico comprar um novo cortador 
a cada dois anos. Ele baseia sua decisão no fato de que o preço de 
um novo cortador aumentará somente 10% ao ano. Sua decisão é 
justificável? 

3. A Circle Farms quer desenvolver uma política de reposição 
para seu trator de dois anos de idade para os próximos cinco 
anos. Um trator deve ser mantido em serviço por no minimo 
três anos, mas deve ser substituído após cinco anos. O preço de 
compra atual de um trator é $ 40.000 e aumenta 10% ao ano. O 
valor de sucata de um trator com um ano de idade é $ 30.000 e 
diminui 10% ao ano, O custo operacional anual atual do trator 
é $ 1.300, mas espera-se que aumente 10% ao ano. 

(a) Formule à questão como um problema de caminho mais curto. 

(b) Desenvolva a equação recursiva associada, 

(c) Determine a política ótima de reposição do trator para os 
próximos cinco anos. 

4. Considere o problema de reposição de equipamento por um 
período de n anos. Um equipamento novo custa c dólares e seu 
valor de revenda após f anos em operação é s(t) = n -t para n >t 
caso contrário, é zero. À receita anual é uma função da idade re 
é dada por r(t) = r° - para n > f caso contrário, é zero. 

(a) Formule a questão como um problema de PD, 
(b) Ache a política ótima de reposição dado que ¢ = $ 10.000, 
n= 5g o equipamento tenha dois anos de idade, 


5. Resolva o Problema 4 considerando que o equipamento tenha 
il 


um ano de idade e que n = 4, c = $ 6.000, r(r) = its 


10.3.4 Problema do investimento 


Suponha que você queira investir as quantias P, Py... P, no ini- 
cio de cada um dos próximos 1 anos. Você tem duas oportunidades 
de investimento em dois bancos: o First Bank paga uma taxa de 
juros r, e o Second Bank paga r, ambas as taxas anuais compostas. 
Para incentivar depósitos, os dois bancos pagam bônus sobre novos 
investimentos na forma de uma porcentagem da quantia investida. 
As respectivas porcentagens de bônus para o First Bank e Second 
Bank são q, € q, para o ano à Os bônus são pagos no final do ano 
no qual os investimentos foram feitos e podem ser reinvestidos em 
qualquer um dos bancos no ano imediatamente subseqiiente. Isso 
significa que só bônus e dinheiro novo podem ser investidos em 
qualquer um dos bancos. Contudo, uma vez depositado o investi- 
mento, ele deve ali permanecer até o final da projeção de n anos. 
Elabore um esquema de investimento para os próximos 1 anos. 

Os elementos do modelo de PD são 


L O estágio i é representado pelo ano di = 1,2....,n 

2. As alternativas no estágio į são fe f, as quantias investidas no 
First Bank e no Second Bank, respectivamente. 

3. O estado, x, no estágio f é a quantidade de capital disponível 
para investimento no início do ano i. 


Observamos que / = x,- |, por definição, Assim, 


yP +ga fi + 7a =h) 
r A E Se 
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A quantia reinvestida inclui somente dinheiro novo mais quais- 
quer bônus de investimentos feitos no ano /— 1. 

Defina-se 

fix) = valor ótimo dos investimentos para os anos í, i + 1l... 

en, dado x, 

Em seguida, defina-se s, como a soma acumulada no final do 
ano st, dado que /, e (x, — 1) são os Investimentos feitos no ano i no 
First Bank e no Second Bank, respectivamente. Determinando o, 

(1 +r) k= 1,2,0 problema pode ser enunciado como 
Maximizar z =35,+8, +. +58, 
em que 
s = foe's + (x — Fo 
=(o tt qi qe fa 12 eal 
s,=(al+q,-0,-q,,)f, +(O,+4q,,)%, 


Os termos q, € q, ems, são adicionados porque os bônus para o 
ano n são parte da soma final de dinheiro acumulada pelo i investimento. 
Portanto, a equação recursiva regressiva de PD é dada por 


F(x) = max ls, + AE E ET P 
E EFR, =() 


Como dado anteriormente, x, é definida em termos de x. 


Exemplo 10.3-4 


Suponha que você queira investir $ 4.000 agora e $ 2.000 no iní- 
cio dos anos 2 a4. A taxa de juros oferecida pelo First Bank é de 8%. 
composta anualmente, e os bônus para os próximos quatro anos são 
1,8%, 1,7%, 21% e 2,5%, respectivamente. A taxa anual de juros 
oferecida pelo Second Bank é 0,2% mais baixa do que a oferecida 
pelo First Bank, mas seus bônus são 0,5% mais altos. O objetivo é 
maximizar o capital acumulado no final de quatro anos. 

Usando a notação apresentada antes, temos: 


P, = $ 4.000, P, = F, = P, = $ 2.000 
o, = (1 + 0,08) = 1,08 

a, = (1 + 0,078) = 1,078 

qı = 0,018, q, = 0,017, q, = 0,021,9, = 0,025 
q = 0,023, q,, = 0,022, q,, = 0,026, q, = 0,030 


Estagio 4 
f(x) = max {s, } 


sf, 55, 


em que 


s,=(a,+q, -—a@,-q,,)/,+ (a, + 4,,)x,=—0,003/, + 1,108x, 
A função s, é linear em na faixa Os /, Sx, e seu máximo ocorre 
em /, = 0 devido ao coeficiente negativo de I, Assim, a solução óti- 
ma para o estágio 5 pode ser resumida como demonstrado na Tabela 
10.20. 
Tabela 10.20 Decisão no estágio 5 


Solução ótima 


Estado fix) l; 
t 1.108x, 0 
Estágio 3 
hix) = max {s, +R )} 
em que 


s, = ii 08º = 1,078"), + 1,078, = 0,004327, + 1,162 Lx, 
= 2.000 — 0,0057, + 0,026x, 


ot 
F(x.) = max {0,00432/, + 1,162 1x, +1,108(2000—0,005/, + 0,026.x, | 
= = max 2216—0,00122/, +1,1909x, 4 
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Solução ótima 
Estado fix) I; 
x, 2.216 + 1,1909x, 0 
Estagio 2 
fx, = max {3,+.60%)} 
em que 
= (1,08 -= 1,078")/, + 1,078%x, = 0, 0069854 + 1.25273x, 
, = 2000 — 0,0057, + 0,022x, 
Portanto, 


A(x,)= max (0,0069857, +1,25273x, +2216 +1,1909(2000 -0,0057, + 0,022x, | 
= max {4597,8+0,0020305/, + 1,27893x, } 
Tabela 10.22 Decisão no estágio 2 
Solução ótima 
Estado Lx) I 
i 4.597,8 + 1,27996x, x, 


Estágio 1 
J (x, ) = Ned Is + f: Q; )} 


em que 


= (1,08* — 1,078"), + 1,078'x, = 0,01005/, + 1,3504y, 
= 2000 = 0,0057, + 0,023x, 


Portanto, 


filx,) = max 10,0 10054, +1,3504x, + 4597,8+1,27996(2000 —0,0051, + 0,023x, | 
= max {7157, 7+0,00365/, +1,37984x, | 
Tabela 10.23 Decisão no estágio | 
Solução ótima 
Estado fix) i 


l 
x,=$4.000 7.157,74+1,38349x,  $4.000 


panies regressivamente e 
=x, d= , =, obtemos 


e observando que J" = 4,000, 


x, = 4.000 

x, = 2.000 = 0,005 x 4.000 + 0,023 x 4.000 = $ 2.072 
x, = 2.000 — 0,005 x 2.072 + 0,022 x 2.072 = $ 2.035,22 
x, = 2.000 = 0,005 x 0 + 0,026 x $ 2.035,22 = $ 2.052,92 


Portanto, a solução Gtima é resumida como pode ser visto na 
Tabela 10,24 


Tabela 10.24 Solução ótima resumida 


Solução 
Ano ótima Decisão Acumulação 
| =x, Investir x= $ 4.000 no First Bank $= $ 5.441,80 
2 =x, Investir.x,=$2.072 no First Bank s, = $ 2.610,13 
3 =x, Investir x, = $ 2.035,22 no Second Bank s,= $2.365,13 
4 [7 =0  Investirx,=$2052,92 no Second Bank 5, = $ 2.27464 


Acumulação total = f(x) = 7.157,7 + 1,38349(4.000) = $ 12.691,66 


(=5,+5,+5,+5,) 


Pesquisa operacional 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 10.3D 


À. Resolva o Exemplo 10.3-4 considerando que r, = 0,085 e 
0,08. Além disso, considere que P, = $ 5.000, P,= $ 4.000, e 
$ 3.000 e P,= $ 2.000. 


2. Um investidor com um capital inicial de $ 10.000 deve decidir 
ao final de cada ano quanto gastar e quanto investir em uma 
conta de poupança. Cada dólar investido retorna œ = $ 1,09 no 
final do ano. A satisfação derivada de gastar $ y em qualquer 


ano é quantificada pela equivalência de possuir $ Jy Resolva o 
problema por PD para um período de cinco anos, 


3. Um fazendeiro tem k ovelhas. No final de cada ano, ele decide 
quantas vende e com quantas fica, O lucro da venda de uma 
ovelha no ano į é P. Uma ovelha mantida no ano / dobrará de 
número no ano i+ 1. O fazendeiro pretende vender todo o re- 
banho ao final de n anos. 

*(a) Derive a equação recursiva geral para o problema. 
(b) Resolva o problema para n = 3 anos, k = 2 ovelhas, 
= $ 100, p, = $ 130 e p, = $ 120. 


10.3.5 Modelos de estoque 


A PD tem importantes aplicações na área de controle de esto- 
ques. Os capítulos 11 e 14 apresentam algumas dessas aplicações Os 
modelos do Capitulo 11 são determinísticos e os do Capítulo 14 são 
probabilísticos. 


10.4 PROBLEMA DE DIMENSIONALIDADE 


Em todos os modelos de PD que aprese ntamos, 0 estado em qual- 
quer estágio é representado por um único elemento. Por exemplo, no 
modelo da mochila (Seção 10.3.1), a única restrição é o peso do item. 
De uma perspectiva mais realista, o volume da mochila também pode 
ser outra restrição viável. Nesse caso, diz-se que o estado em qualquer 
estágio é bidimensional, porque consiste em dois elementos: peso e volume, 

© aumento no número de variáveis de estado aumenta os cál- 
culos em cada estágio, e isso fica claro, em particular, em cálculos 
tabulares de PD, porque o número de linhas em cada tabela cor- 
responde a todas as possíveis combinações de variáveis de estado. 
Essa dificuldade de cálculo as vezes é denominada na literatura de 
maldição da dimensionalidade. 

© exemplo a seguir foi escolhido para demonstrar o problema 
de dimensionalidade e também serve para mostrar a relação entre 
programação linear e programação dinâmica. 


Exemplo 10.4-1 


A Acme Manufacturing fabrica dois produtos A capacidade 
diária do processo de fabricação é 430 minutos. O Produto | requer 
dois minutos por unidade e o Produto 2 requer um minuto por uni- 
dade. Não ha limite para a quantidade fabricada do Produto 1, mas 
a demanda máxima diária para o Produto 2 é 230 unidades. O lucro 
unitário do Produto 1 é $ 2 e o do Produto 2 é $ 5. Ache a solução 
ótima por PD. 

O problema é representado pela seguinte programação linear: 

Maximizar zx = 2x, + 5x, 


sujeito a 
2x, + x, 5 430 


Os elementos do modelo de PD são: 

l. O estágio i corresponde ao produto ir = 1,2. 

2. A alternativa x, é a quantidade de produto ʻi = 1,2. 

3. O estado (v, w,) representa as quantidades de recursos 1 e 2 
(tempo de produção e limites de demanda) usadas no estágio 2. 

4, O estado (v, w) representa as quantidades de recursos 1 e 2 (tem- 
po de produção e limites de demanda) usadas nos estágios 1 e 2, 
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Estágio 2. Defina-se f(v, w,) como o lucro máximo para o estágio 2 
(produto 2), dado o estado (v w,). Então 


f(v, w) = max {5x, | 


Us EE 
Est SH, 


Assim, max{5x,} ocorre em x, = min{v,, w], e a solução para o 
estágio 2 fica como demonstrado na Tabela 10.25. 
Tabela 10.25 Decisão no estágio 2 
Solução ótima 


Í (vas w,) x: 


Es 


Estado 


(vm) 5 min/v,w,) min[v,.W,| 


Estágio 1 


HO) = max (2x, + fi(n, 2x.) 
= max fox, +5 min(v, —2x,.,)} 


Lig, 2x, aly 
A otimização do estágio | requer a solução de um problema 
minimax (geralmente dificil). Para o presente problema, fazemos 
v,=430e w, = 230,0 que dá 0 < 2x, < 430. Como min(430 — 2x, 230) 


é o envelope mais baixo das duas linhas de intersecção (Verifique !), 


decorre que 


230, 0<x,<100 


mun 420 234 5.400) = ee -2x,, 100<x,<215 


a 


f,(430,230) = max {2.x, +5 min(430-2x,,230)) 


a 2x,+1150, Osx, 5100 
o [=8x, +2150, 1005 x, £215 


Você pode verificar graficamente que o valor ótimo de f (430,230) 
ocorre em x, = 100, Assim, obtemos a solução ótima, conforme mos- 
trado na Tabela 10.26, 

Tabela 10.26 Solução ótima 
Solução ótima 
Estado F(Y w) x, 
(430, 230) 1.350 100 
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“ara determinar o valor ótimo de x,, observamos que 


H =r 2x, = 430 = 200 = 230 
wW =W- O = 230 


Conseqiientemente, 
x, = min(v,, w,) = 230 
Portanto, a solução ótima completa é resumida como 


x, = 100 unidades, x, = 230 unidades, z = $ 1.350 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 10.4A 


1. Resolva os seguintes problemas por PD, 


(a) Maximizar z = 4x, + 1dy, 
sujeito a 
2x + 7x,< 21 
Wx, + 2x,5 2] 
X 4,20 
(b) Maximizar z = x, + 7x, 
sujeito a 
2x, +2588 


Sx, + 2x, 515 


x,.x,20€ inteiras 


(c) Maximizar z = 7x", + Gx, + 5x", 


sujeito a 
x, + 2x, <10 
x, -3x, 39 
Aye 


2. No problema da mochila de n itens, do Exemplo 10.3-1, supo- 
nha que as limitações de peso e volume sejam We V, respecti- 
vamente. Dado que w, ver, são o peso, o valor è a receita por 
unidade do item i,escreva a equação recursiva regressiva de PD 
para o problema. 
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Capitulo 11 


—— = 


Modelos deterministicos 


de estoque 


Guia do capitulo. Modelagem de estoque trata da determinação do 
nivel de certa mercadoria que uma empresa deve manter para garan- 
tir uma operação trangúila. A base para a decisão é um modelo que 
equilibra o custo de capital resultante da permanência de excedente 
de estoque com o custo de multas resultantes da falta de estoque. O 
principal fator que afeta a solução é a natureza da demanda: determi- 
nistica ou probabilistica. Na vida real, a demanda usualmente é pro- 
babilística, mas em alguns casos a aproximação determinística, mais 
simples, pode ser aceitável. Este capítulo trata dos modelos determi- 
nisticos. Os modelos probabilisticos serão abordados no Capítulo 14. 

A complexidade do problema de estoque não permite o desen- 
volvimento de um modelo geral que abranja todas as situações pos- 
siveis. Este capítulo inclui modelos representativos de diferentes 
situações. Ao estudar os diferentes modelos, você perceberá que 
a solução utiliza algoritmos diferentes, entre eles os de cálculo, li- 
neares, não lineares é programação dinâmica. Qualquer que seja a 
ferramenta usada para resolver o modelo, você deve ter sempre em 
mente que qualquer modelo de estoque busca dois resultados bási- 
cos: quanto pedir e quando fazer o pedido. 

Os cálculos associados com alguns dos modelos podem ser te- 
diosos. Para amenizar essa dificuldade, incluímos no capitulo várias 
planilhas de Excel, modelos resolvidos com utilização do Solver e 
modelos em AMPL. Eles podem ser usados para experimentação 
(por exemplo, executar análise de sensibilidade por meio da alte- 
ração nos parâmetros do modelo) ou para verificar seus cálculos 
quando você tentar resolver os problemas. 

Este capítulo inclui 8 exemplos resolvidos, 1 modelo resolvido 
com utilização do Solver, | modelo em AMPL, 4 planilhas Excel, 33 
problemas de final de seção e 3 casos. Os casos estão no Apêndice 
E. disponível em inglés no site do livro. Os programas AMPL'Excel 
Solver/TORA estão na pasta chllFiles. 


11.1 MODELO GERAL DE ESTOQUE 


O problema de estoque envolve fazer e receber pedidos de deter- 
minados tamanhos periodicamente. Desse ponto de vista, uma poli- 
tica de estoque responde a duas perguntas: 

1. Quanto pedir? 
2. Quando pedir? 

A base para responder a essas perguntas é a minimização da 

seguinte função custo de estoque: 


Custo ca os ie a Pa 
ictal de |= Custo de e Custo de g Custo de j Custo de 

compra preparação | | estocagem falta 
estoque) ` 


1. Custo de compra é o preço por unidade de um item de estoque. As ve- 
zes o item é oferecido com desconto se o tamanho do pedido exceder 
uma certa quantidade, o que é um fator na decisão de quanto pedir. 


2. Custo de preparação representa os encargos fixos incorridos 
quando um pedido de compra é emitido, independentemente 
de seu tamanho. Aumentar a quantidade do pedido reduz o cus- 
to de preparação associado com dada demanda, mas aumen- 
tara o nível médio de estoque e, em consegiiência, o custo de 
capital vinculado. Por outro lado, reduzir o tamanho do pedido 


aumenta a freqiiéncia de emissão de pedidos e o custo de pre- 
paração associado. Um modelo de custo de estoque equilibra 
os dois custos. 

3. Custo de estocagem representa o custo de manter a mercadoria 
em estoque. Inclui os juros sobre o capital e o custo de armaze- 
nagem, manutenção e manuseio. 


4. Custo de falta é à multa incorrida quando ficamos sem estoque. 
Inclui a potencial perda de receita e o custo mais subjetivo de 
perda da confiança do cliente. 


Um sistema de estoque pode ser baseado em revisão periódica 
(por exemplo, emitir pedidos toda semana ou todo mês), na qual no- 
vos pedidos são emitidos no início de cada período. Como alternativa, 
o sistema pode ser baseado em revisão continua, na qual um novo 
pedido é emitido quando o nível de estoque cai a certo nível, deno- 
minado ponto de reabastecimento. Um exemplo de revisão periódica 
pode ocorrer em um posto de gasolina no qual novas entregas che- 
gam no início de cada semana. À revisão contínua ocorre em lojas 
de varejo nas quais os itens (como cosméticos) são repostos somente 
quando suas quantidades nas prateleiras atingem certo nivel. 


11.2 PAPEL DA DEMANDA NO DESENVOLVIMENTO 
DOS MODELOS DE ESTOQUE 


Em geral, a complexidade analítica dos modelos de estoque de- 
pende de a demanda para um item ser determinística ou probabilis- 
tica. Dentro de qualquer uma das categorias, a demanda pode variar 
ou não ao longo do tempo. Por exemplo, o consumo de gás natural 
usado no aquecimento de residências é uma função da época do ano 
e alcança seu máximo no meio do inverno, diminuindo durante os 
meses de primavera e verão. Embora esse padrão sazonal se repita 
anualmente, o consumo em um mesmo mês pode variar de ano para 
ano, dependendo, por exemplo, do rigor do clima, 

Em situações práticas, o padrão de demanda em um modelo de 
estoque pode assumir um de quatro tipos: 


1. Determinístico e constante (estático) ao longo do tempo, 
2. Determinístico e variável (dinâmico) ao longo do tempo. 
3. Probabilistico e estacionário ao longo do tempo. 

4. Probabilístico e não estacionário ao longo do tempo. 


Essa categorização considera a disponibilidade de dados da 
demanda futura que sejam representativos. 

Em termos do desenvolvimento dos modelos de estoque, a pri- 
meira categoria é a mais simples em termos analíticos, e a quarta 
é a mais complexa. Por outro lado, a primeira categoria é a menos 
provável de ocorrer na prática, e a quarta é a mais predominante. 
Na prática, buscamos um equilibrio entre a simplicidade do mode- 
lo e sua precisão, no sentido de que não queremos usar um modelo 
supersimplificado que não reflita a realidade, ou um modelo tão 
complexo que seja impossível de tratar analiticamente. 

Como podemos determinar se certa aproximação da demanda é 
aceitável? Podemos começar calculando a média ¢ o desvio-padrão do 
consumo para um período específico, por exemplo, mensal, Então, o 
coeficiente de variação V = DA bi * 100 pode ser usado para 


édia ae o 
determinar a natureza da demanda usando a seguinte diretriz 


“O coeficiente de variação, F, mede a variação relativa ou dispersão dos dados ao redor da média. Em geral, valores mais altos de V indicam maior incerteza na unlização da média como 
uma aproximação do consumo mensal, Para a demanda deterministica, V = 0 porque o desvio-padrão associado é zero, 
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1. Se a demanda mensal média for “aproximadamente” constante 
para todos os meses e V for razoavelmente pequeno (< 20%), a 
demanda pode ser considerada deterministica ¢ constante, sen- 
do seu valor igual à média de todas as demandas mensais, 

2. Se a demanda mensal média apresentar uma variação considerá- 
vel entre os diferentes meses, mas V permanecer razoavelmente 
pequeno, a demanda é considerada determinística, mas variável. 

3. Se, no Caso 1, V for alto (> 20%), mas aproximadamente cons- 
tante, a demanda é probabilistica e estacionária. 

4. O único caso restante é o da demanda probabilística não esta- 
cionária que ocorre quando as médias e os coeficientes de varia- 
ção sofrem uma variação considerável ao longo do tempo. 


Nos casos 3 e 4, em geral são necessários dados adicionais para 
determinar as distribuições de probabilidade associadas. 


Exemplo 11.2-1 


Os dados da Tabela 11.1 fornecem o consumo mensal (janeiro a 
dezembro) de gás natural em uma residência na zona rural durante 
um período de dez anos (1990-1999). Sempre que solicitado pelo 
proprietário de uma residência, o fornecedor de gás natural envia 
um caminhão ao local para encher o tanque. O proprietário decide 
o período e o tamanho da entrega, 

Do ponto de vista da modelagem de estoque, é razoável con- 
siderar que cada mês representa um período de decisão no qual o 
proprietário faz um pedido. Entretanto, nesse caso, nossa principal 
preocupação é analisar a natureza da demanda. 

Um exame da média e do coeficiente de variação, F, na Tabela 
11.1 revela dois resultados: 


I. O consumo médio é dinâmico (não constante) porque mostra 


alto consumo médio durante os meses de inverno em relação 
aos meses de verão, 


2. O coeficiente de variação, V, é razoavelmente pequeno (< 15%), 
de modo que a demanda mensal pode ser considerada aproxi- 
madamente deterministica. 


Portanto, esses dois resultados levam ao desenvolvimento de 
um modelo de estoque no qual a demanda mensal é (aproximada- 
mente) deterministica, embora variável. 


11.3 MODELOS ESTÁTICOS DE LOTE ECONÔMICO (EOQ) 


Esta seção apresenta três variações do modelo de lote econô- 
mico (EOQ — economic-order-quantity) com demanda estática 
(constante). Uma característica desses modelos é sua simplicidade 
do ponto de vista analítico, 


Tabela 11.1 Consumo de gás natural em pés” 


Ano Jan Fev Mar Abr Mai 
1990) 100 110 gi TO 65 
1991 110 125 gg 80 60 
1992 90) 100 Ss 79 50 
1993 121 130 Us gü 70 
1994 109 119 gg 75 68 
1995 130 122 LC) 85 3 
1996 115 100 103 90 76 
1997 130 115 100 95 s0 
1998 125 100 Q4 Só 79 
1999 87 So 78 75 69 


Média 11,7 110 95 82,5 69,6 
Desvio-Pad 15,54 15,2 75 7,99 7.52 
V(%) 1391 138 79 968 11,24 


Le a “or um A Un Ln 
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11.3.1 Modelo EOQ clássico 


O mais simples dos modelos de estoque envolve demanda cons- 
tante com reabastecimento instantâneo e nenhuma falta. Definam-se 


y = Quantidade do pedido (número de unidades) 
D = Taxa de demanda (unidades por unidade de tempo) 
t = Comprimento do ciclo do pedido (unidades de tempo) 


O nivel de estoque segue o padrão representado na Figura 11.1. 
Um pedido de tamanho y unidades é emitido q recebido instanta- 
neamente quando o estoque chega ao nivel zero. Então, o estoque 
se esgota uniformemente à taxa de demanda constante D. O ciclo 
de emissão de pedido para esse padrão é 


ere 
= 5 unidades de tempo 
O modelo de custo requer dois parâmetros de custo: 


K = custo de preparação associado com a emissão de um pedido 
(dólares por pedido) 

h = custo de estocagem (dólares por unidade de estoque por uni- 
dade de tempo) 


a a ag ¥ ; z 
Dado que o nível médio de estoque é 5, 0 custo total por unidade 
de tempo (TCU — total cost per unit time) é calculado como 


TCU(y) = Custo de preparação por unidade de tempo + Custo de 
estocagem por unidade de tempo 
_ Custo de preparação + Custo de estocagem por ciclo t, 
ü t 


K+A(2)r, 


a(o) 


= sal 


E) 


Figura 11.1 
Padrão de estoque no modelo EOQ clássico 


Ed |" 


Nivel de 
estoque 


Pontos no tempo nos quais os pedidos são recebidos 


Jun Jul Ago Sel Our Nov Dez 


0 40 42 56 68 ss 95 

3 44 45 3 77 92 99 

F 38 39 60 70 82 90 

8 4] 44 70 80 95 100 

3 43 4] 65 79 88 94 

5 42 43 64 75 80 101 

5 45 40) 67 18 98 97 

60 49 48 64 85 96 105 
59 46 39 69 90 100 110 
48 39 41 50 70 88 93 
55,3 42,7 422 62,5 Ti2 90,7 95 
3,95 3,4 2,86 6,09 6,9] 6,67 6 


3 7,96 6,78 9,69 8,95 135 6,1 
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O valor ótimo da quantidade de pedido, y, é determinado pela 
minimização de TCU (y) em relação a y. Considerando que y é con- 
tinua, uma condição necessária para achar o valor ótimo de y é 


CU _ KDR 


dy v 2 i 


A condição também é suficiente porque TCU (y) é convexo, 
A solução da equação dá o EOQ y* como 


ve PED 
5 i 


Figura 11,2 


Ponto de reabastecimento no modelo EOQ clássico 


Nivel de 
estoque 


Pontos de reabastecimento 


Pp- 


|a- |a- Tempo 


Assim, a politica ótima de estoque para o modelo proposto é 


Pedido y*= ‘are unidades a cada 1,* = x unidades de tempo 

Na verdade, um novo pedido não precisa ser recebido no instan- 
te em que é emitido. Em vez disso, pode ocorrer um tempo de espe- 
ra positivo, L. entre a emissão ¢ o recebimento de um pedido, como 
demonstra a Figura 11.2. Nesse caso, o ponto de reabastecimento 
ocorre quando o nivel de estoque cara LD unidades, 

Pela Figura 11.2 considera-se que o tempo de espera L é menor do 
que o comprimento do ciclo r'o que pode não ser o caso geral. Para le- 
var em conta essa situação, definimos o tempo de espera efetivo como 


L =L-niy 
: pen E i : 
onde n é o maior inteiro que não ultrapassa 7. Esse resultado é 
justificado porque após n ciclos de r," cada, a situação de estoque age 
como se o intervalo entre emitir um pedido e receber outro fosse 
L . Assim, o ponto de reabastecimento ocorre em L D unidades, e a 
política de estoque pode ser enunciada novamente como 


Pedir a quantidade y* sempre que o nível de estoque cair a LD unidades 


Exemplo 11.3-1 


As lâmpadas de néon do campus de uma universidade são subs- 
tituidas à taxa de 100 unidades por dia. O departamento de manu- 
tenção emite pedidos periódicos para essas lâmpadas, e o custo para 
iniciar um pedido de compra é $ 100. Estima-se que o custo de arma- 
zenagem de uma lâmpada de néon é de aproximadamente $ 0,02 por 
dia. O tempo de espera entre emitir o pedido e receber o material 
é 12 dias. Determine a política ótima de estoque para os pedidos de 
compra de lâmpadas de néon. 

Pelos dados do problema, temos 


D = 100 unidades por dia 
K = $ 100 por pedido 


Pesquisa operacional 


h = 50,02 por unidade por dia 


L = 12 dias 
Portanto, 


yt= “ao = pro = 1.000 lâmpadas de néon 
Hy SUE 


© comprimento do ciclo associado é 


* ye LOO E 
Como o tempo de espera L = 12 dias ultrapassa o comprimento 
do ciclo 1, (= 10 dias), devemos calcular L. O número de ciclos 


inteiros incluídos em L é 


+ 


ESE E: 

n=(Maiorinteiros — ) 
PS RR 

= (Maior inteiro £ jg ) 


=] 
Assim, 
L.=L-ni=12-1x10=2dias 


Portanto, o ponto de reabastecimento ocorre quando o nível de 
estoque cal para 


L D =2 x 100 = 200 lâmpadas de néon 
A política de estoque para emitir pedidos de lâmpadas de néon é 


Pedir 1.000 unidades sempre que o nivel de 
estoque cair a 200 unidades. 


O custo diário de estoque associado com a política de estoque 
proposta é 


teuer i) 
D 
= $100 +$ 0,02(422) =$ 20 por dia 


( 100 
100 
Momento Excel 


© gabarito excel EOQ.xls é projetado para executar os calcu- 
los do EOQ. O modelo resolve o EOQ geral descrito no Problema 
10, Conjunto 11.3A, com falta e operação de produção-consumo si- 
multaneas, do qual o presente modelo é um caso especial. Também 
resolve as situações de preços com desconto apresentadas na Seção 
11.3.2. Para usar o gabarito com o Exemplo 11.3-1, digite -1 nas 
células C3:C5, CS e CIO para indicar que os dados correspondentes 
não são aplicáveis, como mostra a Figura 11.3. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 11.3A 


1. Em cada um dos seguintes casos não é permitida a falta, e o tempo 
de espera entre emitir o pedido e receber o material é 30 dias. De- 
termine a política ótima de estoque e o custo associado por dia. 
(a) K = $100;h = $ 0,05; D = 30 unidades por dia 
(b) K=$50; h = $0,05, D = 30 unidades por dia 
(c) K =$ 100; h = $0,01; D = 40 unidades por dia 
id) K =$ 100; h = $0,04; D = 20 unidades por dia 

*2. O McBurger pede carne moida no início de cada semana para aten- 
der à demanda semanal de 300 lb, O custo fixo por pedido é $ 20, 
Refrigerar e armazenar a carne custa cerca de $ 0,03 por |b por dia. 

(a) Determine o custo de estoque por semana da atual política de 
emissão de pedidos. 

(b) Determine a política ótima de estoque que o McBurger deve 
usar, considerando o tempo de espera zero entre a emissão € o 
recebimento de um pedido. 
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*d 
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Solução em Excel do Exemplo 11.3-1 (arquivo excelEOQ.xls) 


B E D 
"General Economic Order Quantity (EOQ 
Input data: Enter -1 in column C if data clement does not apply 
Item cost, ci = 1 

Oty discount limit, c 
Item cost, c2 = 
Setup cost, K = 
Demand rate, D = 
Production rate, a = 
Unit holding cost, h= 


| 
| 
a 


Unit penalty cost, p = | 
Lead time, L = 4 
Model output results: F 
Order qiy, y“ = 1000.00 

Shortage gty, w* = 0,00 

Reorder point, R = 200.00 

TCUy") = 20.00 

Purchase/prod, Cost = 0,00 

Setup cost/unit time = 10.00 

Holding cost /unit time = 10.00 

shortage cost/unttime= 0.00 


Optimal invento: icy: Order 1000.00 units when level drops to 200.00 units - 


Model intermediate calculations: a 

| ym = 1000.00 
TCUT(ym)= Not applicable 
Q-equation: Not applicable 

= Not applicable 

cycle length, t0 = 10.00 i 

Optimization zone = Not applicable 

Effectice lead time, Le= 200 eee À 


Uma empresa estoca um item que é consumido à taxa de 50 

unidades por dia. Custa à empresa $ 20 cada vez que um pedido 

é emitido. Uma unidade mantida em estoque durante uma se- 

mana custará $ 0,35, 

(a) Determine a política ótima de estoque considerando um 
tempo de espera de uma semana, 

(b) Determine o número ótimo de pedidos por ano (com base 
em 365 dias por ano). 

Duas políticas de estoque foram sugeridas pelo departamento 

de compra de uma empresa: 

Politica 1. Pedido de 150 unidades. O ponto de reabastecimento 

é 50 unidades, e o tempo entre emitir e receber um pedido é 

dez dias. 

Política 2, Pedido de 200 unidades. O ponto de reabastecimento é 

75 unidades, e o tempo entre emitir e receber um pedido é 15 dias. 

O custo de preparação por pedido é 3 20, e o custo de estoca- 

gem por unidade por dia é $ 0,02. 

(a) Qual das duas políticas a empresa deve adotar? 

(b) Se você estivesse encarregado de elaborar uma política de 
estoque para a empresa, o que recomendaria, considerando 
que o fornecedor requer um tempo de espera de 22 dias? 

A Walmark Store comprime e paletiza as caixas de papelão de 
mercadorias para reciclagem. À loja gera cinco paletes por dia. 
O custo de armazenar um palete no depósito da loja é 5 0,10 
por dia, A empresa que transporta os paletes para a central de 
reciclagem cobra uma taxa fixa de $ 100 pelo aluguel de seu 
equipamento de carga, mais um custo variável de transporte de 
$3 por palete. Represente em um gráfico a variação do número 
de paletes ao longo do tempo e elabore uma política ótima para 
transportar os paletes até a central de reciclagem. 

Um hotel usa um serviço externo de lavanderia para lhe fornecer 

toalhas limpas. O hotel gera 600 toalhas sujas por dia. O serviço 

de lavanderia busca as toalhas sujas ¢ as repõe com toalhas limpas 
em intervalos regulares. Há uma taxa fixa de $ 81 pelo serviço de 
buscar e entregar as toalhas, além do custo variável de $ 0,60 por 
peça. Custa ao hotel $ 0,02 por dia para armazenar uma toalha suja 

e 5 0,01 por dia para armazenar uma limpa. Com que freqiiéncia 

o hotel deve usar o serviço de busca e ent rega? (Sugestão: ha dois 

tipos de itens de estoque nessa situação, A medida que aumenta o 

nível de toalhas sujas, o de toalhas limpas diminui à mesma taxa.) 


7. 


10. 
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(Lewis, 1996) Um empregado de uma empresa multinacio- 
nal americana está emprestado à subsidiária da empresa na 
Europa. Durante aquele ano, os compromissos financeiros do 
empregado nos Estados Unidos (por exemplo, pagamento de 
hipoteca e prêmios de seguro) somam $ 12.000, distribuídos 
uniformemente pelos meses do ano. Ele pode quitar esses 
compromissos depositando a quantia inteira em um banco nos 
Estados Unidos antes de partir para a Europa. Contudo, no 
momento em questão, a taxa de juros nos Estados Unidos é 
bastante baixa (cerca de 1,5% ao ano) em comparação com a 
taxa de juros da Europa (6,5% ao ano). O custo para enviar 
fundos da Europa para os Estados Unidos é $ 50 por transa- 
ção. Determine uma politica ótima para transferir fundos da 
Europa para os Estados Unidos e discuta a implementação 
prática da solução. Liste todas as premissas. 


Considere a situação de estoque na qual o estoque é repos- 
to uniformemente (em vez de instantaneamente) à taxa a. O 
consumo ocorre à taxa constante D. Como o consumo também 
ocorre durante o período de reposição, é necessário que a > D. 
© custo de preparação é K por pedido, e o custo de estocagem 
é h por unidade, por unidade de tempo. Se y é o tamanho do 
pedido e se não for permitida a falta, mostre que 
D 


(a) O nivel máximo de estoque é v(1- a 
E Ê 


(b) O custo total por unidade de tempo dado, y, é 
TCU(9) = “24 ti- 2)y 


(c) A quantidade econômica de pedido é 


(d) Mostre que o EOQ sob reposição instantânea pode ser de- 
rivado da formula do item (c). 

Uma empresa pode produzir um item ou comprá-lo de um 
fornecedor. Se for produzido, custará 5 20 cada vez que as má- 
quinas forem preparadas. A taxa de produção é 100 unidades 
por dia. Se for comprado de um fornecedor, custará $ 15 cada 
vez que um pedido for emitido. O custo de manter o item em 
estoque, seja comprado ou produzido, é $ 0,02 por unidade por 
dia. À utilização desse item pela empresa é estimada em 26.000 
unidades por ano. Considerando que não é permitida a falta, a 
empresa deve comprar ou produzir? 

No Problema 8, suponha que a falta seja permitida a um custo 
de multa de p por unidade, por unidade de tempo. 

(a) Se w for a máxima falta durante o ciclo de estoque, mostre que 


oa A E DEG ii z P 
roy) t2 atom 
i RTs ¥ 


_ JKU p+h) 
l ph(ı - n) 


(b) Mostre que os resultados do EOQ na Seção 11.3.1 podem 
ser obtidos com base nas fórmulas gerais do item (a). 


11.3.2 Preco do EOQ com desconto por quantidade 


Esse modelo é o mesmo que o da Seção 11.3.1, exceto que o 


item de estoque pode ser comprado com desconto se o tamanho 


do pedido, y, exceder um dado-limite, q. Matematicamente, o preço 


unitário de compra, c, é dado por 


__ |e, se yÊg 
c= E ate re 
Co Se ¥>q e 
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Em decorrência, 
cy EV 
bot Ci = pict a = De, y = df 
I, x) 
Custo de compra por unidade de tempo = j a 
Cy C 


Usando a notação da Seção 11.3.1, 0 custo total por unidade 
de tempo é 


TCU, (y) = De, = pee Eyy Sq 
y 


KD 


TCU{y)= : 
TCU, (y) E De, = yo =g 
y 


Figura 11.4 


Função custo de estoque com desconto no preço por quantidade 


Custo 


TCU, 


fe A eee e 
Vin É, à 


As funções TCU, e TCU, estão representadas no grafico da 
Figura 11.4. Como a única diferença entre as duas funções é uma 
quantidade constante, seus minimos devem coincidir em 


Figura 11.5 


Pesquisa operacional 


ae RD. 
"da ft 


A função custo TCU (y) começa na esquerda com TCU (y) e cai 
para TCU (v) no ponto de equilíbrio do preço, q. A determinação 
da quantidade ótima do pedido, y*, depende do ponto em que se 
encontra o ponto de equilíbrio do preço, q. em relação às zonas I, I 
e IH delineadas na Figura 11.4 por (0,y_),(v_.Q) e (Q, =), respecti- 
vamente. O valor de O (> y ) é determinado pela equação 


TCU,Q) =TCU,(y,,) 


ou 
KD ho 
Dee TUO 


i 


que é simplificada para 


g Ee o 9, 26D g 
ti 


h 
A Figura 11.5 mostra que a quantidade ótima desejada y* é 
ao) Ya SE g estiver nas zonas I ou III 
z q, se estiver na zona II 
As etapas para determinar y* sao 
; 2KD a . E 
Etapa 1. Determine y, =,|—— -Se q estiver na zona L então y* = y- 
rom fi i = M 
Caso contrário, vá para a etapa 2. 


Etapa 2. Determine Q (> y ) pela equação Q 


Hc, D-TCU (y) Jos 2KD _ 4 


o+ h hi 


Defina as zonas M e MI Se q estiver na zona II, y* = q, Caso 
contrário, q está na zona le yt =y. 


Solução ótima para os problemas de estoque com desconto de preço por quantidade 


Custo 


Minimo 


q ya É 


Caso 1:q cai na zona l, y* = Vy 


Minimo 


Minimo 


Custo 


= 


Ym | Q 
Caso 2:q cai na zona lH, y* = q 


Og 


Caso 3:q cai na zona III, yë = y,, 
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Exemplo 11.3-2 


A LubeCar é especializada em troca rápida de óleo automotivo, 
A oficina compra óleo automotivo a granel por $ 3 por galão. O 
revendedor oferece um preço com desconto de $ 2,50 por galão se a 
LubeCar comprar mais do que 1,000 galões, A oficina atende apro- 
ximadamente 150 carros por dia e cada troca de óleo leva 1,25 galão. 
A LubeCar armazena óleo a granel ao custo de $ 0,02 por galão por 
dia. Além disso, o custo para emitir um pedido para óleo a granel é 
$20. Há um tempo de espera de dois dias para a entrega. Determine 
a política ótima de estoque. 

O consumo de óleo por dia é 


D = 150 carros por dia x 1,25 galão por carro = 187.5 galões por dia 
Temos também 


h = $ 0,02 por galão por dia 
K = $ 20 por pedido 

L = 2 dias 

c, =$ 3 por galão 

c, = $ 2,50 por galão 

q = 1.000 galões 


Etapa 1. Calcule 


| J) [2X2 7,3 2 
Ya = 2KD = 2x 20% 187,5 = 612,37 palões 
E h 0,02 S 


Como q = 1.000 é maior do que y_ = 612,37, passamos para a 
etapa 2. 


Etapa 2. Determine Q. 


i 
To )=c p Te 
F 


m 


20x187,5 0,02x612,37 


= so 
3x187,5+ 61237 + 5 


= 374,75 


Por conseguinte, a equação O é calculada por 


A (9.5 5-574 75 5 
o| 2x{2,5x187,5 T q. 2x20x187,5 _ 0 
0,02 0,02 
Üli 
CG — 10,599,740 + 375.000 = 0 
que dá como resultado Q = 10.564,25 (> y_). Assim, 


Zona lI = (612,37; 10.564,25) 
Zona IIL = (10.564,25; 0) 


Como q (= 1.000) cai na zona IT, a quantidade ótima de pedido 
é y* = q = 1.000 galões, 


Dado um tempo de espera de dois dias, o ponto de renovação 
de pedido é 2D = 2 x 187,5 = 375 galões. Portanto, a política ótima de 
estoque é 


Pedir 1.000 galões quando o nível de estoque cair para 375 galões. 


Momento Excel 


© gabarito excelEOO.xls resolve a situação de preço com descon- 
to dada anteriormente. A utilização do modelo é direta. Entre com os 
dados do modelo na seção de entrada de dados da planilha (C3:C11). 
Mensagens de erro adequadas serão apresentadas para resolver con- 
fitos na entrada de dados. A saída do modelo dá a política ótima de 
estoque, bem como todos os cálculos intermediários do problema. 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 11.3B 


1. Considere a situação do serviço de lavanderia do hotel no Pro- 
blema 6, Conjunto 11.34. O preço normal para lavar uma toa- 
lha suja é $ 0,60, mas o serviço de lavanderia cobrará apenas 
$ 0,50 se o hotel lhe fornecer as toalhas em lotes de no minimo 
2.500. O hotel deve aproveitar o desconto? 


*2. Um item é consumido à taxa de 30 itens por dia. O custo de 
estocagem por unidade por dia é 5 0,05, e o custo de pre- 
paração é $ 100. Suponha que não seja permitida a falta e 
que o custo de compra por unidade seja $ 10 para qualquer 
quantidade que não ultrapasse 500 unidades; caso contrário 
é $ 8. O tempo de espera é 21 dias. Determine a política 
ótima de estoque. 


3. Um item é vendido por $ 25 a unidade, mas é oferecido um des- 
conto de 10% para lotes de 150 unidades ou mais. Uma empresa 
usa esse item à taxa de 20 unidades por dia. O custo de prepa- 
ração para o pedido de um lote é $ 50, e o custo de estocagem 
por unidade por dia é $ 0,30. O tempo de espera é 12 dias. A 
empresa deve aproveitar o desconto? 

*4. No Problema 3, determine a faixa sobre a porcentagem de descon- 
to de preço que, quando oferecida para lotes de 150 unidades ou 
mais, não resultará em nenhuma vantagem financeira para a 
CMpresa. 

5. No modelo de estoque discutido nesta seção, suponha que o 
custo de estocagem por unidade, por unidade de tempo, seja A, 
para quantidades abaixo de q; caso contrário, é h, sendo h, > A, 
Mostre como o lote econômico é determinado. 


11.3.3 Vários itens de EOQ com limitação de armazenagem 

Esse modelo lida com n (> 1) itens, cujas flutuações individuais 
de estoque seguem o mesmo padrão da Figura 11.1 (não é permitida 
a falta). A diferença é que os itens competem por um espaço limitado 
de armazenagem. 


Definam-se para o item Li = 1,2,..,n, 

D = taxa de demanda 

A. = custo de preparação 

h,= custo de estocagem por unidade, por unidade de tempo 

y, = quantidade de pedido 

a, = requisito de área de armazenagem por unidade de estoque 
A = máxima area de armazenagem disponível para todos os itens 


Sob a premissa de não haver falta, o modelo matemático que 
representa a situação de estoque é dado por 


Minimizar TCU (py, E J, )= žl K, D, + a 
i rel A, ¥ É 


2 


= 6 


sujeito a 


Para resolver o problema, tentamos primeiro uma solução des- 
considerando as restrições: 


[2K D 
y= ae r carpet 
i, 


Se essa solução satisfizer a restrição, o problema estara resolvi- 
do. Caso contrário, a restrição deve ser ativada. 

Nas edições anteriores deste livro, usamos o algoritmo lagrangia- 
no (bastante complicado) e calculos de tentativa-e-erro para achar 
a solução ótima restrita. Com a disponibilidade de pacotes potentes, 
(como o AMPL e o Solver), o problema pode ser resolvido direta- 
mente como um programa não lincar, como demonstraremos no 
exemplo a seguir. 
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Exemplo 11.3-3 
Os dados da Tabela 11.2 descrevem trés itens de estoque. 


Tabela 11.2 Itens de estoque 


ltemi K($) D (unidadespordia) — 4, ($) a, (pés?) 
l 10 2 0,30 | 
2 5 4 0,10 ] 
3 15 4 0,20 l 


Area total de armazenagem disponível = 25 pés? 


Os valores ótimos desconsiderando as restrições, 


2K. D : ; 
y* =, ip =I, 2, 3,são 11,55; 20,00 e 24,49 unidades, respecti- 
t 


4 


vamente. Esses valores violam a restrição de armazenagem 
y, +y, +y, 525 


For isso, a questão é resolvida como um problema de progra- 
mação nao linear usando o Solver ou o AMPL, como explicamos a 
seguir. O modelo em Solver deve ser ajustado para se adaptar ao 
tamanho do problema. O modelo em AMPL pode ser aplicado a 
qualquer número de itens por meio de simples alterações nos dados 
de entrada. 

A solução ótima é y," = 6,34 unidades; y,*= 7,09 unidades; y," = 
11,57 unidades; custo = $ 13,62/dia. 


Momento Solver 


A Figura 11.6 mostra como o Solver pode ser usado para 
resolver o Exemplo 11.3-3 como um problema de programação 
não linear (arquivo solverConstrEQOQ.xls). Detalhes das fórmulas 
usadas no gabarito e dos parâmetros do Solver são mostrados na 
figura. Como acontece com a maioria dos problemas de progra- 
mação não linear, os valores da solução inicial devem ser dados 
(nesse gabarito, y, = y, = y, = 1 na linha 9). Um valor inicial não 
zero é obrigatório porque a função objetivo inclui a divisão por 

y, Na verdade, pode ser uma boa idéia substituir K.D/y, por 
K Di(y.+ A), em que å > 0 e é muito pequeno, de modo a evitar 
divisão por zero durante as iterações. Em geral, podem ser ne- 
cessários valores Iniciais diferentes antes de achar uma solução 
(ótima local). A solução ótima na parte inferior da figura é global 
porque a função objetivo e as restrições são bem comportadas 
(função objetivo convexa c espaço de solução convexo). 


Momento AMPL 


O modelo não linear para os vários itens de EOQ geral com 
limitação de armazenagem é dado na Figura 11.7 (arquivo 
amplConstrEOQ.xt). O modelo segue as mesmas regras usadas 
na resolução de problemas de programação linear. Contudo, as- 
sim como ocorre com o Solver, modelos em AMPL não lineares 
exibem peculiaridades que podem nos impedir de chegar a uma 
solução. Em particular, devem ser especificados valores iniciais 
‘prudentes’ para as variáveis. Na Figura 11.7, a declaração de 
definição 


var y(1,.nj>=0, :=10; initial trial value = 10; 


inclui o código :=10 que designa o valor inicial 10 a todas as variá- 
veis Se você usar um valor inicial de 1 no presente exemplo, resulta- 
rá divisão por zero durante as iterações. 

Por isso, como no Solver, talvez você precise substituir K D/y, 


Pesquisa operacional 


Figura 11.6 
Gabarito em Solver para o Exemplo 11.3-3 
(arquivo solverConstrEOQ.x1s) 


A B č D 

Solver Model for Example 11.3-3 
Ke 10 5 5 
D= 2 4 4 
03 Of 02 
a= 1 1 


B5 589-05) 
E? jssumniB7.07) 
EM 


o cof] nd wma mi 
i 


13 | sat Target Cel: es E Solve 

lå | = i i = a i. | 

i Soe O ti Omo Ovabeot lo | ES 
16 By Changing Cells: | 

17 | [5859:5053 

5 Subject to the Constraints: 

20 | [5659:5059 >m0 i 

71 [SESE cm $555 


Figura 11.7 
Modelo em AMPL para o Exemplo 11.3-3 
(arquivo amplConstrEOQ.txt) 


param n; 
param K{l..n}; 
param D{l..n}; 
param h{l..n}; 
param a{l..n}; 
param A; 


var y{l..n}>=0, :=10; #initial trial value = 10 
minimize z: sum{j in 1..n}(K[j]*D[j]/y{j]+h[j]*y[3]/2); 


subject to storage:sum{j in 1l..n}a[j])*¥[4]<=A; 
data; 


param n:=3; 

param K:= 1 10 25 3 15; 
param D:=l 2 24 3 4; 
param h:=1 .3 2.1 3 .2; 
param a:=l 1 21 31; 
param A:=25; 


solve;display z,Yy; 


printf"SOLUTION:in“>a.out; 
printf" Total cost = %4.2£fin",z>a.out; 
for {i in 1..n} 
printf“ yłli = %4.23f\n", i, y[i]>a.out; 


por K.D/(y,+ A), em que A> 0 e é muito pequeno, de modo a evi- 
tar a divisão por zero durante o processo iterativo. De fato, os pro- 
blemas 1 e 4, Conjunto 11.3C, não poderiam ser resolvidos com o 
AMPL sem utilizar esse truque. 


Capitulo 11 Modelos deterministicos de estoque 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 11.3C? 


*1. Os dados da Tabela A descrevem cinco itens de estoque. 
Tabela A 


kemi K (5) D (unidades por dia) it, ($) a, (pés*) 
l 20 22 0,35 1,0 
2 25 34 0,15 0,8 
3 30) 14 0,28 1,1 
4 28 21 0,30 0.5 
5 a4 26 0,42 1,2 


Area total de armazenagem disponivel = 25 pés 


Determine as quantidades ótimas de pedido. 

2. Resolva o modelo do Exemplo 11,3-3 considerando que exigi- 
mos que a soma dos estoques médios para todos os itens seja 
menor do que 25 unidades. 

3. No Problema 2, considere que a única restrição seja um limite de 
+ 1.000 sobre a quantidade de capital que pode ser investida em 
estoque. Os custos de compra por unidade dos itens 1,2 e 3 são 
$ 100,5 55 e $ 100, respectivamente, Determine a solução ótima. 


*4. Os dados da Tabela B descrevem quatro itens de estoque. 
Tabela B 


Itemi K($) D, (unidades pordia) ft, ($) 
| 100 10 0,1 
2. 50 20 0,2 
3 90) 5 0,2 
4 20 10 0,1 


A empresa deseja determinar o lote econômico para cada 
um dos quatro itens de modo tal que o número total de lotes por 
ano (365 dias) seja no máximo 150, Formule a questão como um 
problema de programação não linear e ache a solução ótima. 


11.4 MODELOS EOQ DINÂMICOS 
Os modelos apresentados aqui são diferentes dos da Seção 11.3 
em dois aspectos: 1) o nivel de estoque é revisto periodicamente em 


um número finito de períodos iguais; e 2) a demanda por período, 


Figura 11.8 


Exemplo de demanda dinâmica gerada pelo MRP 


Modelo 1 


(LISAS 6 7 8 S 10M 02 bt 2 3 A 


| 00 100 l 00 | 00 
i 


MI 
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embora deterministica, é dinamica, no sentido de que varia de um 
período para o seguinte, 

Uma situação na qual ocorre demanda deterministica dinâmica é 
no planejamento da necessidade de materiais (MRP — materials re- 
quirement planning). A noção de MRP é ilustrada com um exemplo, 
Suponha que as demandas trimestrais para o próximo ano para dois 
modelos finais, M1 e WZ, de um dado produto sejam 100 e 150 unida- 
des, respectivamente. As entregas dos lotes trimestrais são realizadas 
no final de cada trimestre. O tempo de ciclo de produção é de dois 
meses para M1 e de um més para M2. Cada unidade de M] e M2 usa 
duas unidades de uma subunidade 8. O tempo de ciclo para a produção 
de 4 é um mês 

A Figura 11.8 demonstra as programações de produção para 
MI e M2. As programações começam com a demanda trimestral 
para os dois modelos (mostradas por setas cheias) que ocorrem no 
final dos meses 3, 6, 9 e 12. Dados os tempos de ciclo de dois meses 
e um mês para Ml e M2,as setas tracejadas mostram os inícios pla- 
nejados de cada lote de produção. 

“ara iniciar a produção dos dois modelos a tempo, a entrega da 
subunidade 5 deve coincidir com a ocorrência das setas tracejadas 
MI e M2. Essa informação é mostrada pelas setas cheias no grafo 
de 5, no qual a demanda resultante de $ é duas unidades por uni- 
dade de M1 ou M2. Usando um tempo de ciclo de um més, as setas 
tracejadas no grafo de $ dão as programações de produção para 5. 
Então, por essas duas programações, a demanda combinada para 5 
correspondente a Ml e a M2 pode ser determinada como mostra a 
parte inferior da Figura 11.8. A demanda variável (porém conhe- 
cida) resultante para $ é típica de situações em que ocorre EOQ 
dinâmico. Em essência, dada a demanda variável indicada para 5, 
quanto deve ser produzido no início de cada mês para reduzir o 
custo total de produção-estoque? 

Dois modelos são apresentados nesta seção, O primeiro mode- 
lo não prevê um custo de preparação (pedido), mas o segundo, sim. 
Esse detalhe aparentemente “pequeno” faz diferença na complexida- 
de do modelo. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 11.4A 


1. Na Figura 11.8, determine os requisitos combinados para a 
subunidade $ em cada um dos seguintes casos: 
*(a) Tempo de ciclo para M1 é de somente um período. 
(b) Tempo de ciclo para M1 é de três periodos. 


Modelo 2 
5 6 7 & 9 10 112 


|] i 


150 150 | 50 | 30 
l 


100 150 das) 1 150 4 250 


200 200 200 200 


ci aN 


Requisitos combinados 


e 300 


300 300 300 300 
ata o 20 200 


deSparaosmodelosle2g 1 9 345 67 8 9 10 11 12 


* Você vai descobrir que os arquivos solverConstrEQQ.xIs e amplConstrEQO são úteis ao resolver às problemas deste conjunto. 
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11.4.1 Modelo sem tempo de preparação 


Esse modelo envolve um horizonte de planejamento com n 
períodos iguais. Cada periodo tem uma capacidade de produção 
limitada que pode incluir diversos níveis de produção (por exem- 
plo, horário de trabalho normal e horas extras representam dois 
níveis de produção). Em um periodo corrente pode-se produzir 
mais do que a demanda imediata para satisfazer a demanda em 
períodos posteriores, caso em que deve ser cobrado um custo de 
estocagem. 

As premissas gerais do modelo são 


1. Nenhum custo de preparação é incorrido em qualquer período. 
2. Nenhuma falta é permitida. 


3. A função custo unitário de produção em qualquer período é 
constante ou tem custos marginais crescentes (convexa). 


4, O custo unitário de estocagem em qualquer período é constante. 


A ausência de falta significa que a produção em periodos futu- 
ros não pode completar a demanda em um período corrente, Essa 
premissa requer que a capacidade de produção acumulada para os 
periodos 1,2,...,€ seja no mínimo igual à demanda acumulada para 
os mesmos períodos. 

A Figura 11.9 ilustra à função custo unitário de produção com 
margens crescentes. Por exemplo, as produções em horário normal 
de trabalho e em horas extras correspondem a dois níveis nos quais 
o custo unitário de produção é mais alto durante as horas extras do 
que durante o horário normal de trabalho, 


Figura 11.9 
Função convexa custo unitário de produção 


0) Quantidade produzida 


A questão de n períodos pode ser formulada como um pro- 
blema de transporte (veja o Capitulo 5) com An origens e n desti- 
nos, em que k é o número de níveis de produção por período (por 
exemplo, se cada período usar horário normal e horas extras, então 
k = 2). As capacidades de produção de cada uma das kn (nível de 
produção) origens dão as quantidades de fornecimento. As quanti- 
dades demandadas são especificadas pela demanda de cada perio- 
do. O custo unitário ‘de transporte’ de uma origem a um destino é 
a soma dos custos unitários de produção e de estocagem aplicáveis, 
A solução da questão como um problema de transporte determi- 
na as quantidades de produção de custo mínimo em cada nível de 
produção. 

© problema de transporte resultante pode ser resolvido sem 
usar a conhecida técnica de transporte apresentada no Capítulo 5. 
A validade do novo algoritmo de solução se apóia nas premissas es- 
peciais de nenhuma falta e uma função convexa custo de produção, 


Exemplo 11.4-1 


A Metalco produz defletores de tiragem para utilização em la- 
reiras residenciais durante os meses de dezembro a março. À deman- 
da começa baixa, atinge o pico na metade da estação e diminui à me- 
dida que se aproxima o final da estação. Devido à popularidade do 


Pesquisa operacional 


produto, a Metalco pode usar horas extras para atender à demanda, 
A Tabela 11.3 a seguir apresenta as capacidades de produção e 
as demandas para os quatro meses de inverno, 


Tabela 11.3 Produção de defletores de tiragem 


Capacidade 
Horário normal Horas extras Demanda 
Mês (unidades) (unidades) (unidades) 
| 90 50 100 
2 100 60 190 
3 120 St) 210 
-+ 110 70 160 


© custo unitário de produção em qualquer periodo é $ 6 du- 
rante o horário normal e $ 9 quando utilizar horas extras. O custo 
unitário de estocagem por mês é $ 0,10. 

Para garantir que o modelo tenha uma solução viável quando 
nao for permitida a falta, o suprimento acumulado (capacidade de 
produção) até qualquer mês deve ser igual, no minimo, à demanda 
acumulada associada, como mostra a Tabela 11,4. 


Tabela 11.4 Solução viável para o modelo 


Més Suprimento acumulado Demanda acumulada 
| 90 + 50 = 140 100 
2 140 + 100 + 60 = 300 100 + 190 = 290 
3 300 + 120 + 80 = 500 290 + 210 = 500 
4 


500 + 110 + 70 = 680 


500 + 160 


7 
E 


A Tabela 11.5 resume o modelo e sua solução. Os simbolos 
R, e O, representam níveis de produção em horário normal e 
em horas extras no período i, i= 1,2, 3, 4. Como o suprimento 
acumulado no período 4 é maior do que a demanda acumula- 
da, é adicionado um destino fictício para o excedente, de modo a 
equilibrar o modelo, como mostra a Tabela 11.1. Todas as rotas de 
“transporte” de um período anterior para um período atual estão 
bloqueadas porque não é permitida a falta. 


Tabela 11.5 Resumo do modelo ¢ sua solução 


| 2 3 4 Excedente 
= Sein 
R, IM] 
Ra 1) 
E», fi) 
Ry 121 
fh, Ril 
Rs LH 
O, 70 — H 
LH) LM) 210 Ló i 
+ l a + 
Ith ih tM} Sil 
4 AF 
M 1) 


Os custos unitários de “transporte” são a soma dos custos de pro- 
dução e estocagem aplicáveis. Por exemplo, o custo unitário de R para 
o periodo 1 é igual somente ao custo unitário de produção (= $ 6). 
O custo unitário de O para o período 4 é igual ao custo unitário de 
produção mais o custo unitário de estocagem dos períodos 1 a 4, isto é, 
59+ (501 +50,1+50,1)=39,30.Por fim, os custos unitários para o 
destino excedente são zero, 


Capitulo 11 Modelos deterministicos de estoque 


A solução ótima é obtida em uma passagem que começa na 
coluna 1 e percorre, uma coluna por vez, o caminho até a coluna 
excedente. Para cada coluna, a demanda é satisfeita com a utilização 
das rotas mais baratas naquela coluna. 

Começando com a coluna 1, a rota (R, 1) tem o custo unitário 
mais barato, por isso lhe designamos o máximo que pudermos, ou 
seja, min[90, 100} = 90 unidades, o que deixa dez unidades não cum- 


pridas na coluna |. A próxima rota mais barata na coluna | é (O, 1), 


à qual designamos min{50, 10} = 10. Agora, a demanda para o período 
1 está satisfeita. 

Em seguida, passamos para a coluna 2. As designações nessa 
coluna ocorrem na seguinte ordem: 100 unidades para (R. 2), 60 
unidades para (O, 2) e 30 unidades para (0,2). Os custos unitários 
de ‘transporte’ respectivos para essas designações são 8 6,89 e 
$9,10. Não usamos a rota (R 2), cujo custo unitário é $ 6,10, porque 
todo o suprimento foi designado ao período 1. 

Continuando dessa mesma maneira, satisfazemos as demandas 
da coluna 3 e depois, da coluna 4. A solução ótima, mostrada em ne- 
grito na Tabela 11.5, é resumida como demonstrado na Tabela 11.6, 
Tabela 11.6 Solução ótima da Tabela 11.1 

Período Programação da produção 
Normal 1 
Horas extras 1 


Produzir 90 unidades para o período 1. 
Produzir 50 unidades: 10 unidades para o 
período 1,30 para o 2; e 10 para o 3. 
Normal 2 
Horas extras 2 Produzir 60 unidades para o período 2. 
Normal 3 


Produzir 100 unidades para o periodo 2. 


Produzir 120 unidades para o periodo 3. 
Horas extras 3. Produzir 80 unidades para o período 3. 
Normal 4 Produzir 110 unidades para o período 4. 
Horas extras 4 Produzir 50 unidades para o período 4; com 20 

unidades de capacidade ociosa. 


O custo total associado é 90 x $6+10*$9+ 30 $9104 100 x 


$6+60x59+10x8920+120x56+80x=89+10x56+ 50x 
$9 = 84,685. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 11.4B 


l. Resolva o Exemplo 11.4-1 considerando que os custos unitários 
de produção e de estocagem são dados na Tabela C. 


Tabela C 

Custo unitário do Custo unitário Custo unitário de 
horário normal da hora extra estocagem até o 
Periodo i ($) ($) período f+ 1 (3) 

| SAM) 7,30 0,10 

2 3,00 450 (1,15 

3 4.00 6,00 0,12 

4 1.00 1,50 0,20 


2. Um item é fabricado para satisfazer a demanda conhecida para 
quatro períodos de acordo com os dados da Tabela D. 


Figura 11.10 
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Tabela D 


Custo unitário de produção 
para o período ($) 


Faixa de produção (unidades) I 2 3 4 
l-3 l 2 2 3 
4-1] | 4 5 4 
12-15 2 4 7 5 
16-25 5 6 10 7 


Custo unitário de estocagem 
até o próximo periodo ($) 030 035 020 0,25 


Demanda total (unidades) 1] 4 17 29 


(a) Ache a solução ótima indicando o número de unidades a 
ser produzidas em cada período, 

(b) Suponha que sejam necessárias dez unidades adicionais no 
período 4. Quando elas devem ser produzidas? 

*3. A demanda por um produto para os próximos cinco periodos pode 
ser atendida por produção em horário normal, produção em horas 
extras ou subcontratação. A subcontratação só pode ser usada se 
já tiver sido esgotada a capacidade de horas extras. À Tabela E dá 
os dados de fornecimento, demanda e custo da situação, 


Tabela E 
Capacidade de produção (unidades) 
Horário Moras 
Periodo normal extras Subcontratacdo Demanda 
| 100 50 30 153 
2 40 60 80 200 
3 90) 80 70 150 
4 60 50 20 200 
5 70 50 100 203 


Os custos unitarios de produção para os três níveis em cada 
período são $ 4, $ 6 $ 7. respectivamente. O custo unitário de 
estocagem por período é $ 0,50, Determine a solução ótima, 


11.4.2 Modelo com tempo de preparação 


Nessa situação, nenhuma falta é permitida, e é incorrido um 
custo de preparação cada vez que é iniciado um novo lote de produ- 
ção, Dois métodos de solução serão apresentados: um algoritmo de 
programação dinâmica exata é um heurístico, 

A Figura 11.10 apresenta o resumo esquemático da situação 
de estoque. Os simbolos mostrados na figura são definidos para o 
periodo i, i= 1,2,...,n,como 


z,= quantidade pedida 

D.= demanda no período / 

x, = estoque no início do período é 
Os elementos de custo associados são definidos como 
K. = custo de preparação no período | 


h = custo unitário de estocagem do período iai + | 


Elementos do modelo dinâmico de estoque com custo de preparação 


BE Xa 


Dı 


Je 
Nj] 


A Tatl = 0) 


“Se quiser uma prova da otimalidade desse procedimento, consulte $. M. Johnson, “Sequential production planning over time al minimum cost”, Management Science, v. 3, 1957, p 435-437, 
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A função custo de produção associada para o período sé 


G= 
Pri K +o ). 


A função e(z) é a do custo marginal, dado z.. 


Algoritmo geral de programação dinâmica. Se não houver falta, o 
modelo de estoque é bascado na minimização da soma dos custos 
de produção e estocagem para todos os n períodos. Para simplificar. 
consideraremos que o custo de estocagem para o periodo | é basea- 
do no estoque no final do período, definido como 


Xi. =4,+2,- D, 
Para a equação recursiva progressiva, O estado no estágio (perio- 
do) į é definido como x, + 1,0 nivel de estoque ao final do período, 
no qual, como a Figura 11.10 mostra, 


0 S X,15 Dist eee t D, 


Essa desigualdade reconhece que, no caso extremo, o estoque 
remanescente, x, pode satisfazer a demanda para todos os perio- 
dos restantes. 

Seja f(x, ,) o custo de estoque mínimo para os períodos 1,2,...,¢ 
f dado o estoque no final do período x, Assim, a equação recursiva 
progressiva é dada por 


fis : nin (Cc, (z+ Ax, } 
Fan) min {CE IFS + faat Dz iEn 


Pesquisa operacional 


Observe que, para o periodo 1, z, deve ser exatamente igual 
a D, +x,- xX, Para i> 1, z, pode chegar a zero porque D, pode 
ser satisfeita com a produção dos periodos precedentes, |, 2,..., 
ci-l, 


Exemplo 11.4-2 


A Tabela 11.7 apresenta os dados para uma situação de estoque 
de três períodos. 


Tabela 11.7 Dados para situação de estoque 


Demanda Custo de Custo de 
Periodo; D (unidades) preparação K($) estocagem A ($) 
1 3 3 l 
2 2 1 3 
3 4 6 2 


A demanda ocorre em unidades discretas, é o estoque inicial 
é x, = 1 unidade. O custo unitário de produção é $ 10 para as pri- 
meiras três unidades e $ 20 para cada unidade adicional, o que é 
traduzido matematicamente como 


Oz, 052,53 


ciias 136. i -3, 424 


Determine a politica ótima de estoque. 


Periodo 1: D, = 3,0 5x,52+4=6,z, =x, + D,-x,=x,+2 


Tabela 11.8 Solução ótima (período 1) 


Cili) + Myx 


zy =2 3 4 5 6 7 8 Solução ótima 
Xa h Cz) = 23 33 53 73 93 113 133 fis) zy 
0 ü 23 23 2 
l | 34 34 3 
2 2 55 55 4 
3 3 76 76 5 
4 4 97 97 6 
5 5 118 118 7 
6 6 139 139 8 
Observe que, como x, = 1,0 menor valor de z é D -x,=3-1=2 
Periodo 2: D, =20<x,<&ilsz,<D,+x,=x,+2 
Tabela 11.9 Solução ótima (periodo 2) 
Cala) + lixa + fy Ca + Dz- 2) 
Solução 
z =0 | 2 3 4 5 6 ótima 
x ha, Gz.) = 0 17 27 37 57 77 97 fixa) n 
() 0) O + 55 17 +34 27 4 25 Md 4 
= 55 = 51 = 50 
| 3 3+ 76 20455 30434 404 23 63 3 
= 79 = 75 = 64 = 63 
2 6 6 + 97 23 + 76 33455 43434 63 + 23 T7 3 
= 103 = 99 = 6 = 77 = 86 
3 9 9+ 118 26 + 97 364+ 76 46455 66434 86 + 23 100 4 
= 127 = 123 = 112 = 101 = 100 = 109 
4 12 2 + 139 294118 39497 49+ 76 69455 89 +34 109 + 23 123 5 
= 15] = 147 = 134 = 125 = 124 = 123 = 132 


ligar os estágios sucessivos. 

A Figura 11.11 mostra a aplicação da excelDPInv.xls ao Exem- 
plo 11.4-2. Os dados de entrada são digitados para cada estágio. 
Os cálculos começam com o período |. Observe como a função cus- 
to c(z) entra na linha 3: (G3 = 10, H3 = 20, 13 = 3) significa que o 
custo unitário é $ 10 para os primeiros três itens e $ 20 para os itens 
adicionais. Observe também que a quantidade digitada para D, deve 
ser a líquida após deduzida a quantidade (= 3 - x, = 3- 1 = 2) do 
estoque inicial. Além disso, você precisa criar os valores viáveis da 
variável z,. A planilha verifica automaticamente se os valores que 
você digitou são corretos e emite mensagens auto-explicativas na 
linha 6; ‘yes’, ‘no’, ou ‘delete’. 

Logo que todos os dados tenham entrado, valores ótimos de f 
e z, para o estágio são dados nas colunas $ e T. Em seguida, é criado 
um registro permanente para a solução para o periodo I, (x f z) 
na seção de resumo da solução ótima da planilha, como mostra à 
Figura 11.11. Isso requer copiar e colar D9:D15 e S9:T15 usando 
Colar especial + Valores (talvez você precise revisar o procedimento 
adequado para criar o registro permanente dado em conjunto com 
a planilha excel Knapsack.xls na Seção 10.3.1). 

Em seguida, para a preparação do estágio 2, copie f do registro 
permanente e cole-a na coluna B, como mostra a Figura 11,11, Ago- 
ra, basta atualizar os dados de entrada para o periodo 2. O processo 
se repete para o período 3. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 11.4€ 


+1. Considere o Exemplo 11.4-2. 

(a) Faz sentido ter x, > 0? 

(b) Para cada um dos dois casos seguintes, determine as faixas 
viáveis para Z,.Z,,2,.¥,.¥, € x, (Você verá que é útil repre- 
sentar cada situação como na Figura 11.10.) 

(i) x, =4 e todos os dados restantes são os mesmos. 
(ii) x, =0;D, =5D,=%eD =4. 

*(a) Ache a solução ótima para o modelo de estoque de quatro 

períodos dado na Tabela F. 


2. 
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Periodo 3: D,=4&x,=h0s7,8D,+x,=4 

Tabela 11.10 Solução ótima (período 3) 

Calz) + Aixa + Gy + Dy - z) 
Solução 
z3=0 | 2 3 4 ótima 
Xa hz x4 Giz = 0 16 26 36 56 filas) z3 
0 0 0 + 123 16 + 100 26 + 77 36 + 63 56 + 50 99 3 
= 123 = 116 = 103 = 9 = 106 
A solução ótima é lida da seguinte maneira: 
(4 =O 9)2, = 3 )/9(4, = 04+4-3 21) 4] =3 
(x =1+2-3=05]7=2 
Portanto, a solução é resumida como z= 2,2, = 3,;¢ z; = 3—com um custo total de $ 99. 
Momento Excel Tabela F 
oe i Demanda Custo de Custo de 
O gabarito excelDPInv.xls é projetado para resolver © pro- Período: D (unidades) preparação K ($) estocagem A ($) 

blema de PD geral de estoque com até dez períodos. O desenho E E | 
da planilha é semelhante ao do excelKnapsack.xls dado na Seção 5 > > | 
10.3.1, no qual o modelo executa os cálculos um estágio por vez 4 3 9 | 
e são necessários dados de entrada fornecidos pelo usuário para 4 3 7 | 


O custo unitário de produção é $ 1 cada para as primeiras 
seis unidades c $ 2 cada para unidades adicionais. 
(b) Verifique os cálculos usando a planilha excel DPInv.als. 


3. Suponha que o custo de estocagem seja baseado no estoque 
médio durante o período. Desenvolva a equação recursiva pro- 
eressiva correspondente. 

4. Desenvolva a equação recursiva regressiva para o modelo e de- 
pois use-a para resolver o Exemplo 11.4-2. 

5. Desenvolva a equação recursiva regressiva para o modelo con- 


siderando que o custo de estocagem é bascado no estoque oné- 
dio no período. 


Algoritmo de programação dinâmica com custos marginais cons- 
tantes ou decrescentes. A PD geral que acabamos de dar pode ser 
usada com qualquer função custo. Contudo, a natureza do algoritmo 
impõe que o estado xi e as alternativas z, no estágio į assumam valo- 
res em incrementos de 1. Isso significa que, para grandes quantidades 
de demanda, a tabela em cada estágio pode ser muito grande e, em 
consequência, impraticável em termos de cálculo. 

Um caso especial do modelo geral de PD é promissor para re- 
duzir o volume de cálculos. Nessa situação especial, o custo unitário 
de produção, bem como o custo unitário de estocagem, são funções 
não crescentes (côncavas) da quantidade de produção e do nível de 
estoque, respectivamente. Essa situação ocorre tipicamente quando 
a função de custo unitário é constante ou quando é permitido um 
desconto por quantidade. 

Sob as condições dadas, pode-se provar que” 


1. Dado o estoque inicial zero (x, = 0), é ótimo satisfazer a demanda 
em qualquer período i com nova produção ou com estoque que 
entra, mas nunca com ambos, isto é, zx, = 0. (Para o caso em 
que o estoque inicial é positivo, x, > 0, a quantidade pode ser de- 
duzida das demandas dos períodos sucessivos até ser esgotada.) 

2. A quantidade ótima de produção, z para o período i deve ser 
zero ou satisfazer a demanda exata para um ou mais periodos 
contiguos subsegiientes. 


“Veja H. Wagner e T. Whitin, “Dynamic version of the economic lot size model”, Management Science, v. 5, 1958 ,p. 89-96. À prova de olimalidade impõe a premissa restritiva de que as funções 
custo são constantes e idênticas para todos os periodos Mais tarde, à premissa foi relaxada por A. Veinott Jr. a fim de incluir funções custo côncavas distintas. 
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Figura 11.11 
Solução de PD em Excel para o Exemplo 11.4-2 (arquivo excelDPInv.xls) 


Período |: 
| e psp pp pi ES 
Es General (Forward) Dynamic Programming Inventory Model 
EM | Optimum solution 
IEE Summa 
ER ! i =P>)=% 
E Period | 
EE Tle 
7| (Pa | T| MEDE. 
RE a cao E E SSE: 
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Periodo 2: 
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EM General orward) Dynamic Programming Inventory Model i 
2 | Optimum solution 
aN ee EE ARE Summ 
cee Ea K f l i i Z 
REU Parod 1 Panod 2 | 
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| 1 y j | H 3 
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at 2 | « 0 E) $1 5 |i | i it ML | | t 3 T j J 10 4 
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Ee) WF | me 4 151 147 1% Fe] t | ia 132 123 E) 
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EEE 
2 
3 
4 a 1] 
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Exemplo 11.4-3 
Um modelo de estoque de quatro períodos funciona com os da- em vez de incrementos de 1. Como x, = 15,a demanda para o pri- 
dos mostrados na Tabela 11.11. meiro período é ajustada para 76- 15 = 61 unidades. 
O estoque inicial é x, = 15 unidades. O custo unitário de produ- 
ção é $ 2, c o custo unitário de estocagem por período é$ 1 para to- Tabela 11.11 Dados para o modelo de estoque de quatro períodos 
dos os períodos. (Para simplificar. considera-se que o custo unitário E E O 
de produção e o custo unitário de estocagem permanecem inaltera- Período i See Custo de - 
dos para todos os períodos.) D (unidades) preparação K, ($) 
A solução é determinada pelo algoritmo progressivo dado ante- 1 75 gg 
riormente, exceto que os valores de x, e z assumem somas “totais” 2 26 114 
3 90 185 
4 67 70 
Periodo 1: D, = 61 
Tabela 11.12 Solução ótima (periodo 1) 
Ci) + Myx, Se eee 
——— a ŘŘĖŐĖ— Solução 
Z = 6] 87 177 244 útima 
X fX C\(z1) = 220 272 452 586 fie) Zi 
0 0 220 220 ől 
26 26 298 298 87 
116 116 568 568 177 
183 183 769 769 244 


Pedido em 1 para | 1,2 1,2,3 1,2,3,4 
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Periodo 2; D, = 26 


Tabela 11.13 Solução ótima (período 2) 


Ciz) + Moxy + fia + Dy - 25) 
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solução 
zy = 0 20 116 183 otima 
xs fox, (zə) = 0 166 346 480 hix) z 
0 0 + 298 166 + 220 298 0) 
= 298 = 386 
90 90) 90 + 568 136 + 220 656 116 
= 658 = 656 
157 157 157 + 769 637 + 220 857 183 
= 926 = 857 
Pedido em 2 para — 2 EA 2,3,4 
Periodo 3: D, = 90 
Tabela 11.14 Solução ótima (período 3) 
Cy (zs) + Its Xs + h (vy + D m Z3) 
Solução 
72=0 gü 157 ótima 
X4 hs Calza) = 0 365 499 filxa) 23 
ü ü 0 + 656 = 656 365 + 298 = 663 656 ü 
67 67 67 + 857 = 924 566 + 298 = 864 864 157 
Pedido em 3 para —- 3 3,4 
Periodo 4: D, = 67 
Tabela 11.15 Solução ótima (período 4) 
Calza) + Mats + alts + Dy - Za) | 
Solução 
zg = 0 67 ótima 
Ms fy Xs C,(z4) = 0 204 Ailxs) Z4 
ü ü Ü + 864 = 864 204 + 656 = 860 SOU 67 
Pedido em 4 para — 4 


A politica ótima é determinada pelas tabelas da seguinte maneira: 


e= 0> [EET] > = 0 > En 


= ES 


Isso då z = ól; z; = 116, 2, i 


Momento Excel 


O gabarito Wagner Whitin.xls é semelhante ao do modelo geral 
excelDPInvaxls A única diferença é que são usadas somas totais para 
o estado x e a alternativa z Além disso, para simplificar, a nova pla- 
nilha não permite desconto por quantidade. À Figura 11.12 produz 
cálculos do período | para o Exemplo 11.4-3. O gabarito está limita- 
do a um máximo de dez períodos. Lembre-se de usar Colar especial + 
Valores ao criar o resumo do resultado da solução (colunas O:¥V). 


90) > [z3 = 116 | > (x, = 0) 3 | z= 61 


Dez” =67,a um custo total de $ 860, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 11.4D 


*1. Resolva o Exemplo 11.4-3 considerando que o estoque inicial é 
80 unidades. Você pode usar a planilha excelWagnerWhitin.xIs 
para verificar seus cálculos. 

Resolva o problema de estoque determinístico de dez pe- 
ríodos dado na Tabela G. Considere um estoque inicial de 
50 unidades. 
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Figura 11.11 
Solução de PD em Excel para o Exemplo 11.4-2 (arquivo excelDPInv.xls) 
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E Period | 
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Re | | F 3 Bola | MEM | Ho | MS qm w 4 6 [É 8 
Ee) WF | me 4 151 147 1% Fe] t | ia 132 123 E) 
Mi | Mt 
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Exemplo 11.4-3 
Um modelo de estoque de quatro períodos funciona com os da- em vez de incrementos de 1. Como x, = 15,a demanda para o pri- 
dos mostrados na Tabela 11.11. meiro período é ajustada para 76- 15 = 61 unidades. 
O estoque inicial é x, = 15 unidades. O custo unitário de produ- 
ção é $ 2, c o custo unitário de estocagem por período é$ 1 para to- Tabela 11.11 Dados para o modelo de estoque de quatro períodos 
dos os períodos. (Para simplificar. considera-se que o custo unitário E E O 
de produção e o custo unitário de estocagem permanecem inaltera- Período i See Custo de - 
dos para todos os períodos.) D (unidades) preparação K, ($) 
A solução é determinada pelo algoritmo progressivo dado ante- 1 75 gg 
riormente, exceto que os valores de x, e z assumem somas “totais” 2 26 114 
3 90 185 
4 67 70 
Periodo 1: D, = 61 
Tabela 11.12 Solução ótima (periodo 1) 
Ci) + Myx, Se eee 
——— a ŘŘĖŐĖ— Solução 
Z = 6] 87 177 244 útima 
X fX C\(z1) = 220 272 452 586 fie) Zi 
0 0 220 220 ől 
26 26 298 298 87 
116 116 568 568 177 
183 183 769 769 244 


Pedido em 1 para | 1,2 1,2,3 1,2,3,4 
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Figura 11.12 
Modelo de Wagner- Whitin de PD em Excel aplicado ao período 1 do Exemplo 11.4-3 
(arquivo excel WagnerWhiltin. xls) 
Periodo I: 
Eee CA EO Ee eee he ee coe Bim et 
l Wagner-Whitin aon Dynamic Programming Inventory Model 
ER JE E. 
CN e 2 214121 121 [1 | Optimum Solution 
SP Rib a [HE [ME | | Summa 
6w ri E 1| RO PT J T | : i Z 
iy iD inn ri period 1 
8 Arozi valiescomeat [yes | ys | ys | yes | | cat 0 | | b 
9 Core RR | | | a ; ar a 
10 2 LH O a j o is mM 
11 § 0 20 eM g N y | 183 79 pi 
WT E 2 py 28 Panini f 
13 À x= HE DL fg 588 ANNAN 
MG Xe w [oram Forint fon f 769 
Tabela G Heuristica Silver-Meal. Essa heurística é válida apenas para as situa- 
z e EEE ções de estoque nas quais o custo unitário de produção é constante e 
Custo Custo Custo de Jin o SSE Sy i i sis F3 
e rent ; E idêntico para todos os períodos. Por essa razão, ele equilibra apenas 
Demanda unitário de unitário de preparação os custos de preparação e estocagem 
Período i D, (unidades) produção ($) estocagem ($) ($) A heurística identifica os períodos sucessivos futuros cuja de- 
| 150 6 | 100 manda pode ser atendida pela demanda do periodo corrente. O 
2 100 6 | 100 objetivo é minimizar os custos de preparação e de estocagem asso- 
3 20 4 2 100 ciados por período. 
4 40 J | 200 Suponha que produzamos no periodo | para os periodos 1, i + 
5 70 6 É 200 le E d, i Er, e defina-se TEU, 1) como os custos de preparação e 
6 90 8 3 200 estocagem associados para os mesmos períodos. Matematicamente, 
7 130 4 l 300 usando a mesma notação dos modelos de PD, temos 
8 180 4 4 300 | 
9 140 2 2 300 K,, «fst 
10 50 6 | 300 TCR) = 


3. Ache a política ótima de estoque para o modelo de cinco pe- 
riodos dado na Tabela H. O custo unitário de produção é $ 10 


+ 


K,+hD +h +h D p+ (S40, {> 
k =] 


Em seguida, defina-se TCU (;, 1) como o custo associado por pe- 
riodo, isto é, 


para todos os períodos. O custo unitário de estocagem é $ | por eee TET) 
tado TCU (it) =— 
periodo, t=i+] 
Tabela H Portanto, dado um período corrente 7, a heuristica determina i, 
Demanda Custo de preparação que minimiza TCU(i, 1). 
Período i i D; (unidades) K; ($) A função TC, 1) pode ser calculada recursivamente da seguin- 
- — — te maneira: 
l 50 80 ENE 
ECU K, 
2 70 70 e war 
3 100 60 TOGN = TCh -D+{ $a, |p, t=1+1t+2,.0,n 
4 30 80 kai 
5 60 60) Etapa 0. Determine f= 1. 


4. Ache a politica ótima de estoque para a situação de estoque de 
seis períodos mostrada na Tabela I. O custo unitário de produ- 
ção é $ 2 para todos os períodos. 


Tabela | 


Etapa 1. Determine o t" mínimo local que satisfaça as duas condi- 
ções seguintes: 


TCUG, & -1) 2 TCU) 
TCUG, 1 + 1) > TCU(i,t*) 


Se as condições forem satisfeitas, então a heurística recomenda 


Período / D, (unidades) K,($) ($) pedir a quantia (D + D. +... + D*) no período i para os períodos 
Li+ l... et". 
E an l Etapa 3. Determine i = f + 1. Se i > n, pare; todo o horizonte de 
: A r planejamento foi abrangido, Caso contrário, vá para a etapa 1. 
3 7 10 | 
4 20 18 3 
5 13 5 | Exemplo 11.4-4 
6 25 50 | 


Ache a política ótima de estoque para a situação de estoque de 
seis periodos descrita na Tabela 11.16. 
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Momento Excel 


O gabarito excelSilverMeal.xls é projetado para executar todos os 
cálculos iterativos, bem como fornecer a solução final. O procedimen- 
to começa com a entrada dos dados necessários para onentar os cál- 
culos, incluindo N, K, A e D para todos os períodos (essas entradas são 
destacadas em cor turquesa na planilha). Então, o usuário deve dar 
início a cada iteração manualmente até abranger todos os períodos. 

A Figura 11.13 mostra a aplicação da heurística do Exemplo 
11.4-4 em Excel. À primeira iteração é iniciada com a entrada do va- 
lor 1 na célula J11, indicando que a iteração 1 começa no periodo 1. 
Depois, a planilha gerará tantas linhas quanto for o número de perio- 
dos, N (= 6 neste exemplo). O número de períodos aparecerá como 
uma lista em ordem ascendente nas células K11:K16. Agora, examine 
o TCU na coluna P (destacada em cor turquesa) ¢ localize o periodo 
que corresponde ao minimo local em t = 3 com TCU = $ 16,33. Isso 
significa que a próxima ileração iniciará no período 4. Agora, pule 
uma linha em branco e digite o valor 4 em J18. Essa ação produzirá 
os cálculos para a iteração 2, mostrará que seu minimo local estará 
no periodo 4 (TCU = $ 18,00) e sinalizará o início da iteração 3 no 
período 5, Mais uma vez, digitando 5 em 122, o mínimo local para 
a iteração 3 ocorrerá no nó 5. Em seguida, digitar o valor 6 em J25 
produzirá a iteração final do problema. À medida que você passar por 
cada iteração, a planilha mostrará automaticamente a política ótima 
associada è seu custo total, como mostra a Figura 11.13. 


Pesquisa operacional 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 11.4E 


“1. A demanda para varas de pescar atinge seu minimo durante 
o mês de dezembro e alcança seu máximo no mês de abril. A 
Fishing Hole, Inc. estima que a demanda para o mês de dezem- 
bro é de 50 varas e aumentará dez unidades por més até chegar 
a 90 em abril. Desse mês em diante, a demanda decresce cinco 
unidades por mês. O custo de preparação para um lote de pro- 
dução é $ 250, exceto durante os meses de pico de demanda, de 
fevereiro a abril, quando aumenta para $ 300, O custo de produ- 
ção por vara, $ 15, é aproximadamente constante durante o ano 
inteiro, e o custo de estocagem por vara por mês é $ 1. A Fishing 
Hole está desenvolvendo o plano de produção para o próximo 
ano Ganciro a dezembro). Como deve programar seus recursos 
de produção? 

2. Uma pequena editora imprimirá uma nova tiragem de um ro- 
mance para satisfazer a demanda nos próximos 12 meses. As 
estimativas de demanda para os meses sucessivos são 100, 120, 
50, 70, 90, 105, 115, 95, 80,85, 100 e 110, O custo de preparação 
para a impressão da nova tiragem é $ 200, e o custo de estoca- 
gem por livro por mês é $ 1,20. Determine o esquema ótimo de 
impressão da nova tiragem, 
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Capitulo 12 
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Revisao de probabilidade basica 


Guia do capítulo. Este capítulo apresenta uma revisão de leis da 
probabilidade, variáveis aleatórias e distribuições de probabilidade. 
se você já fez um curso de probabilidade básica e estatistica, pode 
ignorar este capítulo, Entretanto, o capítulo oferece um resumo útil 
de cinco distribuições comuns que são usadas com frequência no li- 
vro: binomial, de Poisson, uniforme, exponencial e normal. Também 
desenvolvemos uma tabela estatistica em planilha (arquivo StatTa- 
bles.xls) que automatiza os cálculos da média, o desvio-padrão, as 
probabilidades e os percentis de 16 diferentes distribuições. For- 
necemos ainda uma outra planilha para construir histogramas de 
dados empíricos (arquivo excelMean Var.xls). 

Este capítulo inclui 12 exemplos resolvidos, 2 planilhas e 44 pro- 
blemas de final de seção. Os programas em AMPL/Excel Solver/ 
TORA estão na pasta chl2Files, 


12.1 LEIS DA PROBABILIDADE 


A probabilidade trata de resultados aleatórios de um experi- 
mento. À conjunção de todos os resultados possíveis é denominada 
espaço amostral, e um subconjunto do espaço amostral é conhecido 
como evento. Como ilustração, os resultados do lançamento de um 
dado (de seis faces) são 1,2,3.4,5 e 6.0 conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6} 
define o espaço amostral associado. Um exemplo de um evento é 
um lançamento do dado dar um valor par (2,4 ou 6). 

Um experimento também pode lidar com um espaço amostral 
contínuo. Por exemplo, o tempo entre falhas de um componente ele- 
trônico pode assumir qualquer valor não negativo, 

Se um evento É ocorrer m vezes em um experimento de n ten- 
tativas, então a probabilidade P[E] da ocorrência do evento é defi- 
nida por 

PfEl=lim> 
w= pi 

A definição implica que, se o experimento for repetido inde- 
pomamu {n = =), a probabilidade desejada será representada 


por — Você pode verificar essa definição jogando uma moeda e 


observando o resultado: cara (H) ou coroa (T). Quanto mais vezes 
você repetir o experimento, mais próxima a estimativa de PIN} (ou 
de P{7T}) estará do valor 0,5. 

Por definição, 


O<SPIE|<I 


Um evento E é impossível se PEJ =0,e certo se PLEJ = 1. Por 
exemplo, em um experimento com um dado de seis faces, conseguir 
um 7 é impossível, ao passo que obter um valor inteiro de 1 a 6, 
inclusive, é certo. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.1A 


*1L Em um levantamento realizado nas escolas secundárias do Es- 
tado de Arkansas para estudar a correlação entre as notas ob- 
tidas em matemática no último ano e a entrada de alunos em 
faculdades de engenharia, 400 entre 1.000 dos alunos pesqui- 
sados tinham estudado matemática. As matriculas nas escolas 
de engenharia mostram que, de 1,000 alunos do último ano da 
escola secundária, 150 estudaram matemática, e 29 não, Deter- 
mine as probabilidades dos seguintes eventos: 


(a) Um aluno que estudou matemática entrar em engenharia, 
Não entrar em engenharia. 

(b) Um estudante não ter estudado matemática nem ter entra- 
do em engenharia, 

(c) Um aluno não estar estudando engenharia. 

*2. Considere uma reunião aleatória de n pessoas. Determine o me- 
nors tal que seja mais provável que não mais de duas pessoas 
tenham a mesma data de nascimento. (Sugestão: considere que 
não há anos bissextos e que todos os dias do ano têm a mesma 
probabilidade de ser a data de nascimento de uma pessoa.) 

*3. Responda o Problema 2 considerando que duas ou mais pessoas 
tenham a mesma data de nascimento. 


12.1.1 Lei da adição de probabilidades 

Para dois eventos, E e F, E + F (ou LU F) representa a união 
de Fe F e EF (ou É N F) representa sua interseção. Os eventos É 
e F são mutuamente exclusivos se não houver interseção entre eles, 
isto é, se a ocorrência de um evento impedir a ocorrência do outro, 
Com base nessas definições, a lei da adição de probabilidades pode 
ser enunciada como 
pPlE+F}= PLE} + PIF}, se E e F forem mutuamente exclusivos 

3 PJE]+ P|F]- PLEF), caso contrário 
PLEF| é a probabilidade de os eventos E e F ocorrerem simul- 
taneamente. 


Exemplo 12.1-1 
Considere o experimento de lançar um dado. O espaço amostral 
do experimento é [1, 2, 3,4, 5,6}. Para um dado não viciado, temos 
Pll} = P[2} = P[3} = Pla) = P[5] = P{6} = + 
Definam-se 
E =/1,2,30u4] 
F=/3,40u5] 


Os resultados 3 e 4 são comuns a E e F; portanto, EF = {3 ou 4}. 
ASSIT, 


+L=2 
3 


P(E} = P{1} + P(2) + PIS] + Pl4) = + 4 
PlEj=P(3] + Pla} + PIS}= 5 
PEF} = P[3} + Pl4] = A 


É Serene E 
6 6 


zj- 


Entao, decorre que 
PIE + F) = PIE} + P[F|- PIEF}= 2+ 1-1-5 
3 ! 


Por dedução, o resultado faz sentido porque (E + F) ={1,2,3,4,5}, 


cuja probabilidade de ocorrência é = ; 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.1B 


1. Um dado de seis faces, não viciado, é lançado duas vezes Se E e 
F representarem os resultados dos dois lançamentos, calcule as 
seguintes probabilidades: 
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(a) Asomade Fe Fser 11. 

(b) A soma de E e F ser par. 

(c) A soma de E e F ser impar e maior do que 3. 

(d) É ser par menor do que 6 e F ser ímpar maior do que 1. 

(e) E ser maior do que 2 e F ser menor do que 4. 

(f) Eserdeasomade E e F ser impar. 
2. Suponha que você lance dois dados independentemente e regis- 

tre o número que sai para cada dado. Determine o seguinte: 

(a) A probabilidade de ambos os números serem pares. 

(b) A probabilidade de a soma dos dois números ser 10, 

(c) A probabilidade de a diferença entre os dois números ser 

no minimo 3. 

*3. Você pode lançar uma moeda não viciada até sete vezes č gpa- 
nhará $ 100 se aparecerem três coroas antes de um cara. Quais 
são suas chances de ganhar? 


"d 


Ann, Jim, John e Liz vão disputar um torneio de tênis. Ann tem 
duas vezes mais probabilidade de vencer Jim, e Jim está no mes- 
mo nível de John. O histórico de Liz mostra que ela ganha de 
John na proporção de | a cada 3 jogos. Determine o seguinte: 
(a) A probabilidade de Jim vencer o torneio. 

(b) A probabilidade de uma mulher vencer o torneio. 

(c) A probabilidade de nenhuma mulher vencer. 


12.1.2 Lei da probabilidade condicional 


Dados os dois eventos, E e E com PIFI > 0, a probabilidade 

condicional de E dado Æ P(EIF], é definida como 
PIE|F\= EI PIF\|>0 
PIF} 

Se É for um subconjunto de F (isto é, se estiver contido em F). 
então PEF] = P(E}. 

Os dois eventos, É e É são independentes se, e somente se, 

P| EIF] = PlE| 
Nesse caso, a lei da probabilidade condicional se reduz a 


P[EF| = PLEJPIF] 


Exemplo 12.1-2 


Você está participando de um jogo no qual outra pessoa está 
lançando um dado. Você não pode ver o dado, mas recebe informa- 
ções sobre os resultados, Sua tarefa é prever o resultado de cada 
lançamento. Determine a probabilidade de o resultado ser 6, visto 
que lhe informaram que o dado deu um número par. 


Seja É = |6}, e defina-se F = [2,4 ou 6). Assim, 


P(EIF| = PIE F] ee ee V6 = l 
| PIF} PIF} li 


Observe que PL EF!) = PLE) porque É é um subconjunto de E 


jr. e 
+ 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.1C 


1. No Exemplo 12.1-2, suponha que lhe informaram que o resulta- 
do é menor do que 6. 
(a) Determine a probabilidade de obter um número par. 
(b) Determine a probabilidade de obter um número impar 
maior do que 1. 


2. As ações da WalMark Stores, Inc. são negociadas na Bolsa 
de Nova York sob o símbolo WMS. Historicamente, o preço 
da WMS sobe com a elevação do índice Dow médio 60% das 


TA Seção 13.2.2 dá uma apresentação mais detalhada do teorema de Bayes. 


Pesquisa operacional 


vezes e cai acompanhando o Dow 25% das vezes. Também há 

5% de chance de a WMS subir quando o Dow cai, e 10% de 

chance de cair quando o Dow sobe, 

(a) Determine a probabilidade de WMS subir independente- 
mente do Dow. 

(b) Ache a probabilidade de WMS subir dado que o Dow esta 
subindo. 

(c) Qual é a probabilidade de WMS baixar dado que o Dow 
está caindo? 

“3. Alunos que terminam a escola secundária com uma nota de no 
minimo 26 no ACT podem se candidatar à matrícula em duas 
universidades, A e B. A probabilidade de ser aceito em A é 04, 
e em B,0,25. A chance de ser aceito nas duas universidades é de 
apenas 15%. 

(a) Determine a probabilidade de o estudante ser aceito em B, 
dado que A também o aceitou, 

(b) Qual é a probabilidade de conseguir a matricula em A, 
dado que o aluno foi aceito em B? 

d. Prove que, se a probabilidade PLAIB] = PIA), então A e B são 
independentes. 


5. Teorema de Bayes! Dados dois eventos, A e B, mostre que 
PLBLAJPLA) 
P{B] 


6 Um varejista recebe 75% de suas baterias da Fabrica A ¢ 25% 
da Fábrica B. Sabe-se que as porcentagens de baterias defei- 
tuosas produzidas por A e B são 1% e 2%, respectivamente. 
Um cliente acabou de comprar uma bateria aleatoriamente do 
varejista. 

(a) Qual é a probabilidade de a bateria ser defeituosa? 

(b) Se a bateria que você comprou estiver defeituosa, qual é a 
probabilidade de ela ter vindo da Fábrica A? (Sugestão: use 
o teorema de Bayes do Problema 5.) 


PAJB} = , PIB|>0 


“7. A estatística mostra que 70% de todos os homens têm alguma 
forma de câncer de próstata. O teste PSA dará positivo 90% das 
vezes para homens afetados e 10% das vezes para homens sãos. 
Qual é a probabilidade de um homem cujo teste deu positivo 


ter câncer de próstata? 


12.2 VARIÁVEIS ALEATÓRIAS E DISTRIBUIÇÕES DE 
PROBABILIDADE 


Os resultados de um experimento ou são naturalmente numéri- 
cos ou podem ser codificados numericamente. Por exemplo, os resul- 
tados do lançamento de um dado são naturalmente numéricos, ou 
seja, 1,2,3,4,5 ou 6. Ao contrário, o teste de um item produz dois 
resultados: ruim e bom. Nesse caso, podemos usar o código numé- 
rico (0,1) para representar (ruim, bom). A representação numérica 
dos resultados produz o que é conhecido como variável aleatória. 

Uma variável aleatória, x, pode ser discreta ou continua. Por 
exemplo, a variável aleatória associada com o experimento do lan- 
camento de um dado é discreta, com x = 1, 2, 3, 4, 5 ou 6, ao passo 
que o tempo entre chegadas em uma prestadora de serviços é con- 
tinuo com x = Ü. 

Cada variável aleatória x, continua ou discreta, é quantificada 
por uma função densidade de probabilidade (pdf — probability den- 
sity function), Hx) ou p(x). Essas funções devem satisfazer as condi- 
ções da Tabela 12.1. 


Tabela 12.1 Condições para as funções f(x) ou p(x) 


Variável aleatória, x 


Característica Discreta Contínua 


x=a,a+ l,...,5 asrab 


Faixa de aplicabilidade 
b l 
Condições paraa pdf p(x)z0, 2, p(x)=1 M20, E f(xjdr = 
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Uma pdf, p(x) ou f(x), deve ser não negativa (caso contrário, a 
probabilidade de algum evento poderia ser negativa!). Além disso, 
a probabilidade do espaço amostral deve ser igual a 1. 

Uma importante medida da probabilidade é a função distribui- 
ção acumulada (CDF — comulativo distribution function), definida 
como 


Y 
P(X)= > plx) x discreta 
PixsA]= 2 
FUX)= [ f(x)dx, x continua 


Exemplo 12.2-1 


Considere o caso do lançamento de um dado não viciado. A 
variável aleatória x = [1, 2. 3,4, 5, 6} representa a face do dado que 
fica para cima. A pdf e a CDF associadas são 


HO = Ael 


P(X)=# ,X=1,2,..,6 


A Figura 12.1 mostra o grafico das duas funções. A pdf p(x) é 
uma função discreta uniforme porque todos os valores das variá- 
veis aleatórias ocorrem com probabilidades iguais. 

A contraparte contínua da p(x) uniforme é ilustrada pelo se- 
guinte experimento, Uma agulha de comprimento / é girada no cen- 
tro de um círculo cujo diâmetro é igual a É Após marcar um ponto 
de referência arbitrário na circunferência, giramos a agulha em sen- 
tido horário e medimos na circunferência a distância x de onde o 
ponteiro parar até o ponto marcado, Assim, a variável aleatória x é 
continua na faixa Us x = m. Não há nenhuma razão para acreditar 
que a agulha tenderá a parar com mais freqiiéncia em uma região 
específica da circunferência, Em decorrência, todos os valores de 
x na faixa especificada tëm a mesma probabilidade de ocorrer, e a 
distribuição de x deve ser uniforme. 

A pdf de x, f(x), é definida por 


[= 0 Ses 
A CDF associada, FX), é calculada como 
X x] x 
F(X)= Pixs X]= | fædres [dv =—0< X sal 
0 o xl al 


A Figura 12.2 apresenta o gráfico das duas funções. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.2A 


l. O número de unidades necessárias de um item, x, é discreto de | 
a5.A probabilidade, p(x), é diretamente proporcional ao número 
de unidades necessárias. A constante de proporcionalidade é K. 
(a) Determine a pdf e a CDF de x e apresente as funções resul- 
tantes em gráfico. 
(b) Ache a probabilidade de x ser um valor par. 


2. Considere a seguinte função: 
| k 
f(x)=—=, 102x220 
x 


*(a) Ache o valor da constante k que fará de f(x) uma pdf. 
(b) Determine a CDF e ache a probabilidade de x(1) ser maior 
do que 12, e (ii) estar entre 13 e 15. 

*3. A demanda diária de gasolina sem adição de chumbo é unifor- 
memente distribuida entre 750 e 1.250 galões. O tanque de gaso- 
lina, com capacidade de 1.100 galões, é reabastecido diariamen- 
te à meia-noite. Qual é a probabilidade de o tanque ficar vazio 
um pouco antes de ser reabastecido? 
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Figura 12.1 
CDF e pdf para o lançamento de um dado não viciado 
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Figura 12.2 
CDF e pdf para a rotação de uma agulha 
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12.3 VALOR ESPERADO DE UMA VARIÁVEL ALEATÓRIA 


Dado que A(x) é uma função real de uma variável aleatória x, 
definimos o valor esperado de (x), Elh(x)), como a média pondera- 
da (de longo prazo) de x em relação à pdi. Matematicamente, dado 
que p(x) e fx) são, respectivamente, as pdfs discreta e continua de 
x, Elh(x)| é calculado por 

fr 
SA(x)p(x), x discreta 
Elh(ox)| = nat 
J A(x) f(x) dx, x continua 


Exemplo 12.3-1 


Durante a primeira semana de cada més, eu (assim como muitas 
outras pessoas) pago todas as minhas contas e respondo a algumas 
cartas. Em geral, compro 20 selos postais de primeira classe por mês 
para essa finalidade. O número de selos que em geral utilizo varia 
aleatoriamente entre 10 e 24, com probabilidades iguais. Qual é o 
número médio de selos que sobram? 

A pdf do número de selos usados é 


p(x) = [doa =10,11,...,24. 


O número de selos que sobram é dado por 


h(x)= 20-x,x = 10,11,..., 19 
“CO, caso contrário 
Portanto, 
ape f (20 = 10) + (20-11) + (20 = 12) +... + (20-19)] + (0) 


= 35 


hd 
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© produto | =(0) é necessário para completar o valor esperado 

de h(x). Especificamente, a probabilidade de acabar com zero selos 
é igual à probabilidade de precisar de 20 selos ou mais, isto é, 

Ply > 20} = p(20) + p(21) + p(22) + p(23) + p(24) = 5+) = | 5 


K] 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.3A 


1l. No Exemplo 12.3-1, calcule o número médio de selos a mais 
necessário para satisfazer sua máxima demanda possivel. 

2. Os resultados do Exemplo 12.3-1 e do Problema 1 mostram 
médias positivas para o excesso de selo, Dem come para a falta. 
Esses resultados são inconsistentes? Explique. 

*3. O proprietário de uma banca de jornais recebe 50 exemplares 

do jornal Al Ahram toda manhã. O número de exemplares ven- 

didos diariamente, x, varia aleatoriamente de acordo com a se- 
guinte distribuição de probabilidade: 
| 
get = 35, 56,000, 49 
1 5 a 
p(x) = 455-4 =50, 51,..., 59 
| 
=t = 60, 61,..., 70 
| 33 


(a) Determine a probabilidade de o proprietario vender todos 
os exemplares. 

(b) Determine o número esperado de exemplares não vendi- 
dos por dia. 

(c) Se o proprietário pagar 50 centavos por exemplar e vendê- 
lo por $ 1, determine o ganho líquido esperado por dia. 


12.3.1 Média e variância (desvio-padrão) de uma 
variável aleatória 


A média de x, E|x|, é uma medida numérica da tendência central 
(ou soma ponderada) da variável aleatória. A variância, var[x),é uma 
medida da dispersão ou desvio de x em relação à média E{x}. Sua 
raiz quadrada é conhecida como o desvio-padrão de x, desvpad|x}. 
Um desvio-padrão maior significa um grau mais alto de incerteza em 
relação à variável aleatória. Especificamente, quando q valor de uma 
variável é conhecido com certeza, seu desvio-padrão é zero. 

As fórmulas para a média e a variância podem ser derivadas da 
definição geral de Elh(x)| da seguinte maneira: para Efx}, use A(x) = 
x,e para var[x}, use /i(x) = (x — E{x]}-. Assim, 


a. 


> P(x), 


Elx|= Td 
| xf(x) dv, x continua 


x discreta 


h 
F(x- Ela) pix), 


var{x} = ra 
J (x— Exp f(x) de, x continua 


desvpad {x} = Jvar(x] 


Podemos perceber com mais facilidade a base para o desenvol- 
vimento das fórmulas examinando o caso discreto. Nesse caso, Efx) 
é a soma ponderada dos valores discretos de x. Além disso, var{x] é a 
soma ponderada do quadrado do desvio em relação a Efx). O caso 
contínuo pode ser interpretado de maneira semelhante, com inte- 
gração em vez de somatório. 


x discreta 


Exemplo 12.3-2 


Calculamos a média e a variância para cada um dos dois experi- 
mentos do Exemplo 12.2-1. 


Caso 1 (Lançamento do dado). A pdf é p(x) = = x= 1,2,...,6. Assim, 


Pesquisa operacional 


Ete =1(7)+2(5}+3(6}+4( 5) #5(5}+ (6) =39 
var{x) =(2)(-3,5)* +(2-35)' +(-35)'+ (4-35) 


+(5=-3,5) +(6-3,5)1=2,917 
desvpad(x)=./2,917 = 1,708 


Caso 2 (Rotação da agulha). Suponha que o comprimento da agu- 
lha seja | polegada. Então, 
| 


—, Usxsi3,l4 
3,14 


f(x)= 


A média e a variância são calculadas por 


E(x)= fe" el Jax = 1,57 polegadas 


314 
var(x)= [E a- 1,57) [dr = 0,822 polegadas” 
desvpad(x) = 0,822 = 0,906 polegadas 


Momento Excel 


O gabarito excelStatTables.xls foi projetado para calcular a mé- 
dia, o desvio-padrão, as probabilidades e os percentis para 16 pdfs 
comuns, incluindo as distribuições uniformes discreta e contínua do 
Exemplo 12,.3-2. A utilização do gabarito é auto-explicativa, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.3B 


*1. Calcule a média e a variância da variável aleatória definida no 
Problema 1, Conjunto 12.2A, 

2. Calcule a média e a variância da variável aleatória do Problema 
2, Conjunto 12.2A. 

3. Mostre que a média e a variância de uma variável aleatória x, 
a=x<=h,sao 


$ b+a 
E\x}="> 
bh—ay 
vaia) =! ) 
12 


4. Dada a pdf fx). a £x £ b, prove que 
var{x} = Ehe} - (Ex) 


5. Dada a pdf f(x) a £x £b, e y= cx + d, na qual c è d sao constan- 
tes. Prove que 
E{y} = cE[x} +d 
var[y} = var{x} 


12.3.2 Média e variância de variáveis aleatórias conjuntas 
Considere as duas variáveis aleatórias contínuas: x,a, Sx, Sb, e 
Xaa, Ex, £ b, Defina-se f{x x) como a pdf conjunta de x e xe f(x) 
e f(x) como as pdfs marginais de x, ¢ x, respectivamente. Então, 
Rxx) 0a, Sx, sb,a,sx,sb, 
fh, i 
Í dx, | de, f(x).4,) =1 
| z i 
f(y)= J fx de, 
h, 
f= f Otd, 


Taa) = fxi), se x, e x, forem independentes 


As mesmas fórmulas se aplicam a pdfs discretas, substituindo 
integração por somatório. 
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Para o caso especial y = cx, + cx, na qual as variáveis alea- 
tórias x, € x, são distribuídas conjuntamente de acordo com a pdf 
KX), podemos provar que 


Eje x + ex] =c Elx] +e Elx 
Varje x, + cx} = cvar[x,} + covar(e,) + 2c,c,cov{x, e] 
em que | 
covix x.) = El, - Efx P(x. — Etx,)) 
= E(xx,-x Elx,|-x,E/x,| + Elx JElx,)) 
= Ely, x,t — Elx Efx] 
Se x, e x, forem independentes, então Elx x.) = Efx Efx} e 


covix x) = 0.0 inverso não é válido, no sentido de que duas variá- 
veis dependentes podem ter covariância zero, 


Exemplo 12.3-3 


Um lote inclui quatro itens defeituosos (D) e seis bons (G). Você 
seleciona um item aleatoriamente e o testa, Então sem repor, voce tes- 
ta um segundo item. Vamos representar os resultados para o primeiro 
e o segundo item pelas variáveis aleatórias x, e x,, respectivamente. 

a. Determine as pdfs conjunta e marginal de x ex. 

b. Suponha que você ganhe $ 5 por cada item bom que selecionar, 
mas deve pagar $ 6 se o item for defeituoso. Determine a mé- 
dia e a variância de sua renda após a seleção de dois itens. 

Seja p(x, x.) a pdfconjunta de x, e x, e definam-se p (x Je p(x.) 
como as respectivas pdfs marginais. Em primeiro lugar, determina- 
mos p,(x,) como 


P (G)= pd = 0,6, P (D)= o = (1,4 


Em seguida, sabemos que x, o segundo resultado, depende de x. 
Portanto, para determinar p,(x,), primeiro determinamos a pdf conjunta 
p(x, x) pela qual podemos determinar a distribuição marginal p.(x,). 


Pix, = Glx, = G] = 
Pix, = Glx, = B)= 
Pix, = Bl tr} = 
Pix, = Bix, = B} = 


Wade wa wir 


Para determinar p(x,. x,), usamos a fórmula PAB} = P[AIB]) 
PIB) (veja a Seção 12.1.2). 


5. 6 5 
pix, = G,x,= G}= 9* i715 
plx =C, dj = 8] = e = =5 
PAX, = B., x, = G| = Sxi z is 
pix, = B,x,= B)= 5% p= 


As distribuições marginais, p,(v,) e p.(x,), podem ser determi- 
nadas primeiro resumindo a distribuição conjunta, p(x, x), em for- 
mato de tabela, e depois adicionando as respectivas linhas e colunas, 
como mostra a Tabela 12.2. 

Tabela 12.2 Determinação das distribuições marginais 
m=6 a= 8 Py) 


vy = G 


x, = 8 


Pala) E = 0.6 15 = 0,4 
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O interessante é que, ao contrário da dedução, p (x) = p(x). 

A receita esperada pode ser determinada pela distribuição con- 
junta reconhecendo que G produz $ 5 e B dá $ 6, Assim, 

5 4 4 i 
Receita esperada = (5 + 55+ =) + (=D + i) - (6-6) = 51,20 

O mesmo resultado pode ser determinado reconhecendo que 
a receita esperada para ambas as seleções é igual à soma da receita 
esperada para cada seleção individual (ainda que as duas variáveis 
não sejam independentes). Isso significa que: 

Receita esperada 

= Receita esperada da seleção 1 + Receita esperada da seleção 2 

=(5 x 0,6-6 0,4) + (5 x 06-6 0,4) = $ 1,20 

Para calcular a variância da receita total, observamos que 


var[receita} = var[receita 1} + var[receita 2) + 2 covjreceita 1, receita 2] 


Como p(x.) = p(x), então var{receita 1} = var[receita 2). Para 
calcular a variância, usamos a fórmula 


var[x} = Ehe} = (Elx 
(Veja o Problema 4, Conjunto 12.3B.) Assim, 
var{receita 1} = [5º x 0,6 + (6)? x 0,4] — 0,67 = 29.04 
Em seguida, para calcular a covariância, usamos a formula 
covix,.x,} = Elx,x,) — Elx Elx} 


Portanto, o termo Éfjx x} pode ser calculado pela pdf conjunta de x, 
e x, Sendo assim, temos 


Covariância = [(5 x (é) + (5 x -6)| 5) + (-6 x 5)( 5) 
+ (-6 x 9/5) -0,6 x 0,6 = -323 


Desse modo, 
Variância = 29,04 + 29,04 + 2(-3,23) = 51,62 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.3C 


1. A pdf conjunta de x, e x, p(x, x,) pode ser vista na Tabela A. 


Tabela A 
X] = l 
Yj = 2 
A] = 3 


*(a) Ache as pdfs marginais p,(x,) ¢ px). 
*(b) x, e x, são independentes? 

(c) Calcule Ely, + x,}. 

(d) Calcule cov{x,,.x,]. 

(e) Calcule var(5x, — 6x,}. 


12.4 QUATRO DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADE 
COMUNS 


Nas seções 12.2 e 12.3 discutimos a distribuição uniforme (discre- 
ta è continua). Esta seção apresenta quatro pdfs adicionais que são 
encontradas com frequência em estudos de pesquisa operacional: as 
discretas, binomial e de Poisson, ¢ as contínuas, exponencial e normal, 
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12.4.1 Distribuição binomial 


Suponha que um fabricante produza certo produto em lotes 
de n itens cada. À fração de itens defeituosos em cada lote, p, é gs- 
timada de acordo com dados históricos. Estamos Interessados em 
determinar a pat do número de itens defeituosos em um lote. 

Há C’ = Ana] combinações distintas de x itens defeituosos 
em um lote de n itens, e a probabilidade de obter cada combinação 
é p(1 - pj. Então, decorre (pela lei da adição de probabilidades) 
que uma probabilidade de k defeituosos em um lote de n itens seja 


Pix=k}= Cip" (l= p) *,k=0,], Zenn 


Essa é a distribuição binomial com parâmetros n e p. Sua média 
e variância são dadas por 


Elx} = np 


var{x} =ap(1—p) 


Exemplo 12.4-1 


As tarefas diárias de João requerem que ele faça dez viagens de 
ida e volta de carro entre duas cidades, Uma vez encerradas todas as 
dez viagens, João fica com o resto do dia livre, uma motivação boa o 
suficiente para dirigir acima do limite de velocidade. A experiência 
mostra que há 40% de chance de João levar uma multa por excesso 
de velocidade em qualquer uma das viagens. 


(a) Qual é a probabilidade de o dia acabar sem nenhuma multa? 
(b) Se cada multa de excesso de velocidade custa $ 80, qual é a 
média de multa diária? 


A probabilidade de levar uma multa em qualquer uma das via- 
gens é p = 0,4. Assim, a probabilidade de não levar multa em qual- 
quer dia é 


Plx=0]=C"(0,4)(0,6)" = 0,006 


Isso significa que ha menos de 1% de chance de terminar o dia 
sem uma multa. Na verdade, a média de multa por dia pode ser 
calculada como 


Média de multa = $ S0E[x] = $ 80(1p) = 80 x 10 x 0,4 = $ 320 


Comentário. P[x = 0} pode ser calculada usando a planilha excelStat- 
Tables.xls, Digite 10 em F7;0,4 em G7; e 0 em J7. A resposta, Ply = 0} 
= 0,006047, é dada em M7, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.4A 


+1 Um dado não viciado é lançado dez vezes. Qual é a probabilidade 
de esse dado não dar um número par? 

2. Suponha que cinco moedas perfeitas sejam lançadas indepen- 
dentemente. Qual é a probabilidade de exatamente uma das 
mocdas ser diferente das quatro restantes? 


*3. Um guru afirma que prevê se uma pessoa conseguirá ou não 
acumular fortuna financeira durante a vida examinando sua 
caligrafia. Para verificar essa afirmação, dez milionários e dez 
professores universitários forneceram amostras de suas caligra- 
fias. Então, foram formados pares de amostras com as caligrafias 
de um milionário e de um professor, e apresentados ao guru. 
Dizemos que a afirmação é verdadeira se o guru fizer ao menos 
oito previsões corretas. Qual é a probabilidade de a afirmação 
ser dada como verdadeira por “acidente”? 

4. Em um certo jogo de apostas de um cassino, você tem de esco- 
lher um número de 1 a6 antes de o crupiê lançar três dados não 
viciados simultaneamente. O cassino lhe paga tantos dólares 
quantos forem os números dos dados que você acertar. Se não 


Pesquisa operacional 


houver acerto, você paga ao cassino apenas $ 1. Qual é o retorno 
esperado desse jogo? 

5. Suponha que você participe do seguinte jogo: você lança dois 
dados; se as faces dos dados não forem iguais, você paga 10 cen- 
tavos. Se forem iguais, você ganha 50 centavos. Qual é o retorno 
esperado desse jogo? 

6. Prove as fórmulas para a média e a variância da distribuição 
binomial, 


12.4.2 Distribuição de Poisson 


Clientes chegam a um banco ou a um armazém de um modo ‘to- 
talmente aleatório’, o que significa que não podemos prever quando 
alguém chegará. A pdf que descreve o número dessas chegadas du- 
rante um período especificado é a distribuição de Poisson. 

Seja x o número de eventos (por exemplo, chegadas) que ocor- 
rem durante uma unidade de tempo especificada (por exemplo, um 
minuto ou uma hora), Dado que À é uma constante conhecida, a pdf 
da distribuição de Poisson é definida por 


A média c a variância da distribuição de Poisson são 


Efx} =A 
var{x} =A 


A fórmula para a média revela que À deve representar a taxa à 
qual os eventos ocorrem. 

A distribuição de Poisson aparece com destaque no estudo das 
filas (veja Capítulo 15). 


Exemplo 12.4-2 


Pequenos motores chegam para conserto em uma oficina meca- 
nica de modo totalmente aleatório a uma taxa de 10 por dia. 


(a) Qual é o número médio de motores para conserto recebido 
diariamente na oficina? 

(b) Qual é a probabilidade de não chegar nenhum motor para 
conserto em 1 hora, considerando que a oficina está aberta 
& horas por dia? 


O número médio de motores recebido por dia é igual a À = 10 
serviços por dia. Para calcular a probabilidade de nenhum motor 
chegar por ora, precisamos calcular a taxa de chegada por hora, ou 
seja, A = e = 1,25 serviços por hora. Assim, 


hers O 
ie (A, E 
P[nenhuma chegada por hora} =———— 


Comentário. Essa probabilidade pode ser calculada com a plani- 
lha excelStatTables.xIs. Digite 1.25 em Fl6 e 0 em J16. A resposta, 
0.286505, aparece em M16. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.4B 


*1. Clientes chegam a uma prestadora de serviços conforme uma 
distribuição de Poisson à taxa de 4 por minuto, Qual é a proba- 
bilidade de no minimo 1 chente chegar em qualquer intervalo 
de 30 segundos? 

2. A distribuição de Poisson com parâmetro A se aproxima 
da distribuição binomial com parâmetros (mn, p} quando 
n> «©, p>0enp— A. Demonstre esse resultado para a si- 
tuação em que se sabe que um lote fabricado contém 1% 
de itens defeituosos. Se uma amostra de dez itens for retirada 
do lote, calcule a probabilidade de haver no máximo um item 
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defeituoso em uma amostra, primeiro usando a distribuição 
binomial (exata) e depois usando a distribuição de Poisson 
(aproximada). Mostre que a aproximação não será aceitável se 
o valor de p for aumentado para, digamos, 0,5. 

*3. Clientes chegam aleatoriamente a uma caixa registradora à taxa 
de 20 por hora. 
(a) Determine a probabilidade de a caixa estar desocupada. 
(b) Qual é a probabilidade de haver no mínimo duas pessoas na 

fila esperando atendimento? 

4. Prove as formulas para a média e a variância da distribuição de 

Poisson. 


12.4.3 Distribuição exponencial negativa 


se o número de chegadas em uma prestadora de serviços duran- 
te um periodo especificado seguir a distribuição de Poisson (Seção 
12.4.2), então, automaticamente, a distribuição do intervalo de tem- 
po entre chegadas sucessivas deve seguir a distribuição exponencial 
negativa (ou, simplesmente, exponencial). Especificamente, se À é 
a taxa à qual ocorrem eventos de Poisson, a distribuição de tempo 
entre chegadas sucessivas, x, č 


fx) =Ae* x >0 


A Figura 12.3 mostra o gráfico de f(x). 
A média e a variância da distribuição exponencial são 


E{x} = 


ga [tm 


var[x} =— 
A média Ex} é consistente com a definição de A. Se A for a 


taxa à qual eventos ocorrem, então + é o intervalo de tempo médio 
entre eventos sucessivos. 


Figura 12.3 
Função densidade de probabilidade da distribuição exponencial 


f(x) 


A 


Exemplo 12.4-3 


Carros chegam a um posto de gasolina aleatoriamente a cada 
dois minutos, em média. Determine a probabilidade de o tempo en- 
tre chegadas de carros não exceder um minuto, 

A probabilidade desejada é da forma Pjx <= A}, na qual A = | 
minuto no presente exemplo. A determinação dessa probabilidade 
é a mesma que calcular a CDF de x, ou seja, 


A taxa de chegada para o exemplo é calculada como 


A=- chegada por minuto 
Portanto, 
{1n 
P{xslj=l-e**’ = 0,3934 
Comentário. Você pode usar a planilha excelStatTables.xls para 
calcular a probabilidade anterior. Digite 0,5 em F9, e 1 em J9. A 
resposta, 0,393468, aparecerá em 09, 


213 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.4€ 


*1. A chentela da Walmark Store vem da cidade e das áreas rurais ao 
redor. Clientes da cidade chegam à taxa de 5 por minuto, e clientes 
da área rural chegam à taxa de 7 por minuto. As chegadas são to- 
talmente aleatórias. Determine a probabilidade de o tempo entre 
chegadas para todos os clientes ser menor do que 5 segundos. 

2. Prove as formulas para a média e a variância da distribuição ex- 
ponencial. 


12.4.4 Distribuição normal 

A distribuição normal descreve muitos fenômenos aleatórios 
que ocorrem no dia-a-dia, entre eles pontuações de testes, pesos, 
alturas e muitos outros. A pdf da distribuição normal é definida por 


| x= qa 


f(x)= je "" eee ce 


Vro? 


Figura 12.4 
Função densidade de probabilidade da variável aleatória normal 


F(x) 


4659) 


A média e a variância são 


E\x} =f 
Var[x} = 6 


A notação N(u,o) costuma ser usada para representar uma dis- 
tribuição normal com média p e variância 0. 

A Figura 12.4 apresenta o gráfico da pdf normal, f(x). A função 
é sempre simétrica em relação à média p. 

Uma propriedade importante da variável aleatória normal é 
que cla se aproxima da média de uma amostra tomada de qualquer 
distribuição, Esse resultado notável é bascado no teorema a seguir, 


Teorema do limite central. Sejam x, Xpo € x, variáveis aleatórias 
independentes e identicamente distribuídas, cada uma com média u e 
desvio-padrão a, e defina-se 
Sm tor chk 

A medida que n fica grande (n — co), a distribuição de s Se torna 
assintoticamente normal, com média ny e à variância no”, indepen- 
dentemente da distribuição original de x,,X.,....€ X 

© teorema do limite central nos diz, em particular, que a distri- 
buição da média de uma amostra de tamanho n retirada de qualquer 
distribuição é assintoticamente normal com média u e variância E. 


Esse resultado tem importantes aplicações em controle estati stico de 
qualidade. 

A CDF da variável aleatória normal não pode ser determinada 
de maneira fechada. O resultado é que tabelas normais (Tabela | no 
Apêndice B ou excelStatTables.xls) foram preparadas para essa fi- 
nalidade. Essas tabelas se aplicam à normal padronizada com média 
zero e desvio-padrão 1, isto é, N(0, 1). Qualquer variável aleatória 
normal, x (com média u e desvio-padrão g), pode ser convertida em 
uma normal padronizada, z, usando a transformação 
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x—u 
o 


— 


ds 


Mais de 99% da área sob qualquer distribuição normal está con- 
lida na faixa u -36 SxS 4 + 30, conhecida como limites de 6 sigmas. 


Exemplo 12.44 


A especificação do diâmetro interno de um cilindro é 1 + 0,05 
polegadas. O resultado do processo de usinagem segue uma distri- 
buição normal com média de | cm e desvio-padrão de 0,1 cm. Deter- 
mine a porcentagem de produção que cumprirá as especificações. 

Representando o resultado do processo por x, a probabilidade 
de um cilindro estar de acordo com a especificação é 


Pt —0,03 $x < 1 + 0,03} = P{0,97 $x < 1,03] 


Dado u = 1 e g = 0,1,a probabilidade normal padronizada equi- 
valente é obtida por 


al. pj 2 103-1 
P{0,97 <x < 1,03} = Pt Pere | 


= P|-03 2z 0,3) 

= Plz < 0,3) — Piz £ -0,3} 

= Pz < 0,3} - Plz 2 0,3} 

= Plz £ 0,3}- [1 - P{z = 0,3] 
= 2P(z <0,3}-1 

=2 x 06179-1 

= (),2358 


As transformações executadas para se chegar à probabilidade 
podem ser justificadas pela área sombreada representada na Figura 
12.5. Observe que Plz 2-0,3] = 1 - Plz = 0,3), por causa da simetria 
da pdf. O valor 0,6179 (= Plz < 0,3) é obtido pela tabela normal 
padronizada (Tabela 1 do Apêndice B). 


Comentário. Pla £ x < b] pode ser calculada diretamente com a uti- 
lização da planilha excelStatTables.xls. Digite 1 em F15; 0,1 em G15; 
0,97 em J15;e 1,03 em K15. A resposta, 0,235823, aparecerá em Q15. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.4D 


1. A faculdade de engenharia de uma universidade requer pontuação 
minima de 26 no ACT. A pontuação obtida nesse teste pelos alunos 
do último ano das escolas secundárias de determinado distrito esco- 
lar é normalmente distribuída com média 22 e desvio-padrão 2, 

(a) Determine a porcentagem de alunos do último ano da esco- 
la secundária que são potenciais estudantes de engenharia. 

(b) Se a universidade não aceitar nenhum aluno com pontuação no 
ACT menor do que 17, determine a porcentagem de estudantes 
que serão candidatos à matrícula na universidade em questão. 


Figura 12.5 
Cálculo de P|--0,3 < z < 0,3} em uma distribuição normal padronizada 


-03 0 03 


| 


Pesquisa operacional 


*2. A média dos pesos de indivíduos que querem dar uma volta 
de helicóptero em um parque de diversões é 180 Ib, ¢ o desvio- 
padrão é 15 Ib, O helicóptero pode levar cinco pessoas, mas sua 
capacidade máxima de peso é 1.000 Ib, Qual é a probabilidade 
de um helicóptero não decolar com cinco pessoas a bordo? (Su- 
gestão: aplique o teorema do limite central.) 

3. Odiametro interno de um cilindro é normalmente distribuído 
com uma média de 1 cm e um desvio-padrão de 0,01 cm. Um 
eixo sólido é montado dentro de cada cilindro. O diâmetro 
do eixo também é normalmente distribuído com uma média de 
0,99 em e um desvio-padrão de 0,01 em. Determine a porcenta- 
gem de pares eixo-cilindro que não se ajustarão em uma mon- 
tagem. (Sugestão: a diferença entre as duas variáveis aleatórias 
normais também é normal.) 


12.5 DISTRIBUIÇÕES EMPÍRICAS 


Nas seções anteriores, apresentamos as propriedades das pdfs e 
CDFs de variáveis aleatórias e demos exemplos de cinco distribui- 
ções comuns (uniforme, binomial, de Poisson, exponencial e nor- 
mal). Como determinamos tais distribuições na prática? 

A determinação, ou melhor, a estimação de qualquer pdf tem sua 
raiz nos dados brutos que coletamos sobre a situação em estudo. Por 
exemplo, para estimar a pdf do intervalo entre chegadas de clientes 
em um armazém, primeiro registramos os horários de chegada dos 
clientes. Os dados desejados sobre os intervalos entre chegadas 
são as diferenças entre os horários sucessivos de chegadas. 

Esta seção mostra como dados de amostras podem ser conver- 
tidos em uma pdi. 


Etapa 1. Resuma os dados brutos na forma de um histograma de fre- 
quência adequado e determine a pdf empírica associada. 

Etapa 2. Use o teste de qualidade da aderência para verificar se a pdf 
amostrada provém de uma pdf teórica conhecida. 


Histograma de freqiiéncia. Um histograma de frequência é cons- 
truído de acordo com dados brutos ao se dividir a faixa de dados 
(valor minimo até valor máximo) em trechos (ou segmentos) não so- 
brepostos, Dados os limites (£,,.1) para o trecho #, a frequência cor- 
respondente é determinada pela contagem (ou marcação) de todos 
os dados brutos, x, que satisfazem É, < xs I, 


Exemplo 12.5-1 

Os dados da Tabela 12.3 representam o tempo de atendimento 
(em minutos) em uma prestadora de serviços para uma amostra de 
60 clientes, 


Tabela 12.3 Tempo de atendimento para 60 clientes 


07 OF 34 48 20 10 S55 62 12 44 
15 24 34 64 #37 48 25 55 03 387 
27 04 22 24 05S 17 93 8&0 47 59 
07 16 52 06 09 39 33 02 O02 49 
96 19 91 13 106 30 US 29 29 48 
o 24 Jo SA TM 63 38 09 53 


Os valores minimo e máximo dos dados são 0,2 e 11,7, respecti- 
vamente, o que significa que todos os dados podem ser abrangidos 
pela faixa (0, 12). Dividimos a faixa (0, 12) arbitrariamente em 12 
trechos, cada um com a largura de um minuto. A seleção adequada 
da largura do trecho é crucial para captar a forma da distribuição 
empírica. Embora não haja regras rígidas para determinar a largura 
ótima do trecho, uma regra prática geral é usar de 10 a 20 trechos. 
Na prática, talvez seja necessário experimentar diferentes larguras 
de trechos antes de encontrar um histograma aceitável. 

A Tabela 12.4 resume a informação do histograma para os da- 
dos brutos em questão. À coluna de frequência relativa, f, é calcu- 
lada com a divisão das entradas da coluna de frequência observada, 
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o, pelo número total de observações (4! = 60), Por exemplo, f, = os 


= 0,1833. A coluna de frequência acumulada, F, é gerada pela soma 
recursiva dos valores de f. Assim, F, = f, = 0,1833 e F,= F,+f,= 
0,1833 + 0,1333 = 0,3166. 


Tabela 12.4 Resumo da informação do histograma 


I a : al i oe Freqiiéncia 
ntervalo Contagemde Fregiência Frequência PRE 
do trecho observações observada o relativa, f acumulada, F 
| (0,1) JHT AT 11 0,1833 0,1833 
2º (1,2) JHT III 8 0,1333 0,3166 
3 (2,3) JHT II 9 0,1500 0,4666 
4 (3,4) JH 7 0,1167 0,5833 
5 (4,5) cd 6 0,1000 0,6833 
6 = (5,6) IH 5 0,0833 0,7666 
7 (6,7) Mi 4 0,0667 0,8333 
8 (7,8) | 2 0,0333 0,8666 
9 (8,9) HI 3 0,0500 0,9166 
10 (9,10) “II 3 0,0500 0,9666 
11 {10,1) | l 0,0167 0,9833 
I2 (11,12) | | 0,0167 1.0000 
Total 60) 1,0000 


Os valores de f. e F fornecem as equivalências da pdf e da CDF 
para o tempo de atendimento, s. Como o histograma de fregiiência 
fornece uma versão ‘discretizada’ do tempo de atendimento continuo, 
podemos converter a CDF resultante em uma função linear por 
partes contínuas que liga os pontos resultantes por segmentos lincares. 
A Figura 12.6 mostra a pdf e a CDF empíricas para o exemplo. A CDF, 


Figura 12.6 
CDF linear por partes de uma distribuição empírica 


0,6. 
0,4 


0,2 | 


L2 3 


45 6 7 8 9 10 11 12 
t (minutos) 


como dada pelo histograma, é definida nos pontos médios dos trechos. 
Agora podemos estimar a média, 7 e a variância, s, da distribui- 

ção empírica da seguinte maneira. Seja N o número de trechos no 

histograma e defina-se T, como o ponto médio do trecho & então 


i=) ft 
fal 


i=) fi 


Aplicando essas fórmulas ao presente exemplo, obtemos 
t =0,1833 x 0,5 + 0,133 x 15+... + 11,5 x 0,0167 = 3,934 minutos 
s? = 0,1883 x (0,5 - 3,934) + 0,1333 x (1,5 - 3,934)? +... 

+ 0.0167 x (11,5 — 3,934) = 8,646 minutos” 
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Momento Excel 


Podemos construir histogramas de um modo conveniente usan- 
do uma planilha Excel. Na barra de menu, selecione Ferramentas = 
Análise de dados = Histograma. Depois digite os dados pertinen- 
tes na caixa de diálogo. Porém, a ferramenta Histograma do Excel 
não produz a média e o desvio-padrão do histograma de freqiién- 
cia diretamente como parte do resultado” Por essa razão, o gabarito 
excelMeanVar.xls foi projetado para calcular a média, a variância, O 
máximo e o mínimo da amostra, bem como permitir a utilização da 
ferramenta Histograma do Excel. 

A Figura 12.7 armazena os dados de entrada para o Exemplo 
12.5-1 nas células AS:E19. O gabarito atualiza automaticamente os 
dados estatísticos da amostra (média, desvio-padrão, minimo e må- 
ximo) à medida que os dados são digitados na planilha. 

Para construir o histograma, em primeiro lugar crie os limites 
superiores dos trechos e digite-os na coluna F, começando na linha 
8. No presente exemplo são usadas as células F&:F19 para especificar 
os limites dos trechos. Em seguida, a localização dos dados da amos- 
tra é os limites dos trechos devem ser digitados na caixa de diálogo 
Histograma (como mostrado na seção inferior da Figura 12.7): 

Intervalo de entrada: AS:E19 

Intervalo do bloco: F&:F19 

Opções de saída: selecionar Porcentagem comulativa É 

Resultado do gráfico. 


Agora, clique em ‘OK’. O resultado é o mostrado na Figura 12.8. 
Figura 12.7 


Dados de entrada e caixa de diálogo do histograma no Excel para o 
Exemplo 12.5-1 


o A B C D E F 
Sample Mean and Variance +Histogram 


Input Range: 
Bin Range: 


[| Labels 


[seso:sesas 


Output options 

©) Qutput Range: 

(E) New Worksheet Ply: 

(O New Workbook 

[ | Pareto (sorted histogram) 
Cumulative Percentage 
Chart Output 


TA Andlise de datos em Excel fornece uma ferramenta especifica, Extatistica descritiva, que pode ser usada para calcular a média ¢ à variância (Bem como indimeras outras estatísticas que 


você lalwes nunca vá usár! j. 
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Figura 12.8 


Pesquisa operacional 


Resultado do histograma em Excel do Exemplo 12.5-] 


Frequency 


8 9999 


9.9995) 96.67% 
12] 10.9999 93.33% 
43] 11.9999) 100.00% 
14 [More 100.00% 


Teste de qualidade da aderéncia. © teste de qualidade da ade- 
rência avalia se a amostra usada para determinar a distribuição em- 
pírica é retirada de uma distribuição teórica especifica. Uma ava- 
hação inicial dos dados pode ser feita comparando a CDF empírica 
com a CDF da distribuição teórica suposta. Se o desvio entre as 
duas CDFs não for excessivo, é provável que a amostra tenha sido 
retirada da distribuição teórica proposta. Esse “palpite” inicial pode 
ganhar mais apoio aplicando-se o teste de qualidade da aderência. 
O exemplo a seguir fornece os detalhes do procedimento proposto. 


Exemplo 12.5-2 


Teste os dados do Exemplo 12.5-1 para uma distribuição expo- 
nencial hipotética. 

Nossa primeira tarefa é especificar a função que define a dis- 
tribuição teórica. Pelo Exemplo 12,5-1,1 = 3,934 minutos. Em con- 
sequência, A = = = 0,2542 atendimento por minuto para a distri- 
buição exponencial hipotética (veja a Seção 12.4.3),¢ a pdf e a CDF 
associadas são dadas por 


flo) = 0,2542825, ¢ > 0 


T ant 
F(T) =|. fdr =1-0°"" T > 0 
Podemos usar a CDF, F(T), para calcular a CDF teórica para T = 
0,5, 1,5,..., @ 11,5, e depois comparar os resultados graficamente 


com o valor empírico Fi = 1,2,....12,como calculado no Exemplo 
12.5-1. Por exemplo, 


Figura 12.9 


1 
1 


Histogram 


120.00% 


F(0,5) = 1 - e250 +05) = 0,12 


A Figura 12,9 fornece a comparação resultante. Um exame su- 
perficial dos dois gráficos sugere que a distribuição exponencial pode 
realmente fornecer um ajuste razoável para os dados observados. 

A clapa seguinte é implementar um teste de qualidade da ade- 
rência. Há dois desses testes: 1) o teste Kolmogrov-Smirnov;e 2) o 
teste do qui-quadrado. Vamos limitar nossa apresentação ao teste 
do qui-quadrado. 

O teste do qui-quadrado é baseado na medição do desvio entre 
as frequências empírica e teórica correspondentes aos diferentes 
trechos do histograma desenvolvido, 

Especificamente, a frequência teórica, n., correspondente à fre- 
quência observada, o, do trecho r, é calculada por 


n= nf F(t yee 
= mF )-FU,_,) 
= 60(e 05 fey en f, ) 


Dados o, e n, para o trecho ¿ do histograma, uma medida do 
desvio entre as frequências empírica e observada é calculada por 


yt ny om) 
+ 2 n, 

À medida que N > =, é assintoticamente uma pdf qui-quadrado 
com N — k — 1 graus de liberdade, na qual k é o número de para- 
metros estimados com base nos dados brutos (ou do histograma) e 
usados para definir a distribuição teórica. 

A hipótese nula que declara que a amostra observada é retirada 
da distribuição teórica f(t) é aceita se 


Comparação entre a CDF empírica e a CDF exponencial teórica 


Distribuição empírica cumulativa 


Distribuição exponencial cumulativa 


6,5 7,5 85 95 
t (minutos) 
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k < Nt 
em que Xi, „€ O valor qui-quadrado para N = k — 1 graus de liber- 
dade e nivel de significância Œ. 
Os cálculos do teste são mostrados na Tabela 12.5. 


Tabela 12.5 Cálculos do teste 


Freqliência Freqliência (o,;—n, i 

i Trecho observada, o; teórica, s; n, 
1 (0,1) 11 13,448 0,453 
2 (1,2) 8 10,435 0,570 
3 (2,3) 8,095 0,100 
4 (6,4) 7 6,281 0,083 

4 487 
Š (4,5) 6 11 sili 8,654 0,636 
6 (5,6) 5 3,781 
7 (6,7) 4 2,933 
8 (7,8) 2 79 2,276 | 6,975 0,588 
9 (8, 9) 3 1,766 
10 (9,10) 3 1,370 
11 (10,11) i fa 1,063 (6,111 0,202 
12 (10,0) 1 3,678 
Total n = 60 n=60 %-valor = 2,623 


Como regra prática, a contagem da frequência teórica esperada 
em qualquer trecho deve ser no minimo 5, Esse requisito costuma 
ser resolvido combinando trechos sucessivos até que a regra seja 
satisfeita, como mostra a Tabela 12.5. O número resultante de tre- 
chos se torna N = 7. Como estamos estimando um único parâmetro 
com base nos dados observados (ou seja, À), o número de graus de 
liberdade para a qui-quadrado deve ser igual a 7 — 1 —1=5.Se consi- 
derarmos um nivel de significância @ = 0,05, obtemos o valor crítico 
X aas = 11.07 (use a Tabela 3 do Apêndice B ou, em excelStatTables. 


xls, digite 5 em FS e 0,05 em LS, e receba a resposta em RS). Como o 
valor x” é menor do que o valor critico, aceitamos a hipótese de que 
a amostra foi retirada da pdf exponencial hipotética, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 12.5A 


1. Osdados da Tabela B representam os tempos (em minutos) en- 
tre chegadas a uma prestadora de serviços. 

(a) Use o Excel para desenvolver três histogramas para os da- 
dos com base em trechos de larguras 0,5; 1 e 1,5 minutos, 
respectivamente. 

(b) Compare graficamente a distribuição acumulada da CDF em- 
pirica e a de uma distribuição exponencial correspondente, 


Tabela D 
Tempo de Tempo de 
Chegada chegada (min) Chegada Secada Gini) 
l Dé 16 67,0 
2 6,/ UF 69,5 
3 EM 18 78,6 
d 12,5 19 80,0 
5 18,9 20 91,3 
6 22,6 21 97,2 
T 274 22 97,9 
8 29,9 23 111,5 
9 35,4 24 116,7 
10 35,7 25 117,2 
l1 44.4 26 118,2 
12 47,1 27 124,1 
13 47,5 28 127,4 
l4 49,7 29 127,6 
15 67,1 30 127.8 
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Tabela B 
43 3,4 0,9 0,7 5.8 34 27 TA 
44 0,8 44 19 3.4 3,1 5,1 l4 
ü,1 4,1 4,9 48 15,9 6,7 2,1 23 
25 33 38 6,1 2,8 59 21 28 
34 3,1 (1,4 2,7 0,9 29 45 38 
6,1 3,4 1,1 4.2 29 4.6 72 5,1 
26 0,9 49 24 4] 5,1 11,5 26 
(1,1 10,3 43 5,1 43 1,1 41 6,7 
22 2,9 5,2 So ll 3,3 Zl Ta 
35 3,1 7,9 0,9 5.1 6,2 5,5 14 
0.5 45 6.4 1? 21 10,7 3,2 23 
3a 3,3 7,1 6.9 3,1 1,6 21 19 


(c) Teste a hipótese de a amostra dada ter sido retirada de uma 
distribuição exponencial, Use um nivel de confiança de 95%. 

(d) Qual dos três histogramas é ‘melhor’ para a finalidade de 
testar a hipótese nula? 


2. Os dados da Tabela C representam o período (em segundos) 
necessário para transmitir uma mensagem. 
Tabela C 
25.8 67,3 35,2 36,4 58,7 
479 94,8 61,3 59,3 934 
17,8 34,7 56,4 22,1 48.1 
48.2 35,8 65,3 30,1 72.5 
5.8 70,9 88,9 764 173 
TIA 66,1 23,9 23,8 36,8 
5,6 36,4 93,5 36,4 76.7 
89,3 39,2 TST 51,9 63,6 
89,5 58,6 12,8 28,6 82,7 
307 7153 21,1 35,9 29,2 
Use o Excel para construir um histograma adequado. Teste a 
hipótese de que esses dados foram retirados de uma distribuição 
uniforme a um nivel de confiança de 95%, dadas as seguintes in- 
formações adicionais sobre a distribuição uniforme hipotética: 

(a) A faixa da distribuição esta entre O e 100. 

(b) A faixa da distribuição é estimada de acordo com os dados 
da amostra. 

(c) O limite máximo para a faixa da distribuição é 100, mas o 
limite minimo deve ser estimado de acordo com os dados 
da amostra. 

3. Um equipamento automático é usado para contar o volume de trá- 
fego em um cruzamento movimentado, O equipamento registra a 
hora em que um carro chega ao cruzamento em uma escala de tem- 
po contínua, começando do zero. À Tabela D a seguir dá os tempos 
de chegada (acumulados, em minutos) para os primeiros 60 carros 
Use o Excel para construir um histograma adequado e depois teste 
a hipótese de o tempo entre chegadas ter sido retirado de uma dis- 
tribuição exponencial, Use um nivel de confiança de 95%. 

Tempo de Tempo de 
Chegada chepada (min) Chegada EA (min) 

51 132,7 46 221,8 

32 142,5 47 253,3 

33 145,2 48 239,8 

34 154,3 49 243,6 

35 155,6 50) 250,5 

36 106,2 5] 255,8 

37 169,2 52 256,5 

5 169,5 53 256,9 

39 172,4 54 270,3 

40) 175,3 55 275,1 

4] 180,1 56 277,1 

42 188,8 57 278.1 

43 201,2 58 283,6 

44 2184 59 299.8 

45 219,9 60 300,0 
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Pesquisa operacional 


Capitulo 3 


— 


Guia do capitulo, Problemas de decisão que envolvam um número fini- 
to de alternativas surgem com frequência na prática. As ferramentas usa- 
das para resolver esses problemas dependem em grande parte do tipo de 
dado disponivel (determinístico, probabilistico ou incerto). O processo 
analítico hierárquico de análise (AHP — analytic hierarchy processes) 
é uma ferramenta de destaque para lidar com decisões sob certeza, nas 
quais o julgamento subjetivo é quantificado de maneira lógica e depois 
usado como base para chegar a uma decisão. No caso de dados proba- 
bilísticos, árvores de decisão que comparam o custo (ou lucro) esperado 
para as diferentes alternativas são a base para se chegar a uma decisão. 

Decisões sob incerteza usam critérios que refletem a atitude do 
tomador de decisões em relação ao risco, que vai do otimismo ao 
pessimismo. Outra ferramenta de decisão sob incerteza é a teoria 
dos jogos, na qual dois oponentes com metas conflitantes visam ob- 
ter o melhor entre as piores condições disponíveis para cada um. 

Para demonstrar a importância dessas ferramentas na prática, 
quatro análises de caso no Capítulo 24, disponível em inglês no site 
do livro, tratam da: utilização de AHP para determinar o layout de 
um laboratório de uma fábrica integrada de computador (CIM - 
computer integrated manufacturing); utilização de análise de árvore 
de decisão para determinar os limites de registros de reservas em 
hotéis; aplicação de probabilidades de Bayes para avaliar os resul- 
tados de um teste clínico; e utilização da teoria dos jogos para classi- 
ficar profissionais de golfe nos jogos da Ryder Cup. Para ajudá-lo a 
entender os detalhes das diferentes ferramentas, o capítulo fornece 
quatro planilhas. Você verá também que o TORA é util para exe- 
cutar as soluções gráfica e algébrica de jogos. Para este capítulo, é 
necessário um conhecimento básico de probabilidade e estatística, 

Este capítulo inclui resumos de quatro aplicações reais, dez exem- 
plos resolvidos, quatro planilhas, 63 problemas de final de seção e 
cinco casos, Os casos estão no Apêndice E, disponível em inglês no 
site do livro. Os programas em AMPL/Excel Solver/TORA estão 
na pasta chlSFiles, 


Aplicação real — Planejamento do layout de uma 
fábrica integrada por computador 


A faculdade de engenharia de uma instituição acadêmica quer 
montar um laboratório CIM em um edifício vazio, O novo laboratório 
servirá como uma instalação de ensino e pesquisa e como um cen- 
tro de excelência técnica para a indústria. A instituição solicitou aos 
membros da faculdade que fizessem recomendações sobre um plano 
de layout para o novo laboratório que servirá de base para a compila- 
ção das áreas mínimas ideais e absolutas para cada unidade. O estudo 
usa AHP bem como programação por metas, para chegar a uma solu- 
ção de compromisso satisfatória que atenda às necessidades de ensino, 
pesquisa e atendimento à indústria. Os detalhes do estudo são dados 
no Caso 9, Capitulo 24, disponível em inglês no site do livro. 


13.1 TOMADA DE DECISÕES SOB CERTEZA — 
PROCESSO ANALÍTICO HIERÁRQUICO 


Os modelos de PL apresentados nos capítulos 2 a 9 são exem- 
plos de tomadas de decisão sob certeza, nos quais todas as funções 
eram bem-definidas. O AHP é projetado para situações nas quais 
idéias, sentimentos e emoções que afetam o processo de decisão são 


Análise de decisão e jogos 


quantificados para fornecer uma escala numérica a fim de determi- 
nar prioridades de alternativas. 


Exemplo 13.1-1 (Idéia geral do AHP) 


Martin Hans, brilhante aluno de uma escola de ensino médio, 
recebeu bolsas de estudo totais de três instituições, Universidade A, 
Universidade B e Universidade C. Para escolher uma universidade, 
Martin prioriza dois critérios: localização e reputação acadêmica. 
Como excelente estudante que é, ele acha que a reputação acadêmi- 
ca é cinco vezes mais importante do que a localização, o que resulta 
em um peso de aproximadamente 17% para localização e 83% para 
reputação. Então ele usa uma análise sistemática (que será deta- 
lhada mais adiante) para classificar as três universidades do ponto 
de vista de localização e reputação. À Tabela 13.1 classifica os dois 
critérios para as três universidades. 


Tabela 13.1 Critérios para escolha da universidade 


Estimativas de peso em porcentagem para 


Critério Universidade A Universidade B Universidade C 
Localização 12,9 Zi; 59,4 
Reputação 54,5 27,3 18,2 


A estrutura do problema de decisão é resumida na Figura 13.1, 
O problema envolve uma única hierarquia (nivel) com dois critérios 
(localização e reputação) e três alternativas de decisão (Universida- 
de A, Universidade B e Universidade C). 

A classificação de cada universidade é bascada no cálculo dos 
seguintes pesos compostos: 


Universidade A = 0,17 x 0,129 + 0,83 x 0,545 = 0,4743 
Universidade B = 0,17 x 0,277 + 0,83 x 0,273 = 02737 
Universidade C = 0,17 = 0,594 + 0,83 x 0,182 = 0,2520 


Com bases nesses cálculos, a Universidade A tem o peso composto 
mais alto e, em decorrência, representa a melhor opção para Martin, 


Comentários. A estrutura geral do AHP pode incluir várias hierar- 
quias de critérios. Suponha que, no Exemplo 13.1-1, a irmã gêmea 
de Martin, Jane, também tenha sido aceita pelas três universidades 
com bolsa de estudo total. Seus pais estipularam que ambos devem 
frequentar a mesma universidade para que possam compartilhar 
um único carro. A Figura 13.2 resume o problema de decisão, que 
agora envolve duas hierarquias. Os valores p e q (que presumimos 
iguais) na primeira hierarquia representam os pesos relativos dados 
as opiniões de Martin e Jane sobre o processo de seleção. A segunda 
hierarquia usa os pesos (P pa) e (qg) para refletir as preferências 
de Martin e Jane em relação à localização e à reputação de cada uni- 
versidade. O restante do gráfico de tomada de decisões pode ser in- 
terpretado de maneira semelhante. Observe que p+q=1p,+p,=1. 
Gi + 42 = 1 Py + Pit Py = l Pa + Py + Px = Lata t+ Ms = | 
qs, + G+ qa = 1. A determinação do peso composto da Universi- 
dade A, mostrada na Figura 13.2, demonstra a maneira pela qual os 
cálculos são executados, 
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Figura 13.1 


Resumo dos cálculos do AHP para o Exemplo 13.1-1 


Decisão: 
Critério de Localização 
hierarquia 1: (0,17) 


Univ. B 
(0,277) 


Alternativas: Univ. A 
(0,129) 


Univ. C 
(0,504) 


Pesquisa operacional 


Selecionar uma 
universidade 


Reputação 
(0,83) 


U niv. A 
(0,545) 


Univ. B 
(0,273) 


Univ. € 
(0,182) 


0.17 x 0,129 + 0,83 x 0,545 = 04743] 0.17 x 0.277 + 0,83 x 0,273 = 0,2737 | 01 Tx 0,594 + 0.83 x 0,182 = 0,2520 


Universidade A 


Figura 13.2 


Universidade B 


Universidade C 


Aperfeiçoamento do problema de decisão do Exemplo 13.1-1 


Decisão 


Critérios de 
hierarquia 1: 


E -TILETIOS de Localização (p) 
hierarquia 2: 


Alternatives: 


Reputação (p>) 


Selecionar uma 
universidade 


Localização (91) Reputação (95) 


We | Um. €| 
(91) (423) 


= 
=e 
— 
= m 
p == 


Universidade A = p{pi X pi + Pa X pa) + glqy X qu + go X gay) 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.1A 


*1 Suponha que sejam especificados os seguintes pesos para a situa- 
ção de Martin e Jane: 


p=05 g =0,5 
p, =0.17; p, = 0,83 
Pa = 9.129; p p = 0,277; p,, = 0,594 
Pa = 0,545; p,, = 0,273; p,, = 0,182 
= 0,3; q¢,=0,7 
qa = 0.2; ¢,, =0.3:¢,, = 0,5 
q, = 0.5, q,, = 0.20. g,,=03 


Com base nessas informações, classifique as três universidades. 


Determinação dos pesos. O ponto crucial do AHP é a determinação 
dos pesos relativos (como os usados no Exemplo 13.1-1) para classi- 
ficar as alternativas de decisão. Considerando que estamos lidando 
com n critérios em uma dada hierarquia, o procedimento estabelece 
uma matriz de comparação, A, n x n, par a par, que quantifica o 
julgamento do tomador de decisões no que se refere à importância 
relativa dos diferentes critérios. À comparação par a par é feita de 
tal maneira que o critério na linha é (/ = 1,2,...,n) é classificado em 
relação a todos os outros critérios. Definindo o elemento (i, i) de 
A como a, o AHP usa uma escala discreta de 1 a 9 na qual a, =] 
significa que fe; tém igual importância, q, = 5 Indica que i é mui- 
fo mais importante do que j È a, = = 9 indica que E É miitissuno 
mais importante do que j. Outros valores intermediários entre 1 
e 9 são interpretados de maneira correspondente. A consistência 
no julgamento requer que a, = k implique automaticamente que 
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a= + Além disso, todos os elementos a, da diagonal de A devem ser 
iguais a 1 porque classificam um critério em relação a ele mesmo. 


Exemplo 13.1-2 


Para mostrar como é determinada a matriz de comparação A para 
o problema de decisão de Martin do Exemplo 13.1-1, começamos com 
a hierarquia principal, que trata dos critérios de reputação e localiza- 
ção de uma universidade. Pelo julgamento de Martin, a reputação é 
muito mais importante do que a localização; po isso, à, = 5. Essa 


atribuição implica automaticamente que a, = + Usando os símbolos 
Re L para representar reputação e localização, respectivamente, a 


matriz de comparação associada é dada por 


L R 

| 

a His 
RS 1 


Os pesos relativos de R e L podem ser determinados com base 
em A pela normalização em uma nova matriz, M. O processo requer 
dividir os elementos de cada coluna pela soma dos elementos da mes- 
ma coluna, Assim, para calcular N, dividimos os elementos da coluna 
1 por (5 + 1 =6) e os da coluna 2 por (1 + 1/5 = 1,2). Portanto, os pesos 
relativos desejados, w, e w,, são calculados como a média da linha; 


L R Média da linha 
O17 + 017 _ 17 

Ante sel se mi 
~ RLO.83 0,83 wp = CE EOS L 0,83 


Os cálculos deram como resultado w, = 0,17 e w, = 0,83, 0 peso 
usado na Figura 13.1. As colunas de N são idênticas, uma caracte- 
ristica que só ocorre quando o tomador de decisões exibe perfeita 
consistência ao especiicar as entradas da matriz de comparação A. 
Esse ponto é discutido mais a fundo adiante nesta seção. 

Os pesos relativos das alternativas Universidade A, Universi- 
dade B e Universidade C são determinados dentro de cada um dos 
critérios L e R usando as duas matrizes de comparação a seguir, 
cujos elementos são baseados no julgamento de Martin no que se 
refere à importância relativa das três universidades. 


fas ABC 
Ae Ge é ata 2 5 
Ls | = | 3 
A =B|2 1 5|,A,=B8)/5 1 5 
CLs 2 1 Cli SE 4 
4 3 
Somando as colunas, obtemos 
Soma da coluna A, = (8; 3,5; 1,7) 


soma da coluna A, = (1,83,3,07:5,5) 


As seguintes matrizes normalizadas são determinadas com a di- 
visão de todas as entradas pelas somas das respectivas colunas: 


Média das linhas 


3 ds E 125 + 0143+ 0,118 
A(O125 0143 onai Yas s— 24512 


— 9,250 + 0,286 + 0,294 
yi y -= 0,277 
3 671405 z 
W= 0.625 + 0S7 + 0, “E _ 9.504 


N, = 8/ 0,250 0,286 0,294) w 
C\0,625 0,571 0,588 


A B C Média das linhas 
F _ 0545 + 0,545 + 0,545 ; 
A(0,545 0,545 0,545) Pam? [o = (0,545 


N= 8) 0279 0273 020] vs ESC =09 075 


“10.182 2 ` ae 
C\0,182 0,182 0,182 PR SHOE t Ola SOURS 10 

Os valores (w, p Wp Wie) = (0,129; 0.277; 0,594) dão os pesos res- 
pectivos da localização para Universidade A, ery B e Uni- 
versidade C. De maneira semelhante, (wp Wyp e) = (0,545; 0,273; 
0,152) dão os pesos relativos referentes à a acadêmica. 


221 


Consistência da matriz de comparação. No Exemplo 13.1-2, todas as 
colunas das matrizes normalizadas N e N, são idênticas, e as de N, 
não são, Sendo assim, diz-se que as matrizes de comparação origi- 
nais A e A, são consistentes, ao passo que A, não é. 

Consistência implica julgamento coerente da parte do tomador 
de decisões em relação às comparações par a par. Matematicamen- 
te, dizemos que uma matriz de comparação À é consistente se 


ua, = ay para todo ije k 


Por exemplo, na matriz A, do Exemplo 1. 


2x 3 = 3. Essa propriedade requer que todas as colunas (e linhas) 


3.1-2,8,,=3 6 4,4, = 


de A sejam linearmente dependentes. Em particular, as colunas de 
qualquer matriz de comparação 2 x 2 são, por definição, dependen- 
tes e, em consequência, uma matriz 2 x 2 é sempre consistente. 

E incomum que todas as matrizes de comparação sejam consis- 
tentes, De fato, dado que a base para a construção dessas matrizes 
é o julgamento humano, certo grau “razoável” de inconsistência é 
esperado e tolerado, 

Para determinar se um nível de consistência é “razoável”, pre- 
cisamos desenvolver uma medida quantificável para a matriz de 
comparação A. Vimos no Exemplo 13.1-2 que uma matriz A per- 
feitamente consistente produz uma matriz normalizada N na qual 
todas as colunas são idênticas, isto é, 


F E) a | 
H Wi mw, 
N | KF iW, Wy, 
H H tr 


Então, decorre que a matriz de comparação original À pode ser 
determinada com base em N dividindo os elementos da coluna i por 
w, (que é o inverso do processo de determinação de N com base em 
A). Desse modo, temos 


| M “j 
WT Ha 
A =|" Wa 
ie Me co | 
Wj W3 


Pela definição de A dada, temos: 


Lai | o | 
| ma Hr HW, fl Hr w 
nº He 
e E ooe A HW, Ww, 
+ E ER: “=| .«Cj=h) + 
i My ke 1 LW, nw w 
W] iY 5 à E 


De modo mais compacto, dado que w é o vetor coluna dos pesos 
relativos wi = 1,2,....a, A é consistente se 


Aw = nw 


Para o caso em que A não é consistente, o peso relativo, w. é 
aproximado pela média dos n elementos da linha à na matriz nor- 
malizada N (veja Exemplo 13.1-2). Representando o vetor média 
calculado por W, pode-se mostrar que 

Aw=n Wan ŽA 


max mar 
Nesse caso, quanto mais próximo #1, Estiver de n, mais con- 
sistente é a matriz de comparação A. Com base nessa observação, 
AHP calcula a razão de consistência como 


CR= cr 
RI 
em que 
CI = Índice de consistência de A 
A Max — j] 
“mal 


RI = Consistência aleatória de A 
_ 1,98(—2) 
iN 
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O indice de consistência aleatória, RI, foi determinado empiri- 
camente como o C/ médio de uma grande amostra de matrizes de 
comparação A, geradas aleatoriamente. 

Se CR £ 0,1, 0 nivel de inconsistência é aceitável, Caso contra- 
ro, a inconsistência é alta e o tomador de decisões talvez precise 
fazer uma nova estimativa dos elementos a, de A para obter melhor 
consistência. 

Calculamos o valor den, de acordo com Aw = 7 w, obser- 
vando que a i-ésima equação é 


Da, EE Firn Wi t= l, P r 
=| 


mr 
Dado que 5 a, W; = 1, obtemos 
fal 


n 


a i H 
Da, Wj |5 Max 2 P= "ras 
j=l\, fal j=l 


Isso significa que o valor den, pode ser determinado primeiro com o 
cálculo do vetor coluna Aw e, em seguida, com a soma de seus elementos. 
Exemplo 13.1-3 

No Exemplo 13.1-2,a matriz A, é inconsistente porque as colu- 


nas de sua N, não são idênticas. Teste o grau de consistência de N,. 
Começamos calculando n- Pelo Exemplo 13.1-2, temos 


W, = 0,129; i, = 0,277; ir, = 0,594 
Assim, 
0,129 0,3863 


0,277 |=| 0,8320 
0,594 1,7930, 


— ha | A j IM 


Pl | = 


o que dá como resultado 


no = 0,3863 + 0,8320 + 1,7930 = 3,0113 


LX 


Em decorrência, para n = 3, 


ey star 2 29 00565 
= 3-1 
LE 
pr = 19802) _ L98XI _ 9 66 
H 3 
cr- «O o cnase 
RI 0,66 


Como CR < 0,1, o nivel de inconsistência de A, é aceitável. 


Momento Excel 

O gabarito excel AHP als é projetado para lidar com matrizes 
de comparação com tamanhos de até & x 8. Como nos modelos em 
Excel dos capítulos 10 e 11, as entradas do usuário orientam o mo- 
delo. À Figura 13.3 demonstra à aplicação do modelo ao Exemplo 
13.1-2.' As matrizes de comparação do problema são digitadas wna 
por vez na seção de entrada (parte superior) da planilha. À ordem 
na qual as matrizes de comparação são digitadas não é importante, 
embora faça mais sentido considerá-las em sua ordem hierárquica 
natural. Após a entrada dos dados para uma matriz de comparação, 
a seção de saída da planilha (parte inferior) dará a matriz normali- 
zada associada junto com sua razão de consistência, CR. O usuário 
deve copiar os pesos, m, da coluna J e colá-los na área de resumo da 
solução (a seção da direita da planilha). Lembre-se de usar Colar 
especial = Valores ao realizar essa etapa para garantir um regis- 
tro permanente. O processo é repetido até que todas as matrizes de 
comparação tenham sido armazenadas nas colunas K:R. 


Pesquisa operacional 


Na Figura 13.3,a classificação final é dada nas células (K20:K22). 
A fórmula na célula K20 é 


= $L$4*$L7+ $LS5*8N7 


Essa fórmula dá a avaliação final da alternativa Universidade A 
(UA) e é copiada nas células K21 e K22 para avaliar as alternativas 
Universidade B (UB) e Universidade C (UC). Observe como a fór- 
mula em K20 é construída; a referência da célula para a alternativa 
UA deve ter coluna fixa (ou seja, $L7 e $N7), ao passo que todas as 
outras referências devem ter coluna e linha fixas (ou seja, $L$4 e 
$L$5). A validade das fórmulas copiadas requer que os pesos das 
alternativas (coluna fixa) de cada matriz apareçam na mesma coluna 
sem células vazias entre eles. Por exemplo, na Figura 13.3, os pesos 
de AR na coluna L não podem ser repartidos entre duas colunas. 
O mesmo se aplica aos pesos de AL na coluna N. Não há nenhuma 
restrição à colocação dos pesos de À porque as linhas e as colunas 
em que eles aparecem são fixas na fórmula. 

Você pode aperfeiçoar a fórmula para captar os nomes das al- 
ternativas diretamente. Eis como deve ser digitada a fórmula para 
a alternativa UA: 


=8K7&“="4&TEXTISLSS*SL7+ $LS5*3N7,"H####0.0000072 


O procedimento para avaliar alternativas pode ser estendido 
imediatamente para qualquer número de níveis de hierarquia. Uma 
vez que você desenvolva a fórmula corretamente para a primeira 
alternativa, a mesma formula se aplica às alternativas restantes sim- 
plesmente ao se copiá-las para linhas sucessivas (na mesma coluna). 
Lembre-se de que todos as referências de célula na fórmula devem 
ter linha fixa e coluna fixa, exceto as referências às alternativas, que 
devem ter apenas colunas fixas. O Problema 1, Conjunto 13.1 B, pede 
que você desenvolva a fórmula para um problema de três níveis. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.1B? 


l. Considere os dados do Problema 1, Conjunto 13.14. Copie os 
pesos em uma ordem lógica para a seção de resumo de solução 
da planilha excelAHPxls. Em seguida desenvolva a fórmula 
paraavaliar a primeira alternativa, Universidade A ea copie para 
avaliar as duas alternativas restantes. 


*2. O departamento de pessoal da C&H reduziu a procura de um 
empregado potencial a três candidatos: Steve (5), Jane (1) e Mai- 
sa (M). A seleção final é baseada em três critérios: entrevista pes- 
soal (1), experiência (E) e referências (A). O departamento usa 
a matriz A (dada a seguir) para estabelecer as preferências entre 
os três critérios. Após entrevistar os três candidatos e compilar os 
dados relativos às respectivas experiências e referências, as ma- 
trizes A, À e A, sao construídas, Qual dos três candidatos deve 
ser contratado? Avalie a consistência dos dados. 


I ER 


SJM 
ft 2 = Ri 34 
_ plil | RE | 
Ri4 5 I Mil 5 1 

4 

S JM S IM 

Slice 2 EIA ae 2 

= oy a d 
A,=J/3 1 $| Age J}2 1 5 
la] MI 2 1 


3. Kevin e June Park (K e J) estão pensando em comprar 
uma nova casa. Há três casas disponíveis, A, B e C Os Park 
combinaram dois critérios para a seleção da casa: quilo- 
metragem até o trabalho (Y) e tempo gasto de chegada 


“Os resultados mais exatos da planilha são diferentes dos dados nos exemplos 13,1-2 ¢ 13.1-3 devido à aproximação do arredondamento manual, As colunas Fil e as linhas 11:13 são 


suprimidas para conservar espaço. 
* A planilha excelAHPxls à ajudará a verificar seus cálculos. 
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Figura 13.3 
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Solução em Excel do Exemplo 13.1-2 (arquivo excel AHP.xls) 


0.12500 0.14286 0.11765 
0.25000 0.28571 0.29412 j 
0.62500 0.57143 0.58824 


F 
F 
F 
F 
F 


ao trabalho (W), e desenvolveram as seguintes matrizes 
de comparação. Classifique as três casas em ordem de priorida- 
de e calcule a razão de consistência para cada matriz. 


K J 
Kíl 2) 
AEri gl 
2 
YW YW 
os à) Meus 1 
ÅA. = 2 A, = o J 
x wla 1 Wiz l 
ABC di 
Afi 2 3 A 2.5 
Ag =B)> 1 2) Ag =Bll 1 = 
[11 NE 3 1 
Clã à! j 
ARC ABC 
Afi 4 2 Alt = A 
Ay=B|i 13] Ay=Bl> 1 3 
i i ao bes | 
Cle = 4 clz 51 


*4. Um novo autor estabelece três critérios para selecionar um editor 


para um livro didático de PO: porcentagem de royalties (R), marke- 
ting (W) e valor do adiantamento (A). Duas editoras, H e FP, mos- 
traram interesse no livro, Usando as seguintes matrizes de compa- 
ração, classifique as duas editoras e avalie a consistência da decisão. 


RMA 


HP H P H P 


H(1 2 Hf, 1 HO D 
mel aes ans 


Um professor de ciéncia politica quer prever o resultado da 
eleição de um conselho escolar. Três candidatos, Ivy (/), Bahrn 
(R) e Smith (5). estão concorrendo para essa mesma posição. O 
professor classifica os eleitores em três categorias: esquerda (L), 


UA 0,5454545 UA 0.1285 
UB 0272r UB 0.27661 
uc 0.181821 UC 0.59489 


Final rankir 
UA= 0.47596 
UB= 0,27337 
UC= 0,25066 


0.27661) 
0.59489) 


| 
| 
| 
| 


centro (C) e direita (A). Os candidatos são julgados com base 
em três fatores: experiência acadêmica (E). posição em relação 
as questões (5) e caráter pessoal (P). A seguir, apresentamos as 
matrizes de comparação para a primeira hierarquia, ou seja, es- 
querda, centro e direita. 


LCR ES P 
LL 2 4 EJI 3 = 
A=Cli 1 i] A =S|} 1 5 
R\2 5 1 PLZ 3 1 
ESP ES P 
ETE 2 2 Ef] 1 9 
Ac=S|5 1 1| AR=S/1 18 
PET Hd 


O professor conseguiu gerar mais nove matrizes de compa- 
ração para dar conta dos três candidatos na segunda hicrarquia, 
que representa experiência, opinião sobre certas questões e ca- 
ráter pessoal. Em seguida, foi usado o AHP para reduzir essas 
matrizes aos pesos relativos constantes na Tabela A. 


Tabela A 
Esquerda Centro Direita 
Candidato E SS P E SS P E 5 P 
Ivy 01 02 03 03 05 02 07 O1 03 
Bahrn 05 04 02 04 02 04 01 04 02 
Smith 04 04 05 03 03 04 02 05 0,5 


Determine o candidato vencedor e avalie a consistência da 
decisão. 
Um distrito escolar está precisando desesperadamente redu- 
zir despesas para atender às novas restrições orçamentárias 
em suas escolas de primeiro grau. Há duas opções disponiveis: 
1) eliminar o programa de educação fisica (E) ou 2) eliminar 
o programa de música (M). O superintendente do distrito for- 
mou um comitê com igual representação de voto composto 
pelo Conselho Diretor da Escola (4) e pela Associação de Pais 
e Mestres (P) para estudar a situação e obter uma recomenda- 
ção, O comité decidiu estudar a questão do ponto de vista da 
restrição orçamentária (6) e das necessidades dos alunos (M). A 
análise produziu as seguintes matrizes de comparação: 
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EN B N 
BÍL | Bit = 
A.= í Ja 2 
NML ay 
EM E M 
. 1 zj] 1 
wae lL: Anat l = 
M\2 1) É M\3 1 
EM EM 
BY à E(1 2 
A = 3| A= 
PR M!3 | E Ml; | 


Analise o problema de decisão é faça uma recomendação, 

7. Um indivíduo está pensando em comprar um carro e reduziu 
suas opções a três modelos, M1, M2 e M3. Entre os fatores de 
decisão figuram preço de compra (PP), custo de manutenção 
(MC), custo de dirigir em área urbana (CD) e custo de din- 
gir em área rural (RD). A Tabela B apresenta dados relevantes 
para três anos de operação. 


Tabela B 
Modelo do carro PP (3) MC ($) CD ($) RD (3) 
Mi 6.000 1.800 4.500 1.500 
Mz2 8.0000 1.200 2.250 750 
M3 10,000 600) 1.125 600) 


Use os dados de custo para desenvolver as matrizes de com- 
paração. Avalie a consistência das matrizes e determine a esco- 
lha do modelo. 


13.2 TOMADA DE DECISÃO SOB RISCO 


Sob condições de risco, os retornos associados com cada alter- 
nativa de decisão são descritos por distribuições de probabilidade. 
Por essa razão, a tomada de decisão sob risco pode ser baseada no 
critério do valor esperado, no qual alternativas de decisão são com- 
paradas com base na maximização do lucro esperado ou na minimi- 
zação do custo esperado. Entretanto, como a abordagem não tem 
limitações, o critério do valor esperado pode ser modificado para 
abranger outras situações. 


Aplicação real — Limites de registro em reserva de 
hotéis 


O Hotel La Posada tem um total de 300 quartos de hóspedes. 
Sua clientela é formada por executivos e turistas. Os quartos podem 
ser reservados com antecedência (em geral por turistas) com des- 
conto. Executivos que, de modo geral, fazem suas reservas em cima 
da hora, pagam a tarifa total, Por isso, o La Posada deve estabelecer 
um ienie de reservas para o número de quartos destinados a turistas 
de modo a aproveitar a tarifa total paga por executivos. O Caso 10, 
Capítulo 24, disponível em inglês no site do livro, apresenta uma 
análise por árvore de decisão para determinar o limite de reservas. 


13.2.1 Critério do valor esperado baseado 
em árvore de decisão 


O critério do valor esperado busca a maximização do lucro (mé- 
dio) esperado ou a minimização do custo esperado. Os dados do 
problema consideram que o retorno (ou custo) associado com cada 
alternativa de decisão é probabilístico. 


Análise por árvore de decisão. O exemplo a seguir considera situa- 
ções de decisão simples com um número finito de alternativas de 
decisão e matrizes de retorno explícitas. 


Pesquisa operacional 


Exemplo 13.2-1 


Suponha que você queira investir $ 10.000 no mercado de ações 
comprando ações de uma das duas empresas: A e B. As ações da Em- 
presa A, embora arriscadas, poderiam render 50% sobre o investi- 
mento durante o próximo ano, Se as condições do mercado de ações 
não forem favoráveis (isto é, se o mercado estiver em baixa), a ação 
pode perder 20% de seu valor. A Empresa 8 oferece investimentos 
seguros com 15% de retorno em um mercado em alta e somente 5% 
em um mercado em baixa. Todas as publicações que você consultou 
(E sempre há um milhão delas no final do ano!) estão prevendo 60% 
de chance para um mercado em alta e 40% para um mercado em 
baixa. Em qual empresa você deveria investir seu dinheiro? 

O problema de decisão pode ser resumido como demonstrado 
na Tabela 13.2. 


Tabela 13.2 Resumo do problema de decisão 


Retorno sobre um Investimento 
de $ 10.000 em um ano 


Alternativa A Á 
de decisão Mercado em alta ($) Mercado em baixa (8) 
Ação da Empresa A 5.000 -2.000 
Ação da Empresa B 1.500 500 
Probabilidade 
de ocorréncia 0.6 0,4 


O problema também pode ser representado como uma árvore 
de decisão, como mostra a Figura 13.4. Dois tipos de nós são usa- 
dos na árvore: o quadrado (QO) representa um ponto de decisão e O 
círculo (O) representa um evento. Assim, saem dois ramos do ponto 
de decisão 1, que representam as duas alternativas de investimento 
nas ações de 4 ou de B. Em seguida, os dois ramos que saem dos 
eventos 2 e 3 representam os mercados em alta e em baixa, com suas 
respectivas probabilidades e retornos. 

Pela Figura 13.4, os retornos esperados em um ano para as duas 
alternativas são 


Para a ação A = $ 5.000 x 0,6 + (-2,000) x 0,4 = $ 2.200 
Para a ação B = $ 1,500 x 0,6 + $ 500 x 0,4 = $ 1.100 


Com base nesses cálculos, sua decisão é investir na ação A. 


Comentários. Na terminologia da teoria da decisão, os mercados em 
alta e em baixa do exemplo anterior são denominados estados da 
natureza, cujas chances de ocorrência são probabilisticas (0,6 contra 
0,4). Em geral, um problema de decisão pode incluir n estados da 
natureza em alternativas Se p, (> 0) é a probabilidade de ocorrén- 
cia para o estado da natureza j, è a, é o retorno da alternativa à dado 
o estado da natureza j(i = 1,2,....m;j= 1,2,..,.n), então o retorno 
esperado para a alternativa £ é calculado por 


EV, AP t AP Ee TA Po i=1,2,..05n 


Por definição, p, +p, +t. +p, EL 


Figura 13.4 


Investir nas ações de 


Mercado em baixa (0,4 
i 0) ss 
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A melhor alternativa é a associada com EW = max (EV) ou 
EV’ = min [EV], dependendo, respectivamente, de se o retorno do 
problema vai representar lucro (receita) ou prejuízo (despesa). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.2A 


1. Você foi convidado para participar do jogo da Roda da Fortuna 
na televisão. O funcionamento da roda é eletrônico, com dois 
botões que produzem um giro forte (A) ou fraco (8) da roda. A 
roda em si está dividida em regiões semicirculares branca (W) 
e vermelha (X). Você foi informado de que, por projeto, a pro- 
babilidade de a roda parar na região branca é 0,3 e na região 
vermelha é 0,7. O retorno que você obtém do jogo é mostrado 
na Tabela C. 


Tabela € 


W R 


Desenhe a árvore de decisão associada e especifique um 
curso de ação. 

*2. O fazendeiro McCoy pode plantar milho ou soja. As proba- 
bilidades de os preços da próxima safra desses grãos subirem, 
permanecerem os mesmos E baixarem são 0,25, 030 e 0,45, 
respectivamente. Se os preços subirem, a safra de milho gerará 
$ 30.000 líquidos, e a de soja, $ 10.000. Se os preços permane- 
cerem os mesmos, McCoy (mal) conseguirá equilibrar receita 
e despesa. Mas, se os preços baixarem, as safras de milho e soja 
darão prejuízos de $ 35.000 e $ 5.000, respectivamente. 

(a) Represente o problema de MeCoy como uma árvore de decisão. 
(b) Qual dos grãos McCoy deve plantar? 

3. Você tem a oportunidade de investir em três fundos mútuos: 
utilidade, crescimento agressivo e global. O valor de seu investi- 
mento mudará dependendo das condições de mercado. Há uma 
chance de 10% de o mercado baixar, 50% de manter-se mode- 
rado e 40% de sairse bem. A Tabela D apresenta as variações 
percentuais no valor do investimento sob as três condições. 


Tabela D 


Retorno sobre o Investimento 
em porcen la em 


Mercado 


Mercado em Mercado 
Alternativa baixa (%) moderado (So) em alta (So) 
Utilidade +5 +7 +5 
Crescimento agressivo -10 +5 +30 
Global +2 +7 +20 


(a) Represente o problema como uma arvore de decisão. 
(b) Qual dos fundos mútuos você deve escolher? 

4. Você tem a oportunidade de investir seu dinheiro em um título 
que rende 7,5% e é vendido pelo valor de face, ou em uma ação 
de crescimento agressivo que paga somente 1% de dividendos. 
Se houver ameaça de inflação, a taxa de juros subirá até 89%, caso 
em que o valor principal do título cairá 10% e o valor da ação 
cairá 20%. Caso uma recessão venha a ocorrer, a taxa de juros 
cairá para 6%. Sob essa condição, espera-se que o valor principal 
do título suba 5% e o valor da ação subirá 20%. Se a economia 
permanecer inalterada, o valor da ação subirá 8% e o valor prin- 
cipal do título permanecerá o mesmo. Economistas estimam uma 
chance de 20% de elevação da inflação e uma chance de 15% 
de recessão. Considere que você está bascando sua decisão de 
Investimento nas condições econômicas do próximo ano, 

(a) Represente o problema como uma árvore de decisão. 
(b) Você investiria em ações ou em titulos? 
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5. A AFC está prestes a realizar o lançamento nacional de sua linha 
de fast-food Wings 'N Things O departamento de pesquisa está 
convencido de que a Wings 'N Things será um grande sucesso 
e quer lançá-la imediatamente em todos os pontos-de-venda da 
AFC, sem propaganda. O departamento de marketing vê a situa- 
ção de modo diferente e quer desencadear uma campanha publi- 
citária agressiva que custará $ 100.000 e. se tiver êxito, produzirá 
$ 950.000 de receita. Se a campanha não tiver sucesso (há uma 
chance de 30% de não ter), a receita estimada será de apenas 
$ 200.000. Se não for utilizada nenhuma propaganda, a receita es- 
timada é $ 400.000, com 0,8 de probabilidade se os clientes forem 
receptivos, e $ 200,000, com probabilidade de 0,2 se não forem. 
(a) Desenhe a respectiva árvore de decisão. 

(b) Qual dos cursos de ação a AFC deve seguir no lançamento 
do novo produto? 


*6. Uma moeda perfeita é lançada três vezes sucessivas. Você rece- 
be $ 1 para cada cara (H) que sair, mais $ 0.25 para cada duas 
caras sucessivas (lembre-se de que WHH inclui dois conjuntos 
de HH). Contudo, você devolve $ 1,10 para cada coroa que sair. 
Você tem a opção de jogar ou não jogar, 

(a) Desenhe a árvore de decisão para o jogo. 
(b) Você participaria desse jogo? 


7. Você tem a oportunidade de participar do seguinte jogo em um 
cassino. Um dado não viciado é lançado duas vezes, o que pode 
dar quatro resultados: 1) ambas as jogadas dão resultados pares; 
2) ambas as jogadas dão resultados impares; 3) os resultados são 
par-impar ou impar-par; e 4) todos os outros resultados. É per- 
mitido apostar quantias iguais em exatamente dois resultados. 
Por exemplo, você pode apostar quantias iguais em dois resulta- 
dos pares (Resultado 1) e em dois resultados ímpares (Resulta- 
do 2). O retorno para cada dólar que você apostar é $ 2 para o 
primeiro resultado, $ 1,95 para o segundo e terceiro resultados, 
e $ 1,50 para o quarto resultado. 

(a) Desenhe a árvore de decisão para o jogo. 
(b) Quais seriam suas duas opções? 
(c) Você acha que poderia sair com vantagem nesse jogo? 


8. A Acme Manufacturing produz lotes de pequenos componen- 
tes com 0,8%, 1%, 1,2% e 1,4% de itens defeituosos com as pro- 
babilidades respectivas 0,4; 0,3; 0,25; e 0,05. Três clientes, A, B e 
C, firmam contratos para receber lotes que não tenham mais do 
que 0,8%: 1,2%: 1,4% de mens defeituosos, respectivamente, 
Se o número de defeituosos for mais alto do que o contratado, 
a Acme será multada em $ 100 para cada 0,1% de aumento. Ao 
contrário, o fornecimento de lotes de qualidade mais alta do 
que acontratada custaà Acme $50 paracada 0,1%. Considere que 
os lotes não são inspecionados antes da expedição, 

(a) Desenhe a árvore de decisão associada. 
(b) Qual dos três clientes deve ter a prioridade mais alta de 
receber seu pedido? 


9, A TriStar planeja abrir uma nova fábrica em Arkansas A em- 
presa pode abrir uma fábrica grande agora ou uma fábrica pe- 
quena que pode ser expandida dois anos mais tarde caso as con- 
dições de alta demanda se mantenham. À projeção de tempo 
para o problema de decisão é de dez anos. À TriStar estima que 
as probabilidades para demandas altas e baixas nos próximos 
dez anos sejam 0,75 e 0,25, respectivamente, O custo da constru- 
ção imediata de uma fábrica grande é de 3 5 milhões, e uma fábri- 
ca pequena custa $ | milhão. A expansão de uma fábrica pequena 
daqui a dois anos custa $ 4,2 milhões. A receita da operação para 
os dez anos seguintes é dada na Tabela E. 


Tabela E 
Receita anual estimada 
(em & 1.000) 
Alta Baixa 

Alternativa demanda demanda 
Fábrica grande agora 1.000 300 
Fábrica pequena agora 250 200 
Expansão da fábrica daqui a dois anos 900 200 
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10. 


11. 


(a) Desenvolva a árvore de decisão associada dado que, após 
dois anos, a TriStar tem as opções de expandir ou não a fä- 
brica pequena. 

(b) Desenvolva uma estratégia de construção para a TriStar 
para os próximos dez anos. (Para simplificar, ignore o valor 
do dinheiro no tempo.) 


Resolva novamente o Problema 9 considerando que a taxa de 
juros anual é de 10% e que as decisões são tomadas consideran- 
do o valor do dinheiro no tempo. (Observação: você precisa de 
tabelas de juros compostos para resolver este problema. Você 
pode usar a função VPL(, R) do Excel para calcular o valor 
presente de fluxos de caixa armazenados na faixa A para uma 
taxa de juros É. O VPL considera que cada fluxo de caixa ocorre 
no final do ano.) 

Resolva novamente o Problema 9 considerando que a demanda 
pode ser alta, média e baixa com probabilidades 0,7; 0.2; e 0,1, 
respectivamente. À expansão de uma fábrica pequena só ocor- 
rerá se a demanda nos dois primeiros anos for alta. À Tabela F 
dá a receita anual. Ignore o valor do dinheiro no tempo. 


Tabela F 


Alternativa 


Fábrica grande agora 
Fábrica pequena agora 


Receita anual estimada (em $ 1.000) 


Alta Média 
demanda demanda 


1.000 300 
400 150 


Baixa 
demanda 


500 
280 


Expansão da fábrica 


daqui a dois anos 


900 600 200 


*12. A Sunray Electric Coop usa uma frota de 20 caminhões para a 


13. 


14. 


manutenção de sua rede elétrica. A empresa quer desenvolver 
uma programação de manutenção preventiva periódica para a 
frota. A probabilidade de uma avaria no ano 1 é zero. Para o 
ano 2,a probabilidade de avaria é 0,03 e aumenta 0,01 por ano 
entre os anos 3 e 10. Após o ano 10, a probabilidade de avaria é 
constante em 0,13. Uma avaria aleatória custa $ 200 por ca- 
minhão, e a manutenção programada custa apenas $ 75 por 
caminhão. A Sunray quer determinar o período ótimo (em me- 
ses) entre manutenções preventivas programadas. 

(a) Desenvolva a árvore de decisão associada. 

(b) Determine a duração ótima do ciclo de manutenção, 

As demandas diárias de pães em um armazém são especificadas 
pela distribuição de probabilidade mostrada na Tabela G. 


Tabela G 
100 150 200 250 300 
0,20 025 030 015 0,10 


O armazém compra um pão por 55 centavos e o vende por 
$ 1,20 cada. Qualquer quantidade de pães que reste ao final do dia 
é vendida por 25 centavos cada, Considere que o nível de estoque 
está restrito a um dos níveis de demanda especificados para p „. 
(a) Desenvolva a respectiva árvore de decisão. 

(b) Quantos pães devem ser estocados por dia? 

No Problema 13, suponha que o armazém deseje estender o 
problema de decisão para uma projeção de dois dias. As alter- 
nativas para o segundo dia dependem da demanda no primeiro 
dia. Se a demanda no dia 1 for igual à quantidade estocada, o 
armazém continuará a pedir a mesma quantidade para o dia 2; 
se for maior do que a quantidade estocada, o armazém pode 
pedir qualquer um dos estoques de nível mais alto;se for menor 
do que a quantidade estocada, só pode pedir qualquer um dos 
estoques de níveis mais baixos. Desenvolva a respectiva árvore 
de decisão e determine a estratégia ótima de pedidos. 


+15. Uma máquina automática produz « (milhares de unidades) de 


um produto por dia. A medida que œ aumenta, a proporção 
de produtos defeituosos, p, aumenta de acordo com a seguinte 
função densidade de probabilidade: 


16. 


17. 


18. 


Pesquisa operacional 


a= | 
Ge Ep , OF P =] 
ftp) ja caso contrário 


Cada item defeituoso incorre em um prejuízo de $ 50. Um 
item bom dá um lucro de $ 5. 
(a) Desenvolva uma árvore de decisão para esse problema. 
(b) Determine o valor de @ que maximiza o lucro esperado. 
O diâmetro externo, d,de um cilindro é processado em uma ma- 
quina automática cujos limites de tolerância superior e inferior 
são d+, ¢d—1,.O0 processo de produção segue uma distribui- 
ção normal com média x «e desvio-padrão 6. Um cilindro cujas 
dimensões estão maiores do que as especificadas é retrabalhado 
ao custo de c| dólares. Um cilindro cujas dimensões estiverem 
menores do que as especificadas deve ser recondicionado ao 
custo de c, dólares. Desenvolva a árvore de decisão ¢ determine 
o ajuste d ótimo para a máquina. 
(Cohan et al., 1984) O manejo moderno de florestas usa quei- 
madas para reduzir riscos de incêndio e estimular o crescimento 
de florestas novas. Esse tipo de manejo oferece as opções de 
adiar ou planejar uma queimada, Se uma queimada for adiada 
em determinada extensão de floresta, incorre-se em um custo 
administrativo geral de $ 300. Se for planejada, há 50% de chan- 
ce de tempo bom e de a queimada ser executada a um custo de $ 
3.200. Os resultados da queimada podem ser bons, com probabi- 
lidade 0,6, ou marginais, com probabilidade 0,4. Uma execução 
bem-sucedida resultará em um benefício estimado de $ 6.000, e 
uma execução marginal dará apenas $ 3.000 em benefícios. Se 
o tempo estiver ruim, a queimada será cancelada e o custo de 
planejamento associado será $ 1.200 sem nenhum beneficio. 
(a) Desenvolva uma árvore de decisão para determinar se a 

queimada deve ser planejada ou adiada. 
(b) Estude a suscetibilidade da solução a variações na probabi- 

lidade de tempo bom. 
(Rappaport, 1967) Um fabricante usou programação linear para 
determinar o mix de produção ótimo para os vários modelos de 
aparelhos de TY que produz. Informações recentes recebidas 
pelo fabricante indicam que ha 40% de chance de o fornecedor 
de um componente usado em um dos modelos elevar o preço em 
$ 35. Assim, o fabricante pode optar entre duas ações: continuar 
a usar o mix de produção (Ótimo) original (A 1), ou usar um novo 
mix (Ótimo) com base no preço mais alto do componente (AZ). A 
ação Al é ideal se o preço não for aumentado, ¢ a ação A2 tam- 
bém será ideal se o preço for aumentado. A Tabela H apresenta o 
lucro total resultante por mês como uma função da ação decidida 
e do resultado aleatório em relação ao preço do componente, 


Tabela H 


Mix original (A1) $ 400.000 


Novo mix (A2) 


Sem aumento de 
preço (02) 


$ 295.500 


Com aumento de 
preço (Ol) 


(a) Desenvolva a respectiva árvore de decisão e determine 
qual ação deve ser adotada. 

(b) O fabricante pode investir $ 1.000 para obter informações 
adicionais sobre o eventual aumento de preço. Essa infor- 
mação diz que há uma chance de 58% de a probabilidade 
do aumento de preço ser 0,9 e uma chance de 42% de a pro- 
babilidade do aumento de preço ser 0,3. Você recomendaria 
o investimento adicional? 


“10. Critério do nivel de aspiração, A Acme Manufacturing usa um pro- 


duto químico industrial em um de seus processos. À vida útil do 

produto é um mês, após o qual qualquer quantidade que sobrar 

será destruida. A utilização do produto pela Acme (em galões) 
ocorre aleatoriamente de acordo com a seguinte distribuição: 

200 

AR E 


Ü, caso contrário 


100 < x < 200 


Capitulo 13 Análise de decisão e jogos 


O consumo atual do produto químico ocorre instantaneamente 
no início do mês. A Acme quer determinar o nivel do produ- 
to químico que satisfaça dois critérios (ou níveis de aspiração) 
conflitantes: a quantidade em excesso média para o mês não 
pode ultrapassar 20 galões, e a quantidade média em falta para 
o mês não pode ultrapassar 40 galões. 


13.2.2 Variações do critério do valor esperado 


Esta seção aborda três questões referentes ao critério do valor 
esperado. A primeira questão trata da determinação de probabili- 
dades posteriores com base em experimentação, e a segunda trata 
da utilidade contra o valor real do dinheiro. 


Probabilidades posteriores (de Bayes). As probabilidades usadas 
no critério do valor esperado costumam ser determinadas de acor- 
do com dados históricos (veja a Seção 12.5). Em alguns casos, essas 
probabilidades podem ser ajustadas usando informações adicionais 
baseadas em amostragem ou experimentação. As probabilidades 
resultantes são denominadas probabilidades posteriores (ou de 
Bayes), ao contrário das probabilidades a priori determinadas com 
base em dados brutos. 


Aplicação real — Problema de Casey: interpretar e 
avaliar um novo teste 


© teste neonatal de um bebê recém-nascido, de nome Casey, 
indicou uma deficiência da enzima Cl4:1. A enzima é necessária 
para digerir uma forma particular de gorduras de cadeia longa e sua 
ausência pode provocar sérias enfermidades ou morte misteriosa 
— calegorizada de modo geral como sindrome da morte súbita de 
recém-nascidos — (SIDS — Sudden infant death syndrome). O tes- 
te tinha sido administrado antes a aproximadamente 13,000 recém- 
nascidos, e o teste de Casey fora o primeiro a dar positivo. Embora 
o teste neonatal em si não constitua um diagnóstico definitivo, a ex- 
trema raridade da condição levou os médicos a concluir que havia 
uma chance de 80%-90% de ela estar sofrendo dessa deficiência, 
Dado que o resultado do teste de Casey foi positivo, a probabili- 
dade posterior (de Bayes) é usada para avaliar se a criança tem ou 
não deficiência de Cl4:1. A análise dessa situação está detalhada no 
Caso 11, Capítulo 24, disponível em inglês no site do livro. 


Exemplo 13.2-2 


Este exemplo demonstra como o critério do valor esperado é 
modificado para aproveitar a vantagem das probabilidades poste- 
riores. No Exemplo 13.2-1, as probabilidades (a priori) de 0,6 e 0,4 
de mercado em alta e mercado em baixa são determinadas por pu- 
blicações financeiras disponíveis. Suponha que em vez de confiar 
exclusivamente nessas publicações, você decida realizar uma inves- 
ligação mais ‘pessoal’ consultando um amigo que se deu bem no 
mercado de ações. O amigo oferece a opinião geral “pró” ou ‘contra’ 
O Investimento quantificada da seguinte maneira: se o mercado es- 
tiver em alta, há 90% de chance de o voto ser a favor. Se o mercado 
estiver em baixa, a chance de um voto a favor diminui para 50%. 
Como usamos essas informações adicionais? 

A declaração feita pelo amigo dá probabilidades condicionais 
de ‘a favor/contra’, dado que os estados da natureza são mercado 
em alta e mercado em baixa. Para simplificar a apresentação, use os 
seguintes simbolos: 


v=votoa favor 
v, = voto contra 
m = mercado em alta 


mn, = mercado em baixa 


O conselho do amigo pode ser escrito na forma de declarações 
de probabilidade como 
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Piv ler} = 0,9; Pirm] = 0,1 
P| vlera} = 0,5; Plum.) = (1,5 


Com essa informação adicional, o problema de decisão pode ser 
resumido da seguinte maneira: 


1. Se a recomendação do amigo for a favor, você investiria nas 
ações de A ou nas ações de 8? 

2. Se a recomendação do amigo for contra, você investiria nas 
ações de A ou nas ações de B? 


O problema pode ser resumido na forma de uma árvore de 
decisão, como mostra a Figura 13,5. O nó 1 é um evento que repre- 
senta as possibilidades de a favor e contra. Os nós 2 e 3 são pontos 
de decisão para escolher entre as ações de A ou de 8 conforme o 
voto do amigo seja a favor e contra, respectivamente. Por fim, os nós 
4 a7 são eventos que representam os mercados em alta e em baixa. 

Para avaliar as diferentes alternativas da Figura 13,5, é neces- 
sário calcular as probabilidades posteriores Pfm lv | mostradas nos 
ramos m, em, dos nós d,5,6 e 7. Essas probabilidades posteriores 
levam em conta a informação adicional fornecida pela recomenda- 
ção ‘a favor/contra’ do amigo e são calculadas de acordo com as 
seguintes etapas gerais: 


Etapa 1. As probabilidades condicionais Plvlm | do problema po- 
dem ser resumidas como mostrado na Tabela 13.3. 


Tabela 13.3 Probabilidades condicionais 


Figura 13.5 
Arvore de decisão para o problema do mercado de ações com 
probabilidades posteriores 


Mercado em alta (m) 


Pimi} = 0,750 SENA 
Ação À (4) 
“Mercado em baixa (m 
| E E E ixa (415) $ -2.000 
Voto a favor {v4} Pimolvi = 0,270 
T Mercado em alta (mm) $ 1.500 
P{m lv} = 0,730 E 
| Ação B (5) 
Mercado em baixa (#3) $ 500 
0 Pimalv | = 0,270 i 
Mercado em alta (mi) 
5. 
Pim lve} = 0,231 +3000 
Ação A (6) 
Mercado em baixa (415) $ -2.000 
Voto contra (v+) Plnolva) = 0,769 
| at 
+ Mercado em alta (m) $ 1.500 
Plmilvo+ = 0,231 o 
| Ação E an 
Mercado em baixa (#7) $ 500 


= P{mdva} = 0,769 


Etapa 2, Calcule as probabilidades conjuntas por 


Plm,v] = Pv jin Pim} para todo ie j 
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Dadas as probabilidades a priori Pjm,| = 0,6 e Pjm,] = 0.4, as 
probabilidades conjuntas são determinadas multiplicando a primei- 
ra ¢ a segunda linhas da Tabela 13.3 na etapa | por 0,6 e 0,4, respec- 
tivamente. Assim, obtemos os dados mostrados na Tabela 13.4. 


Tabela 13.4 Probabilidades conjuntas 


[020 [0207 


A soma de todas as entradas da Tabela 13.4 é igual a 1. 


Etapa 3. Calcule as probabilidades absolutas por 


Plv,) =D Plm,.v,}, para todo j 


tubo J 
Essas probabilidades são calculadas pela Tabela 13.4 na ctapa 2 
somando as linhas de cada coluna, o que dá o resultado mostrado 
na Tabela 13.5, 


Tabela 13.5 Probabilidades absolutas 
Ply} Piva 


Etapa 4. Determine as probabilidades posteriores desejadas por 
Pimy} 
Piv} 

Essas probabilidades são calculadas com a divisão das linhas 
de cada coluna da Tabela 13.4 da etapa 2 pelo elemento da coluna 
correspondente na Tabela 13.5 da etapa 3, o que da (com arredon- 
damento de três digitos) o resultado mostrado na Tabela 13.6. 


Plnv)= 


Tabela 13.6 Probabilidades posteriores desejadas 


F F, 


Essas são as probabilidades mostradas na Figura 13.5, Elas são di- 
ferentes das probabilidades a priori originais Phan } = 0.6 e Pim,| = 0A. 

Agora estamos prontos para avaliar as alternativas com base 
nos retornos esperados para os nós 4, 5,6 e 7, isto é, 


Voto a favor 
Ações de A no nó 4 = 5,000 x 0,730 + (— 2.000) x 0.270 = $ 3.110 
Ações de B no nó 5 = 1.500 x 0,730 + 500 x 0,270 = 1.230 
Decisão. Investir nas ações de A. 
Voto contra 
Ações de A no nó 6 = 5.000 x 0,231 + (-2.000) x 0,769 = $ — 383 
Ações de B no nó 7 = 1,500 x 0,231 + 500 x 0,769 = $ 731 
Decisão. Investir nas ações de B. 

As decisões precedentes equivalem a dizer que os retornos espera- 
dos nos nós de decisão 2 e 3 são $ 3.110 e $ 731, respectivamente (veja 
Figura 13.5). Assim, dadas as probabilidades Pfr } = 0,74 e Pjv,| = 0,26 


como calculadas na etapa 3, podemos calcular o retorno esperado para 
toda a árvore de decisão. (Veja Problema 3, Conjunto 13.2B,) 


Momento Excel 


O arquivo excelBayes.xls é projetado para determinar as probabi- 
lidades posteriores (de Bayes) para matrizes de probabilidades a 
priori de tamanhos até 10 x 10 (linhas 7:14 e colunas F:K e O:V es- 


Pesquisa operacional 


Figura 13.6 
Cálculo de probabilidades posteriores (de Bayes) em Excel para o 
Exemplo 13.2-2 (arquivo excelBayes.xls) 


Ò A 8 C| D E SS EL 
| Bayes Posterior Probablities 

2 opta Ott Rts 
3 | Pvm (10x10) megrum | PR 
4 Am oo Wu oe e 
Sm | 6 09 M 05400 0.0600 
6m | U O05 U | 0200 0.2000 
15 “Input Data Error Messages Ply 

16 07400 0260 
17 Pim} 
18 mi] OT OM 
19! m OM] OM 
20 | 

211 | 

ni 

23 

24 

25 

6 | 

27 


tão ocultas para poupar espaço). Os dados de entrada incluem Pi] 
e Piin] A planilha verifica erros nos dados de entrada e exibe uma 
mensagem de erro adequada. A Figura 13.6 demonstra a aplicação 
do modelo ao problema do Exemplo 13.2-2, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.2B 


1, Dados de uma faculdade local mostram que 75% dos novos 
alunos que estudaram cálculo na escola secundária vão bem em 
comparação com os 50% que não estudaram cálculo. As matri- 
culas para o ano acadêmico corrente mostram que apenas 30% 
dos novos estudantes concluíram um curso de cálculo. Qual é a 
probabilidade de um novo estudante ir bem na faculdade? 

*2, A Elektra recebe 75% de seus componentes eletrônicos do fa- 
bricante A e os 25% restantes do fabricante B. A porcentagem 
de defeituosos dos fabricantes A e A são 1% e 2%, respectiva- 
mente. Quando foi realizada a inspeção de uma amostra alea- 
tória de tamanho 5 retirada de um lote recebido, somente um 
item defeituoso foi encontrado. Determine a probabilidade de 
o lote ter sido recebido do fabricante A. Repita o mesmo para o 
fabricante B. (Sugestão: a probabilidade de um item defeituoso 


a 


em uma amostra é binomial.) 


3. No Exemplo 13.2-2, suponha que você tem a opção adicional de in- 
vestir a quantia original de $ 10.000 em um certificado de depósito 
seguro que rende 8% de juros. O conselho de seu amigo se aplica 
apenas ao mercado de ações. 

(a) Desenvolva a respectiva árvore de decisão, 

(b) Qual é a decisão ótima nesse caso? (Sugestão: use Ply} e 
P{v,} dadas na etapa 3 do Exemplo 13.2-2 para determinar 
o valor esperado do investimento no mercado de ações.) 

*d. Você é o autor de um romance que promete ser um sucesso € 
tem a opção de publicá-lo por conta própria ou por meio de 
uma editora. A editora está lhe oferecendo $ 20.000 para assinar 
o contrato. Se o romance tiver êxito, venderá 200.000 cópias. 
Se não tiver, venderá apenas 10.000 cópias. A editora paga $ | 
de revalties por cópia. Um levantamento de mercado realizado 
pela editora indica que há 70% de chance de o romance ser um 
sucesso, Se você publicá-lo por conta própria, incorrerá em 
um custo inicial de $ 90,000 para impressão e marketing, mas 
cada cópia vendida lhe renderá $ 2. 

(a) Com base nas informações dadas, você aceitaria a oferta da 
editora ou publicaria o livro por conta própria? 
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(b) Suponha que você contrate um agente literário para reali- 
zar um levantamento referente ao sucesso potencial do ro- 
mance. Por experiência própria, o agente lhe diz que, quando 
um romance se torna um sucesso, O levantamento preverá a 
resultado errado 20% das vezes Quando um romance não 
se torna um sucesso, o levantamento dará a previsão correta 
85% das vezes. Como essa Informação afetaria sua decisão? 

5. Considere a situação de decisão do fazendeiro McCoy no Pro- 

blema 2, Conjunto 13.2A. Ele tem a opção adicional de usar a 

terra como pasto, caso em que terá um retorno garantido de 

$ 7.500, O fazendeiro também obteve informações adicionais 
de um corretor referente ao grau de estabilidade do preço fu- 
turo das commodities. A avaliação do corretor, em termos de 

‘favoravel’ e “desfavorável” é ainda quantificada pelas probabi- 

lidades condicionais mostradas na Tabela I. 


Tabela | 


a a, 


Pals) = 


Os símbolos a, e a, representam avaliação “favorável” e 
‘desfavorável’ pelo corretor, e $, S, € s, representam, respecti- 
vamente, a variação do preço futuro para cima, O mesmo preço 
futuro é a variação do preço futuro para baixo. 

(a) Desenhe a respectiva árvore de decisão associada. 
(b) Especifique a decisão ótima para o problema. 


6. No Problema 5, Conjunto 13.2A, suponha que a gerência da 
AFC decidiu fazer um teste de mercado para seu produto 
Wings ‘N Things em localizações selecionadas, O resultado do 
teste é ‘bom’ (a,) ou “ruim” (a,). Às tabelas J e K mostram as 
probabilidades condicionais com e sem à campanha publicitária 
dadas pelo teste. 


Tabela J Pjalv | Com campanha 


Os símbolos v, e v, representam “com sucesso” ¢ ‘sem suces- 
S0, e w, em, representam: receptivo” e ‘não receptivo”. 
(a) Desenvolva a respectiva árvore de decisão. 
(b) Determine o melhor curso de ação para a AFC, 


7. Dados históricos da Acme Manufacturing estimam 5% de chan- 
ce de um lote de pequenos elementos fabricados ser inaceitável 
(ruim). Um lote ruim tem 15% de itens defeituosos, e um lote 
bom contém somente 4% de itens defeituosos. Representando 
um lote bom (ou ruim) por a = & (= 8).as probabilidades a 
priori associadas são dadas por 


Pja=6]=0,95e Pla = 6) = 0,05 
Em vez de expedir lotes com base exclusivamente em pro- 


babilidades a priori, é utilizada uma amostra de teste composta 
por dois itens, o que dá origem a três resultados possíveis: 1) os 
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dois itens são bons (z,);2) um item é bom (7,);e 3) os dois itens 

são defeituosos (z,). 

(a) Determine as probabilidades posteriores 
PlBlz),i=1,2j=1,2,3 

*(b) Suponha que o fabricante despache lotes a dois clientes, A 

e B. Os contratos especificam que as quantidades de itens 
defeituosos para A e B não devem passar de 5% e 8%, res- 
pectivamente. O fabricante incorre cm uma multa de $ 100 
por ponto percentual acima do limite máximo. O forneci- 
mento de lotes com qualidade melhor do que a especificada 
por contrato custa ao fabricante $ 50 por ponto percentual, 
Desenvolva a respectiva árvore de decisão e determine a 
estratégia de prioridade para o envio dos lotes, 


Funções de utilidade. Na apresentação anterior, o critério do valor 
esperado foi aplicado a situações nas quais o retorno é em unidades 
monetárias. Ha casos em que a utilidade, em vez de valores mone- 
tários, deve ser usada na análise. Para ilustrar esse ponto, suponha 
que as chances de um investimento de $ 20.000 render um lucro de 
+ 40,000, ou ser completamente perdido, sejam 50%-50%, O lucro 
esperado associado é 40,000 x 0,5 = 20,000 x 0,5 = $ 10.000, Embo- 
ra haja um lucro líquido esperado, indivíduos diferentes podem in- 
lerpretar o resultado de maneiras diversas. Um investidor que está 
disposto a aceitar risco pode realizar o investimento em virtude dos 
50% de chance de obter um lucro de $ 40.000. Ao contrário, um 
investidor conservador pode não estar disposto a correr o risco de 
perder $ 20.000. Desse ponto de vista, dizemos que individuos dife- 
rentes exibem atitudes diferentes em relação ao risco, o que significa 
que indivíduos exibem utilidades diferentes em relação ao risco. 

A determinação da utilidade é subjetiva. Depende de nossa ati- 
tude em relação a aceitar o risco. Nesta seção, apresentamos um 
procedimento para quantificar o grau de tolerância do tomador de 
decisões em relação ao risco. O resultado final é uma função utilida- 
de que toma o lugar do valor monetário. 

No exemplo anterior do investimento, o melhor retorno é 
840.000,00 pior é $— 20.000. Assim, estabelecemos uma escala de e 
lidade, U arbitrária, porém lógica, de 0a 100,na qual U ($-20.000) = 
e U (4 40.000) = 100. As utilidades para os valores entre $ =20. wot 
e $ 40.000 são determinadas da seguinte maneira: se a atitude do 
tomador de decisões for indiferente em relação ao risco, a função 
utilidade resultante será uma linha reta que ligará (0, $ -20.000) e 
(100,5 40,000), Nesse caso, ambos, o valor monetário e sua utilidade, 
produzirão as mesmas decisões De modo mais realista, a função 
utilidade toma outras formas que refletem a atitude do tomador 
de decisões em relação ao risco, A Figura 13.7 ilustra os casos dos 
individuos xX, Y e Z. O indivíduo X é avesso ao risco (ou é cautelo- 
$0) porque exibe uma sensibilidade mais alta ao prejuízo do que ao 
lucro. O indivíduo 4 é o oposto e, em consequência, propenso ao 
risco. A figura demonstra que, para o indivíduo avesso ao risco, X, 
a queda da utilidade be correspondente a um prejuízo de $ 10.000 é 
maior do que o aumento ab associado com o ganho de $ 10.000, Para 
as mesmas variações de $ + 10.000, o indivíduo favorável ao risco, 
4, exibe um comportamento oposto porque de > ef. E mais, o indi- 
víduo Y é neutro em relação ao risco porque as variações sugeridas 
resultam em variações iguais na utilidade. Em geral, um indivíduo 
pode ser ambos, avesso ¢ propenso ao risco, caso em que a respecti- 
va curva de utilidade seguirá uma forma de 5 alongado. 

Curvas de utilidade semelhantes às demonstradas na Figura 
13.7 são determinadas por meio da “quantificação” da atitude do 
tomador de decisões em relação ao risco para diferentes níveis de 

valor monetário. Em nosso exemplo, a faixa desejada é ($ -20.000 
a $ 40.000), é a faixa de utilidade correspondente é (0 a 100). O que 
gostaríamos de fazer é especificar a utilidade associada com valores 
monetários intermediários, como $ =10.000, $ 0, $ 10,000, $ 20.000 e 
$ 30.000. O procedimento começa com o estabelecimento de uma 
loteria para uma quantidade de dinheiro x cuja utilidade esperada 
é dada por: 


Ux) = pU(=20,000) + (1 - pJU(S 40.000),0= ps1 
= Op + 100(1 = p) 
= 100 — 100p 
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Figura 13.7 
Funções de utilidade para tomadores de decisões avessos (X), 
indiferentes (Y) e propensos (7) ao risco 


100 


Utilidade 


+40 


Milhares de dólares 


Para determinar U(x), pedimos ao tomador de decisões que 
declare uma preferência entre uma quantia em dinheiro garantida, 
x, è a chance de apostar em uma loteria na qual um prejuízo de 
$ -20.000 ocorra com probabilidade p e um lucro de $ 40.000 seja 
realizado com probabilidade 1 - p. O tomador de decisões traduz a 
preferência especificando o valor de p que o tornará indiferente en- 
tre as duas opções. Por exemplo, se x = $ 20.000, ele pode dizer que 
os $ 20.000 garantidos e a loteria são igualmente atraentes se p = 08. 
Nesse caso, podemos calcular a utilidade de x = $ 20.000 como 


U($ 20.000) = 100 = 100 x 0,8 = 20 


Continuamos dessa maneira até gerarmos pontos suficientes 
[x contra U(x)] para identificar a forma da função utilidade. Assim 
podemos determinar a função utilidade desejada usando análise de 
regressão ou, simplesmente, uma função linear por partes. 

Embora estejamos usando um procedimento quantitativo para 
determinar a função utilidade, a abordagem está longe de ser cien- 
tífica. O fato de o procedimento ser totalmente orientado pela opi- 
mão dada pelo tomador de decisões lança uma dúvida sobre a con- 
fiabilidade do processo. Em particular, o procedimento considera 
implicitamente que o tomador de decisões é racional, um requisito 
que nem sempre pode ser conciliado com as amplas variações de 
comportamento e humor tipicas dos seres humanos. Quanto a isso, 
o tomador de decisões deve considerar o conceito de utilidade no 
sentido amplo de que valores monetários não devem ser os únicos 
fatores no processo decisório. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.2€ 


+1. Você é um estudante da Universidade do Arkansas e está deses- 

perado para assistir ao próximo jogo de basquete dos Razorbacks. 

O problema é que a entrada custa $ 10 e você tem apenas 

$ 5. Você pode apostar seus $ 5 em um jogo de pôquer com 50% de 

chance de dobrar seu dinheiro e 50% de chance de perder tudo. 

(a) Com base no valor real do dinheiro, você estaria tentado a 
participar do jogo de pôquer? 

(b) Com base em seu ardente desejo de ver o jogo, traduza o valor 
propriamente dito do dinheiro para uma função utilidade. 

(c) Com base na função utilidade que desenvolveu em (b), 
você estaria tentado a participar do jogo de pôquer? 


Pesquisa operacional 


*2. A família Golden acabou de se mudar para um lugar onde cos- 
tumam ocorrer terremotos e tem de decidir se constrói sua casa 
de acordo com a norma de alto padrão de terremotos. O custo 
da construção por essa norma é $ 850.000; caso contrário, uma 
casa semelhante pode ser construída por apenas $ 350.000. Se 
ocorrer um terremoto (e há uma probabilidade de 0,001 de 
ocorrer), o conserto de uma casa abaixo do padrão custará 
$ 900.000. Desenvolva uma loteria associada com essa situação, 
considerando uma escala de utilidade de O a 100, 


3. Um investimento de $ 10.000 em um empreendimento de alto 


risco tem 50% de chance de aumentar para $ 14,000 no próximo 

ano e 50% de chance de baixar para $ 8.000. Assim, o retorno 

líquido pode ser ou $ 4,000 ou $ 2,000. 

(a) Considerando um investidor neutro em relação ao risco e 
uma escala de utilidade de O a 100, determine a utilidade de 
$ Ode retorno liquido sobre o investimento e a probabilidade 
de indiferença associada. 

ib) Suponha que dois investidores, A e B, exibiram as probabi- 
lidades de indiferença mostradas na Tabela L. 


Tabela L 


Probabilidade de indiferença 
Retorno líquido ($) 


Investidor À Investider B 

-2 000 1,00 1.00 
—1.000 0,30 0,90 
ü 0,20 (),80 
1.000 0,15 0.70 
2000 0,10 0,50) 
3.000 0,05 0,40 
4,000 0,00 0,00 


Represente em gráfico as funções de utilidade para os 
investidores A e B e categorize cada investidor como uma 
pessoa avessa do risco ou propensa ao TISCO. 

(c) Suponha que o investidor A tenha a oportunidade de in- 
vestir em um de dois empreendimentos de risco, I ou H. 
O empreendimento | pode produzir um retorno líquido de 
8 3.000 com probabilidade 0,4 ou um prejuízo líquido 
de $ 1.000 com probabilidade 0,6. O empreendimento II 
pode produzir um retorno líquido de $ 2.000 com proba- 
bilidade 0,6 ou nenhum retorno com probabilidade 0,4. 
Com base na função de utilidade em (b), use o critério de 
utilidade esperada para determinar o empreendimento que 
o investidor À deve selecionar. Qual é o valor monetário 
esperado associado ao empreendimento selecionado! (Su- 
gestão: use interpolação linear da função utilidade.) 

id) Repita a parte (c) para o investidor B. 


13.3 DECISÃO SOB INCERTEZA 


Tomar decisões sob incerteza, assim como sob risco, envolve 
ações alternativas cujos retornos dependem dos estados (aleatórios) 
da natureza. Especificamente, a matriz de retorno de um problema 
de decisão com mm ações alternativas e n estados da natureza pode 
ser representada como 


51 53 i 5, 


vid), S2) 


aly vay, Si) 


ify Vide, 5) Vida, $2) 


yy V (ayy. 51) 
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O elemento a representa a ação 1, e o elemento s, representa o 
estado da natureza j. O retorno ou resultado associado com a ação 
a eo estados é v(g,s). 

A diferença entre tomar uma decisão sob risco e sob incerteza é 
que, no caso de incerteza, a distribuição de probabilidade associada 
com os estados sj = 1,2,...,n é desconhecida ou não pode ser de- 
terminada. Essa falta de informação levou ao desenvolvimento dos 
seguintes critérios para analisar o problema de decisão: 


I. Laplace 
2. Minimax 
3. Savage 


d. Hurwicz 


A diferença entre esses critérios está no grau de conservadoris- 
mo do tomador de decisões em face da incerteza. 

© critério de Laplace é baseado no principio da razão insufi- 
ciente. Como as distribuições de probabilidade não são conheci- 
das, não há nenhuma razão para acreditar que as probabilidades 
associadas com os estados da natureza sejam diferentes. Assim, as 
alternativas são avaliadas utilizando a premissa otimista de que 
todos os estados têm a mesma probabilidade de ocorrer, isto é, 
Pls,] = Pis,} =... = Pls,} = = Dado que o retorno v(a, s,) representa 
o ganho, a melhor alternativa é a que dá 


n 


l | 
max4— > viaas) 
i, 


na 


Se v(a, s) representar prejuízo, então a minimização substitui 
a maximização. 

O critério maximin (minimax) é bascado na atitude conserva- 
dora de obter o melhor das piores condições possíveis. Se v(a, s) 
for prejuízo, então escolhemos a ação que corresponde ao critério 
minimax. 


min {ma x vas} 
i, Fi 

Se v(a, s.) for ganho, usamos o critério smaximin dado por 

ma xmi nv(a,, 5, ) 

O critério de arrependimento de Savage aplica-se ao conservado- 
rismo moderado no critério minimax (maxiniun) pela substituição da 
matriz de retorno (ganho ou perda) v(a, s) por uma matriz de perda 
(ou arrependimento) r(a, s), usando a seguinte transformação: 


v(a,,s,)—min{v(a,.s,)}, sev for perda 
Fi 


r(a,,5,)= | 
(0,55) max{r(a, .s,)}—v(a,,s,), sev for ganho 
my 


Para mostrar por que o critério de Savage ‘modera’ o critério mini- 
max (maximin), considere a matriz de prejuízo v(a, s): 


5, 5, Max da linha 
a, $ 11.000 $ 90 $ 11.000 
a $10.000 § 10.000 $ 10.000 — Minimax 


A aplicação do critério minimax mostra que a, com um prejuízo 
definido de $ 10.000, é preferível. Contudo, podemos escolher a, por- 
que há uma chance de limitar o prejuízo a $ 90 se s, for realizada. 

Vamos ver o que acontece se, em vez disso, usarmos a matriz de 
arrependimento r(a., v ): 


Max da linha 
5 90) $ 1.000 — Minimax 


a, $0 59.910 $ 9.910 
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O critério minimax, quando aplicado à matriz de arrependi- 
mento, selecionará a, como desejado. 

© último teste a ser considerado é o critério de Hurwicz, ela- 
borado para refletir atitudes da tomada de decisão que vão da mais 
otimista à mais pessimista (ou conservadora). Defina-se Os us | e 
se considere que v(a, s.) representa ganho. Então, a ação seleciona- 
da deve ser associada com 


max a max v(a,.s,)+(1- e)min vas) 

O parâmetro o é denominado indice de otimismo. Se & = 0, o cri- 
tério é conservador porque se aplica ao critério minimax normal, Se 
& = 1,0 critério produz resultados otimistas porque procura o melhor 
das melhores condições. Podemos ajustar o grau de otimismo (ou pes- 
simismo) por meio de uma seleção adequada do valor de q na faixa 
especificada (0, 1). Na ausência de um forte sentimento em relação a 
otimismo è pessimismo, q. = 0,5 pode ser uma escolha adequada. 

Se v(a s.) representar prejuízo, o critério é mudado para 


min ja minv(a,,5,)+(1-a)max v(a, s) 


Exemplo 13.3-1 


A National Outdoors School (NOS) esta preparando um acam- 
pamento de verão nos confins do Alasca para treinar indivíduos na 
sobrevivência em ambientes selvagens, A NOS estima que o com- 
parecimento pode cair em uma de quatro categorias: 200, 250, 300 
è 350 pessoas. O custo do acampamento será o menor quando seu 
tamanho for exatamente igual à demanda, Desvios para cima e para 
baixo do nível ideal de demanda provocam custos adicionais resul- 
tantes da construção de capacidade excedente (não utilizada) ou 
da perda de oportunidades de renda quando a demanda não for 
satisfeita. Representando os tamanhos dos acampamentos (200,250, 
300 e 350 pessoas) por a, a a, e o nível de comparecimento por s, a $, 
a matriz seguinte resume o custo (em milhares de unidades mone- 
tárias) para a situação. 


O problema é analisado usando os quatro critérios. 
Laplace. Dada Pis] = t j= l a4, os valores esperados para as 
E g 
diferentes ações são calculados como 


Ela} = As + 10 + 18 +25) = $ 14.500 

Ela, = H8 +7 +12 +23) = $ 12.500 — Ótimo 
Ela) = 701 + 18+ 12 +21) = $ 18.000 

Eja} = 160 +224 19 + 15) =$ 21.500 


Minimax. © critério minimax produz a matriz seguinte: 


E 53 5a Sy Max da linha 
ay 25 
ds 23 
da 21 — Minimax 
ily 30) 
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Savage. A matriz de arrependimento é determinada subtraindo 5, 7, 
12 e 15 das colunas | a 4, respectivamente. Assim, 


5 Sy 53 Sy Max de linha 
ty 10 
fy 8 + Minimax 
fly 16 
aly 25 


Hurwicz. A Tabela 13.7 resume os calculos. 


Tabela 13.7 Resumo de calculos 


œ{Min da linha) + 
Alternativa Min da linha Max da linha (1 —c)(Max da linha) 


a, 5 25 25 — 200 
a, 7 23 23- 160 
a, 12 21 21-90 
a, 15 30 30 — 1501 


Usando um q adequado, podemos determinar a alternativa 6ti- 
ma. Por exemplo, em œ = 0,5, a, ou a, darão o ótimo e, em œ = 0,25, 
a, é o Ótimo, 


Momento Excel 


O gabarito excelUncertainty.xls pode ser usado para automatizar 
os cálculos dos critérios de Laplace, maximin, Savage e Hurwicz. À 
planilha considera que a matriz é de custo. Para usar uma matriz de 
ganho, todas as entradas devem ser multiplicadas por -1. A Figura 
13.8 demonstra a aplicação do gabarito ao Exemplo 13.3-1. O tama- 
nho máximo da matriz é (10 x 10) (as colunas F:K são ocultas para 
poupar espaço). 


Pesquisa operacional 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.3A 


*1, Hank é um aluno inteligente e normalmente tira boas notas, con- 
tanto que possa revisar o material do curso na noite anterior ao 
teste. Para o teste de amanhã, Hank enfrenta um pequeno pro- 
blema. Seus companheiros de república vão dar uma festa duran- 
te a noite, da qual ele gostaria de participar. Ele tem três opções: 
a, = divertir-se a noite inteira 
a, = dividir a noite em partes iguais entre estudar e participar 

da festa 
a, = estudar a noite inteira 

O teste de amanhã pode ser facil (s,), moderado (s,) ou difi- 
cil (s,), dependendo do humor imprevisível do professor, Hank 
antecipa as seguintes: 


S| 5 $; 


(a) Recomende um curso de ação para Hank (com base em 
cada um dos quatro critérios de decisão sob incerteza). 

(b) Suponha que Hank esteja mais interessado na nota alfabé- 
tica que conseguirá (A, B, C ou D). A a D são 90,50, 70 e 
60, respectivamente. Essa atitude em relação às notas exige 
uma mudança no curso de ação de Hank? 

2. Para a próxima estação de plantio, o fazendeiro McCoy pode 
plantar milho (a,), trigo (@,) ou soja (a,), ou utilizar a terra para 
pasto (a,j). Os retornos associados com as diferentes ações são 
influenciados pela quantidade de chuva: grande precipitação 
pluvial (s,), precipitação pluvial moderada (s,). leve precipita- 
ção pluvial (s,) ou estação seca (s,). 

A matriz de retorno (em milhares de dólares) é estimada 
como demonstrado na matriz seguinte. 


Figura 13.8 

Solução do Exemplo 13,3-1 em Excel (arquivo excelUncertainty.xls) 
S A e y c| D E poa | Ee eG | 
1 Decision Under Uncertain 
2 Enter x to select method: Output Results 


| Laplace] x | 


Hurwicz| x | Apha= [05 | 


b Optimum strategies 

7 Input (cost) Matrix: Maximum size = (10x10) a2 as a2 a2 

8 JE ee p Hurwicz 
9 al 5 10 18 25 14.5 25 10 15: 
10 a2 8 7 12 23 12.5 23 ê 15: 
11 a3 21 18 12 21 18 21 16 16.5: 
12 a4 30 22 19 15 21.5 30 25 22.5: 
EE | 
14. f 
15 
16 | 
7 | 
18 Í | 


DO ee eee Pee 
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Desenvolva um curso de ação para o fazendeiro McCoy. 


3. Uma de N máquinas deve ser selecionada para fabricar O 
unidades de um produto específico. As demandas minima e má- 
xima para o produto são Q* e Q**, respectivamente. O custo 
total de produção de O itens na máquina é envolve um cus- 
to fixo K, e um custo variável por unidade c, e é dado por 


TC =K +c 


(a) Elabore uma solução para o problema sob cada um dos 
quatro critérios de decisão sob incerteza. 

(b) Para 1.000 = 0 = 4.000, resolva o problema para o conjunto 
de dados mostrado na Tabela M. 


Tabela M 
Maquina i K (3) C, ($) 
l 100 5 
2 40 12 
5 150) 3 
4 gü S 
13.4 TEORIA DOS JOGOS 


A teoria dos jogos trata de situações de decisão nas quais dois 
oponentes inteligentes, cujos objetivos são conflitantes, estão ten- 
tando superar um ao outro. Como exemplos típicos citamos o lan- 
camento de campanhas publicitárias para produtos concorrentes e 
planejamento de estratégias para exércitos em guerra. 

Em um jogo de conflito, cada um de dois oponentes, denomina- 
dos jogadores, terá um número (finito ou infinito) de alternativas 
ou estratégias. Associado a cada par de estratégias está um retorno, 
que um dos jogadores recebe do outro. Esses jogos são conhecidos 
como jogos de soma zero com duas pessoas porque o ganho de um 
Jogador significa uma perda igual para o outro. Então, basta resumir 
o jogo em termos do retorno para um jogador. Designando os dois 
jogadores como A e B com m e n estratégias, respectivamente, O 
jogo costuma ser representado pela matriz de retorno para o joga- 
dor À como demonstrado como 


A AA 


A representação indica que, se A usar a estratégia / e B usar 
a estratégia j, O retorno para À é a, o que significa que o retorno 
para B é -a.. 
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Aplicação real — Classificação de jogadores de golfe 
ao final do dia nos jogos da Ryder Cup 


Ao final de um dia de um torneio de golfe, duas equipes com- 
petem pelo campeonato. O capitão de cada equipe deve apresentar 
uma lista ordenada de jogadores (uma tabela) que determina auto- 
maticamente os jogos. É plausível considerar que, se dois jogado- 
res competitivos ocuparem a mesma posição em suas respectivas 
tabelas, ha uma chance de 50%-50% de qualquer um deles vencer o 
jogo. Essa probabilidade aumentará quando um jogador de classifi- 
cação mais alta fizer par com um de classificação mais baixa. À meta 
é desenvolver um procedimento analítico que apoiará ou refutará a 
idéia de usar tabelas. O Caso 12, Capítulo 24, disponível em inglês 
no site do livro, dá detalhes sobre o estudo. 


13.4.1 Solução ótima de jogos de soma zero com duas 
pessoas 


Como a raiz dos jogos é o conflito de interesses, a solução ótima 
seleciona uma ou mais estratégias para cada jogador de modo que 
qualquer alteração nas estratégias escolhidas não beneficie o retor- 
no para qualquer um dos jogadores. Essas soluções podem estar na 
forma de uma única estratégia pura ou de várias estratégias mistas, 
de acordo com probabilidades específicas. Os dois exemplos a se- 
guir demonstram os dois casos. 


Exemplo 13.4-1 


Duasempresas, A e B vendem duas marcas de medicamento para 
gripe. À empresa À anuncia em rádio (A,), televisão (A,) e jornais 
(A,). A empresa B, além de usar rádio (8,), televisão (B,) e 
jornais (8,), também envia folhetos (5) por mala direta. Depen- 
dendo da efetividade de cada campanha publicitária, uma empresa 
pode capturar uma parte do mercado da outra, À matriz a seguir 
resume a porcentagem de mercado capturada ou perdida pela 
empresa A. 


B, B- B; By Min da linha 
Ay -3 
A, 5 & Maximin 
Ay -9 
Max da coluna 8 5 9 8 
T 
Minimax 


A solução do jogo é baseada no princípio de garantir o melhor 
do pior para cada jogador, Se a empresa À selecionar a estratégia 
4, então, independentemente do que F fizer, o pior que pode acon- 
tecer é A perder 3% da participação de mercado para B. Isso é re- 
presentado pelo valor mínimo das entradas na linha 1, De maneira 
semelhante, o pior resultado da estratégia A, é A capturar 5% do 
mercado de B, e o pior resultado da estratégia A, é A perder 9% 
para 4. Esses resultados são apresentados na coluna ‘min da linha’, 
Para conseguir o melhor do pior, a empresa A escolhe a estratégia 
A, porque ela corresponde ao valor máximo, ou ao mator elemento 
na coluna ‘min da linha”. 

Em seguida, considere a estratégia da empresa A. Como a ma- 
triz de retorno dada é para A, o critério melhor do pior de B requer 
determinar o valor minimax. O resultado é que a empresa 8 deve 
selecionar a estratégia B.. 

A solução ótima do jogo recomenda selecionar as estratégias 
A, e B, o que significa que ambas as empresas devem usar propa- 
ganda pela televisão. O retorno favorecerá a empresa A, porque sua 
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participação de mercado aumentará em 5%, Nesse caso, dizemos 
que o valor do jogo é 5% e que A e B estão usando uma solução de 
ponto de sela, 

A solução de ponto de sela exclui a seleção de uma melhor 
estratégia por qualquer uma das empresas. Se B partir para outra 
estratégia (B, B, ou 8,),a empresa A pode ficar com a estraté- 
gia A,, que garante que B perderá pior participação de mercado 
(6% ou 8%). Pelo mesmo critério, A não quer usar uma estratégia 
diferente porque, se A partir para a estratégia A,, B pode passar 
para B, e realizar um aumento de 9% em participação de mercado. 
Chega-se a uma conclusão semelhante se A partir para À, porque 
B pode passar para B, e realizar um aumento de 3% em partici- 
pação de mercado. 

A solução ótima de ponto de sela de um jogo não precisa ser uma 
estratégia pura. Em vez disso, pode requerer a mistura de duas ou 
mais estratégias aleatoriamente, como ilustra o seguinte exemplo. 


Exemplo 13.4-2 


Dois jogadores, A e B, jogam cara ou coroa com uma moeda, Cada 
jogador, sem o conhecimento do outro, escolhe cara (H) ou coroa 
(T). Ambos revelarão suas escolhas simultaneamente. Se escolhe- 
rem a mesma coisa (HH ou TT), o jogador A recebe $ | de B. Caso 
contrário, A paga $1 a B. 

A seguinte matriz de retorno para o jogador A dá os valores 
min da linha e max da coluna correspondentes às estratégias de A 
e 8, respectivamente. 


Min da linha 


Ay =] 
Ap -1 
Max da coluna | 1 


Os valores maximin e minimax dos jogos são $ -1 e 8 1, res- 
pectivamente. Como os dois valores não são iguais, o jogo não tem 
uma estratégia de solução pura, Em particular, se 4, for usada pelo 
jogador A, o jogador B selecionará B, para receber $ 1 de A. Se isso 
acontecer, A pode passar para a estratégia A, para reverter o resul- 
tado do jogo recebendo $ 1 de B, A constante tentação de passar 
para outra estratégia mostra que uma estratégia de solução pura 
não é aceitável. Em vez disso, ambos os jogadores podem misturar 
aleatoriamente suas respectivas estratégias puras. Nesse caso, 0 Va- 
lor ótimo do jogo ocorrerá em algum lugar entre os valores maximin 
e minimax do jogo, isto é, 


Valor maximin (mais baixo) £ Valor do jogo = Valor minimax (mais alto) 


(Veja o Problema 5, Conjunto 13.4A.) Assim, no exemplo de 
cara ou coroa, o valor do jogo deve se encontrar entre $-1 e $ +1. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.4A 


À. Determine a solução de ponto de sela, as estratégias puras as- 
sociadas e o valor do jogo para cada um dos seguintes jogos. Os 
retornos são para o jogador A. 


“(a) 


Pesquisa operacional 


(b) 


2. Os jogos a seguir dão o retorno de A, Determine os valores de p 
e q que farão da entrada (2,2) de cada jogo um ponto de sela. 


(a) Bi Bs B 


3. Especifique a faixa para o valor do jogo em cada um dos casos 
seguintes, considerando que o retorno é para o jogador A. 


*(a) B, By B, By 
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4. Duas empresas promovem dois produtos concorrentes. Cada pro- 
duto controla 50% do mercado. Por causa de recentes melhorias nos 
dois produtos, cada empresa está se preparando para lançar uma 
campanha publicitária. Se nenhuma delas anunciar, as participações 
de mercado continuarão iguais. Se qualquer uma das empresas lan- 
car uma campanha mais agressiva, é certo que a outra perderá uma 
porcentagem proporcional de seus clientes. Um levantamento do 
mercado mostra que 50% dos clientes potenciais podem ser alcan- 
çados por televisão, 30% por jornais e 20% por rádio. 

(a) Formule o problema como um jogo de soma zero com duas 
pessoas e selecione o meto de propaganda adequado para 
cada empresa. 

(b) Determine uma faixa para o valor do jogo. Cada empresa 
pode funcionar com uma única estratégia pura? 

5. Sejaa,o (i /)-ésimo elemento de uma matriz de retorno com m 
estratégias para o jogador A e n estratégias para o jogador B. O 
retorno é para o jogador A. Prove que 


max min a. < min max q. 
f j E f į 1 


13.4.2 Solução de jogos de estratégia mista 


Jogos com estratégias mistas podem ser resolvidos por meios 
gráficos ou por programação linear. A solução gráfica é adequada 
para jogos nos quais no mínimo um jogador tenha exatamente duas 
estratégias puras. O método é interessante porque explica a idéia 
de um ponto de sela por meios gráficos. Pode-se usar programação 
linear para resolver qualquer jogo de soma zero com duas pessoas, 


Solução gráfica de jogos. Começamos com o caso de (2 x n) jogos 
nos quais o jogador A tem duas estratégias, 


N4: A, yy Gy 
| - d+ As fs, das 


O jogo considera que o jogador A mistura as estratégias A, e A, 
com as respectivas probabilidades x, e 1 -x,0s xs L O jogador B 


Figura 13.9 
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mistura as estratégias B, a B, com as probabilidades y, y,.....¢ Vo 
em que y 2 0 paraj=1,2,...,2¢¥,+¥,+...+¥, = 1, Nesse caso, o 
retorno esperado de A correspondente à j-csima estratégia pura de 
B é calculado por 


(a j-ayjx,+ay, j=1,2,.0,n 


Portanto, o jogador À procura determinar o valor de x, que ma- 
ximiza os retornos mínimos esperados, Isto é, 


max min Na, ai Ja +a, } 
X, i z = 


Exemplo 13.4-3 


Considere o seguinte jogo 2 x 4.0 retorno é para o jogador A. 


O jogo não tem nenhuma estratégia pura de solução, Os retor- 
nos esperados de A correspondentes às estratégias puras de B são 
dados conforme demonstrado na Tabela 13.8. 


Tabela 13.8 Retornos esperados de A 


Estratégia pura de B Retorno esperado de À 


-iy +4 
=x +3 
bd 
-7x +6 


fl bh = 


A Figura 13.9 dá o gráfico em TORA das quatro linhas retas as- 
sociadas com as estratégias puras de B (arquivo toraEx13.4-3.txt). ’ 


Solução gráfica em TORA do jogo de soma zero com duas pessoas do Exemplo 13.4-3 (arquivo toraEx13.4-3.txt) 


= TORA C:\zFinal8th\ch13Files\toraEx13.4-3.txt 


DECISION ANALYSIS USING GAMES 


GRAPHICAL TA PERSA FER St GAME Se Tah 


RETA Ee E 


Pliye A's expected papoila: 
Siate Al: 4.00 + 2.00" 
a Rana H SU = -1.a 


Stategy BE 200 + 1.00 
Stalbogr B4, G00 + -700a 


Upisa Solution: 
Value of the game = 2.50 


Views Madly ingea Orta O MAIN Bera | Ext TORA 


e Huoh 


re 
ʻ Start. = TORA Correale... 


Em Main menu selecione Zero-sum games é entre com os dados do problema. Em seguida, selecione Graphical no menu Solve/Modify. 
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Para determinar o melhor do pior, o envelope formado pelas quatro li- 
nhas retas na parte inferior do gráfico (delincado por riscas verticais) re- 
presenta o mínimo (pior) retorno esperado para A, independentemente 
do que & faz. O maximo (melhor) do envelope inferior corresponde ao 
ponto da solução maximin em x = 0,5. Esse ponto é a interseção das 
linhas associadas com as estratégias Be B, Portanto a solução ótima do 
Jogador A recomenda misturar A, € A, com | probabilidades 05 e 05. 

© valor correspondente do j jogo, v, é determinado pela substi- 
tuição de x, = 0,5 em qualquer uma das funções para as linhas 3 e 
4,0 que dá 


142s 
-7(3 }+6= 


, a partir da linha 3 


E uh od | 3a 


a partir da linha 4 


A mistura ótima do jogador B é determinada pelas duas estra- 
tégias que definem o envelope da parte inferior do gráfico, o que 
ee que # pode misturar as estratégias B, e B, caso em que 

=y,=Oey,=1-y,.O resultado é que os retornos esperados de 
B correspondentes às estratégias puras de A são dados como mos- 
trado na Tabela 13.9. 


Tabela 13.9 Retornos esperados de & 


Estratégia pura de A Retorno esperado de B 


| fy,-1 
2 —dy,+6 


A solução melhor do pior para B é o ponto mínimo no envelope 
superior das duas linhas dadas (você verá que é instrutivo colocar 
no gráfico as duas linhas e identificar o envelope superior). Esse 
processo equivale a resolver a equação 


dy-l=-dy +6 


A solução dá y, = 

; foe pe 
vo4dx [= =] = 5, 
| g? > 

A solução do jogo recomenda que o jogador A misture A, € 

4, com probabilidades ae e que o jogador E misture B, e B, 


com probabilidade ses e r (Na verdade, o jogo tem duas soluções 


, O que define o valor do jogo como 


goj- 


alternativas para 8, porque o ponto maximo na Figura 13.9 é deter- 
minado por mais de duas linhas. Qualquer combinação não negativa 
dessas soluções alternativas também é uma solução legitima. ) 


Comentários. Jogos nos quais o jogador A tem m estratégias è O 
jogador B só tem duas podem ser tratados de modo semelhante. 
A principal diferença é que representaremos em gráfico o retorno 
esperado de F correspondente às estratégias puras de A. O resulta- 
do é que estaremos procurando o ponto minimax em vez do ponto 
maximin do envelope superior das linhas apresentadas no gráfico, 
Contudo, para resolver o problema com o TORA, é necessário ex- 
pressar o retorno em termos do jogador que tem duas estratégias 
multiplicando a matriz de retorno por —1, se necessário, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.4Bº 


+1. Resolva o jogo de cara ou coroa do Exemplo 13.4-2 graficamente, 


+2. Robin, que viaja com frequência entre duas cidades, tem duas 
opções de rota: a rota À é uma rodovia expressa de quatro pis- 
tas, e a rota 8 é uma estrada longa e cheia de curvas A Polícia 
Rodoviária tem um contingente limitado. Se toda a força poli- 
cial for aplicada a qualquer uma das rotas, é certo que Robin, 
com seu ardente desejo de dirigir *super-rápido”, receberá uma 
multa de $ 100 por excesso de velocidade. Se a força policial for 
dividida 50%-50% entre as duas rotas, há 50% de chance de 
ela receber uma multa de $ 100 na rota A e somente 30% 
de chance de receber a mesma multa na rota B. Desenvolva 
uma estratégia para Robin e também para a polícia. 


+O módulo Zero-sum games do TORA pode ser usado para verificar sua resposta, 


Pesquisa operacional 


3. Resolva os seguintes jogos graficamente. O retorno é para o jo- 
gador A. 


(a) B, By Bs (b) 


4. Considere o seguinte jogo de soma zero com duas pessoas: 


(a) Verifique que as estratégias (Ł, 0, >) ara Ae (22 > 0) 
set Er age pee 54" 5 
para B são ótimas e determine o valor do jogo. © ` 


(b) Mostre que o valor ótimo do jogo é igual a 


3 
5 Èa, 


i=l j=] 


Solução de jogos por programação linear. A teoria dos jogos apre- 
senta uma forte relação com a programação linear, no sentido de 
que um jogo de soma zero com duas pessoas pode ser expresso 
como um problema de programação linear e vice-versa. De fato, 
G, Dantzig (1963, p. 24) afirma que J. von Neumann, o pai da teo- 
ria dos jogos, quando foi apresentado pela primeira vez ao método 
simplex, em 1947, reconheceu imediatamente essa relação e mais 
tarde apontou com precisão e reforçou o conceito de dualidade 
em programação linear. Esta seção ilustra a solução de jogos por 
programação linear. 

As probabilidades ótimas do jogador A, x,, X,...., € x,. podem 
ser determinadas com a resolução do seguinte problema maximin: 


namin So, aja $a Aint 5) 


Lte tet = 
XE O,f=1, 2,..., M 


Agora, seja 


an 
y=min} Šapa De ae ‘| 


A equação implica que 
Lo 


Fax 2y j=l, 2. A 


f=] 


Portanto, o problema do jogador A pode ser expresso como 


Maximizar Z = 
sujeito a 


Da, 4,50, j=l, 2... 


Atita ta = 
x, 20,¢=1,2,..., 08 
v irrestrita 
Observe que o valor do jogo, v, é irrestrito em sinal. 
As estratégias Ótimas do jogador B, y,. Y» ... V São determina- 
das com a resolução do problema 
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ry Fr i 
min; max Fa i¥; Ditty Vire Da mi) 
ra i= iz E 


i=! 
vi +y aL coe yp = | 
y, 20, i=l 2,.... 7 


Usando um procedimento semelhante ao do jogador A, o pro- 
blema de 5 se reduz a 


Minimizar w =v 

sujeito a 

MI 

v- day, z0, i=l, 2., m 

i=] 

Yoyo aty =l 

y, 20, j= Lege A 

v irrestrita 
Os dois problemas otimizam a mesma variável (irrestrita) v, O 

valor do jogo, À razão é que o problema de 8 é o dual do problema 
de A (verifique essa afirmação usando a definição de dualidade do 


Capítulo 4), Isso significa que a solução ótima de um problema dá 
automaticamente a solução ótima do outro, 


Exemplo 13.4-4 
Resolva o seguinte jogo por programação linear. 


Min da linha 


Max da coluna 3 4 2 
O valor do jogo, v, se encontra entre -2 e 2. 
Problema de programação linear do jogador A 


Maximizar z = ť 


sujeito a 


v- 3r + 2x, + 5r, S0 
vtx,-4x,+ 67,50 
v+3x,4+x,-22, 50 
¥,+¥,+%,=1 
Xpy U 


v irrestrito 
A solução ótima” é x, = 0,3%; x, = 0,31; x, = 0,29; e v =-0,91. 
Problema de programação lincar do jogador B 


Minimizar z = v 
sujeito a 
v- 3y +y +y 20 
v +2y = dy, +y, 20 
v + Sy, + 6y, -2y,20 
¥,+¥,+9,=1 
v irrestrito 


A solução dá y, = 0,32; y, = 0,08; y, = 0,60; e v =-0,91. 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 13.4C 


1. Durante um piquenique, duas equipes de duas pessoas estão 
brincando de esconde-esconde. Há quatro esconderijos (A, B, 
Ce D)e os dois membros da equipe podem se esconder sepa- 
radamente em quaisquer dois dos quatro esconderijos. Portan- 
to, a outra equipe terá a chance de procurar em quaisquer dois 
esconderijos. A equipe que procura ganha um ponto de bônus 
se achar ambos os membros da equipe que se escondeu. Se não 
achar nenhum dos dois membros, perde um ponto. Caso contrá- 
rio, o resultado é um empate. 


*(a) Monte o problema como um jogo de soma zero com duas 
pessoas. 


(b) Determine a estratégia ótima e o valor do jogo. 


2. UA e DU estão estabelecendo suas estratégias para o cam- 
peonato nacional de basquete universitário de 1994. Avaliando 
as forças de seus respectivos bancos de reserva, cada um dos 
treinadores estabelece quatro estratégias para a rotação de jo- 
gadores durante o jogo. À capacidade de cada equipe converter 
lances de 2 pontos, 3 pontos e lances livres é um fator funda- 
mental para determinar o placar final do jogo. A matriz seguinte 
resume o número líquido de pontos que a equipe UA marcará 
por posse de bola como uma função das diferentes estratégias 
disponíveis para cada equipe. 


DU, DU, DU; DU, 


UA, 
UA» 
UA, 


LIA, 


(a) Resolva o jogo por programação linear e determine uma 
estratégia para o campeonato. 

(b) Com base nas informações dadas, qual dos dois times você 
prevê que vença o campeonato? 

(ec) Suponha que o jogo inteiro tenha um total de 60 posses de 
bola (30 para cada time). Faça uma previsão do número 
de pontos esperados necessários para vencer o campeonato, 


3. O exército do coronel Blotto está lutando pelo controle de duas 
localizações estratégicas. Blotto tem dois regimentos é o inimi- 
go tem três. Uma localização cairá em mãos do exército que ata- 
car com mais regimentos Caso contrário, o resultado da batalha 
será um empate. 

“(a) Formule o problema como um jogo de soma zero com duas 
pessoas e resolva-o por programação linear. 


(b) Qual dos exércitos vencerá a batalha? 


4. No jogo de Morra, que se joga com dois jogadores e dois de- 
dos, cada jogador mostra um ou dois dedos e, ao mesmo 
tempo, adivinha o número de dedos que o oponente mostra- 
ra, O jogador que adivinhar o número correto ganha uma 
quantia igual ao número de dedos mostrados. Caso contrá- 
rio, o Jogo está empatado. Estabeleça o problema como um 
jogo de soma zero com duas pessoas e resolva-o por progra- 
mação lincar. 


i Zero-sum games = Solve = LP-based do TORA pode ser usado para resolver qualquer jogo de soma zero com duas pessoas. 


a— o Pesquisa operacional 
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Capitulo 14 


— ll 


Modelos probabilisticos 


de estoque 


Guia do capitulo, Este capítulo é uma continuação do material 
do Capitulo 11 sobre modelos determinísticos de estoque. Trata 
de situações de estoque nas quais a demanda é probabilistica, Os 
modelos desenvolvidos são categorizados, de maneira ampla, como 
situações de revisão contínua e de revisão periódica. Os modelos 
de revisão periódica incluem os casos de período único e os casos 
multiperiodos. As soluções propostas variam da utilização de uma 
versão probabilística do método EOQ deterministico até situações 
mais complexas resolvidas por programação dinâmica. E possível 
que os modelos probabilísticos apresentados aqui pareçam “muito 
teóricos” para serem práticos. Porém, na realidade, uma análise de 
caso do Capítulo 24, disponível em inglês no site do livro, usa um 
desses modelos para ajudar a Dell, Inc. a gerenciar sua situação de 
estoque e realizar consideráveis economias. 

Este capítulo inclui o resumo de uma aplicação real, 4 exemplos 
resolvidos, 1 gabarito em Excel, 22 problemas de final de seção e 2 
casos. Os casos estão no Apêndice E, disponivel em inglês no site do 
livro. Os programas em AMPL/Encel Solver/TORA estão na pasta 
ch14Files. 


Aplicação real — Decisões de estoque na 
cadeia de suprimentos da Dell 


A Dell, Inc. utiliza um modelo de negócio de venda direta, no 
qual computadores pessoais são vendidos diretamente aos clientes 
nos Estados Unidos. Quando chega um pedido de um cliente, as 
especificações são enviadas à fábrica em Austin, no Texas, onde o 
computador é montado, testado e embalado em cerca de oito horas. 
A Dell mantém pouco estoque. Por outro lado, seus fornecedores, 
normalmente localizados no sudeste da Ásia, devem manter à mão 
um estoque denominado “rotativo” em galpões (também denomi- 
nados rotativos) próximos às fábricas. Esses galpões pertencem 
à Dell e são arrendados aos fornecedores. Então, a Dell “retira” 
peças dos rotativos quando necessário e cabe aos fornecedores a 
responsabilidade de repor o estoque para atender à demanda pre- 
vista da Dell, 

Embora o estoque mantido nos rotativos não pertença à Dell, 
seu custo é passado indiretamente aos clientes por meio da preci- 
ficação por componente. Assim, qualquer redução no estoque be- 
neficia diretamente os clientes da Dell porque reduz os preços dos 
produtos. À solução proposta resultou em $ 2,7 milhões (estimados) 
de economia por ano. O Caso 13 do Capitulo 24, disponivel em in- 
glês no site do livro, dá os detalhes do estudo. 


14.1 MODELOS DE REVISÃO CONTÍNUA 


Esta seção apresenta dois modelos: 1) uma versão ‘probabili- 
zada” do EOQ deterministico (Seção 11.2.1) que usa um estoque 
de segurança para levar em conta a demanda probabilistica; e 2) 
um modelo EOOQ probabilistico mais exato que inclui a demanda 
probabilística diretamente na formulação. 


14.1.1 Modelo EOQ ‘probabilizado’ 


Alguns profissionais procuraram adaptar o modelo EOQ de- 
terminístico (Seção 11.2.1) para refletir a natureza probabilistica 
da demanda usando uma aproximação que sobrepõe um estoque 
de segurança constante ao nível de estoque durante toda a projeção 


de planejamento. O tamanho do estoque de segurança é determina- 
do de modo tal que a probabilidade de ficar com falta de estoque 
durante o tempo de espera (o período entre a emissão do pedido e 
o recebimento do material) não ultrapasse um valor especificado 
com antecedência. 

Seja 


L = tempo de espera entre a emissão do pedido e a entrega do 
material 

x, =variável aleatória que representa a demanda durante o 
tempo de espera 

H, =demanda média durante o tempo de espera 

q, =desvio-padrão da demanda durante o tempo de espera 

B = tamanho do estoque de segurança 

o = máxima probabilidade admissível de ficar com falta de esto- 
que durante o tempo de espera 


A principal premissa do modelo é que a demanda, x,, durante 


o tempo de espera, L, é normalmente distribuída com média x, e 
desvio-padrão o, isto é, N(g,.6",). 


Figura 14.1 
Estoque de segurança sobreposto ao modelo EOQ clássico 
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A Figura 14.1 demonstra a relação entre o estoque de seguran- 
ca, B. e os parâmetros do modelo EOO deterministico, entre eles 
o tempo de espera, L; a demanda média durante o tempo de es- 
pera, pie a EOQ, y*. Observe que L deve ser igual ao tempo de 
espera efetivo, como definido na Seção 11.2.1. 

A declaração de probabilidade usada para determinar B pode 
ser escrita como 

Px, 2B+p [SO 


Podemos converter x, em uma variável aleatória padrão N(0,1) 
usando a seguinte substituição (veja a Seção 12.5.4): 


a + = Hy 


Cy 


P Pan So 
a, 


z 


Assim, Lemos que 
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A Figura 14.2 define K, (que é determinado pelas tabelas nor- 
mais padronizadas apresentadas no Apêndice B ou usando o arqui- 
vo excel Stat Tables.xls) de modo tal que 


PlzzkKj=o 


Em decorrência, o tamanho do estoque de segurança deve sa- 
tisfazer 


B20,k, 


A demanda durante o tempo de espera L costuma ser descrita 
por uma função densidade de probabilidade por unidade de tem- 
po (por exemplo, por dia ou semana), pela qual a distribuição da 
demanda durante L pode ser determinada. Dado que a demanda 
por unidade de tempo é normal com média D e desvio-padrão 0, a 
média e o desvio-padrão, u, c o,,da demanda durante o tempo de 
espera, L, é calculada como 

H, = DL 


A formula para o, requer que L seja (arredondado para) um 
valor inteiro. 


Figura 14.2 
Probabilidade de ficar com falta de estoque, P[z = K_} = a 


N(O. 1) 


Area = o 


Exemplo 14.1-1 


No Exemplo 11,2-1, que trata da determinação da politica de 
estoque para lâmpadas de néon, EOQ = 1.000 unidades. Se a deman- 
da diária for normal com média D = 100 lâmpadas e desvio-padrão 
o = 10 lâmpadas, isto é, N(100, 10°), determine o tamanho do 
estoque de segurança de modo que a probabilidade de ficar em falta 
de estoque esteja abaixo de o = 0,05. 

Pelo Exemplo 11.2-1, 0 tempo de espera efetivo é L = 2 dias 
ASSIM, 


H, = DL = 100 x 2 = 200 unidades 


g= Jo L= VI 0x2 =14,14 unidades 


Dado K a = 1,045, o tamanho do estoque de segurança č cal- 
culado por 


B = 14,14 x 1,645 = 23 lâmpadas de néon 
Desse modo, a política ótima de estoque com estoque de segu- 


rança E recomenda pedidos de 1.000 unidades sempre que o nivel 
de estoque cair para 223 (= B + u, = 23 + 2 100) unidades. 


Pesquisa operacional 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 14.1A 


1. No Exemplo 14.1-1, determine a política élima de estoque para 
cada um dos seguintes casos: 

*(a) Tempo de espera = 15 dias. 

ib) Tempo de espera = 23 dias, 

(c) Tempo de espera = 8 dias. 

(d) Tempo de espera = 10 dias. 

2. Uma loja de música vende um CD campeão de vendas. A distri- 
buição da demanda diária (em número de unidades) para o CD 
é aproximadamente normal com média de 200 discos ¢ desvio- 
padrão de 20 discos. O custo de manter os CDs na loja é $ 0,04 
por disco por dia. A emissão de um novo pedido custa $ 100, Há 
um tempo de espera de sete dias para entrega. Considerando 
que a loja queira limitar a probabilidade de ficar com falta de 
discos durante o tempo de espera a não mais do que 0,02, deter- 
mine a política ótima de estoque da loja. 

3. A demanda diária de filmes para máquinas fotográficas em uma 
loja de presentes situada em um resort é normalmente distribuida 
com média de 300 rolos e desvio-padrão de 5 rolos. O custo de 
permanência de um rolo na loja é $ 0,02. Toda vez que um novo 
pedido de filmes é emitido, a loja incorre em um custo fixo de 
$ 30. A política de estoque da loja recomenda pedir 150 rolos 
sempre que o nivel de estoque cair para 80 unidades e, ao mes- 
mo tempo, manter um estoque de segurança constante de 20 
rolos o tempo todo, 

(a) Levando em conta a política de estoque apresentada, deter- 
mine a probabilidade de a loja ficar com falta de estoque 
durante o tempo de espera. 

(b) Levando em conta os dados apresentados da situação, re- 
comende uma política de estoque para a loja considerando 
que a probabilidade de ficar em falta de filmes durante o 
tempo de espera não ultrapasse 0,10, 


14.1.2 Modelo EOQ probabilistico 


Não há nenhuma razão para acreditar que o modelo EOQ ‘pro- 
babilizado’ dado na Seção 14.1.1 produzirá uma política ótima de 
estoque. O fato de as informações pertinentes sobre a natureza pro- 
babilística da demanda serem inicialmente ignoradas, só para mais 
tarde serem ‘ressuscitadas’ de maneira totalmente independente em 
um estágio posterior dos cálculos, é suficiente para refutar a otima- 
lidade. 


Figura 14.3 
Modelo probabilístico de estoque com falta 
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Para remediar a situação, é apresentado um modelo mais acu- 
rado no qual a natureza probabilistica da demanda é incluída dire- 
tamente na formulação do modelo, 

Diferente do caso na Seção 14.1.1,0 novo modelo permite falta 
de demanda, como demonstra a Figura 14.3. À política recomenda 
fazer um pedido para a quantidade y sempre que o estoque cair até 
o nivel K. Como no caso deterministico, o nivel de renovação de pe- 
dido R é uma função do tempo de espera entre a emissão do pedido 
ca entrega do material. Os valores ótimos de y e R são determina- 
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dos com a minimização do custo esperado por unidade de tempo, 
que inclui a soma dos custos de preparação, permanência e falta. 
© modelo tem três premissas. 


1, Demanda não satisfeita durante o tempo de espera é adiada 
para período futuro, 


2. Não é permitido mais de um pedido pendente. 


3. A distribuição da demanda durante o tempo de espera perma- 
nece estacionária (inalterada) ao longo do tempo, 


Para desenvolver a função custo total por unidade de tempo, 
seja 


f(x) = pdf da demanda, x, durante o tempo de espera 

D = demanda esperada por unidade de tempo 

h = custo de estocagem por unidade de estoque, por unidade 
de tempo 

p = custo de falta por unidade de estoque 

K = custo de preparação por pedido 


Com base nessas definições, os elementos da função custo são 
agora determinados. 


1. Custo de preparação. O número aproximado de pedidos por 
gud E 
unidade de tempo é — , de modo que o custo de preparação 
Ê É KD 
por unidade de tempo é aproximadamente ——. 
V 
2. Custo de estocagem esperado. O estoque médio é 


A (y+ E{R-x})+ E{R-x} 


5 =5+R-E{x} 


A formula é bascada na média dos estoques Inicial e final 
esperados de um ciclo, y + E.R - x) e E[R — x), respectivamente. 
Como uma aproximação, a expressão ignora o caso em que R 
— Elx| pode ser negativo. Portanto, o custo de estocagem espe- 
rado por unidade de tempo é igual a fil. 


3. Custo de falta esperado. Ocorre falta quando x > R. Assim, a 
quantidade esperada de falta por ciclo é 


S= Í d y= R) f(xjde 


Comose considera que p é proporcional apenas à quantidade 
que falta,o custo de falta esperado por ciclo é på e,com base em 


EE 3 : Mr: à 
— ciclos por unidade de tempo, o custo de falta por unidade de 


+ . pds 
tempo é ——. 


A função custo total por unidade de tempo resultante é 


: DK fy mY UR Pore aer 
TOUR) =E sa| Z R- Ea )+ PP foto Ryo 


As soluções para y* e Rº ótimos são determinadas por 


dTCU -( ed PDS o 
do WIZ yE 
TCU | Bes A 
JR =n-(22 | pcayar=0 
Assim, obtemos 


ae [2D(K + pS) j 
A E eee (1) 


Jato de= (2) 
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Como y* e Rº não podem ser determinados em formas fechadas 
com base em (1) e (2), é usado um algoritmo numérico desenvolvi- 
do por Hadley e Whitin (1963, p. 169-174) para achar as soluções, O 
algoritmo converge em um número finito de iterações, contanto que 
exista uma solução viável. 

ara R =Ü, {1) e (2) dão 


. [D(K+pE(x]) 
h 


é, 
; h 
Se 7 > ¥ , existem valores ótimos únicos de ye R. O 


= 


rocedimento 


de solução reconhece que o menor valor de y* é 
alcançado quando $ = 0. 

As etapas do algoritmo são 
2KD 


l 


Etapa 0. Use a solução inicial y, = y* = e determine 


A, = 0. Determine i = 1 e va para a etapa i 

Etapa i. Use y, para determinar R de acordo com a Equação (2). Se 
R, = R, pare; a solução ótima é y* = y, e R" = R. Caso contrário, 
use R na Equação (1) para calcular y. Determine é = i + 1 e repita 
a etapa i. 


Exemplo 14.1-2 


A Electro usa resina em seu processo de fabricação à taxa de 1.000 
galões por mês. À emissão de um pedido para um novo carregamen- 
to custa à Electro $ 100. O custo de estocagem por galão por mês é 
d2,e 0 custo de falta por galão é $ 10. Dados históricos mostram que 
a demanda durante o tempo de espera é uniforme na faixa (0, 100) 
galões. Determine a política ótima de pedidos para a Electro. 

Usando os simbolos do modelo, temos 


D = 1.000 galões por mês 
K = $ 100 por pedido 
h = $ 2 por galão por mês 
p =$ 10 por galão 

Ha] T „02x100 

Elx) = 50 galões 


Em primeiro lugar, precisamos verificar se o problema tem uma 
solução viável. Usando as equações para y e y,obtemos 


2 


= 774,6 galões 


_ Lox 100 


= 5.000 galões 
3 g 


Como y> y existe uma solução única para y* e R*. 
A expressão para $ é calculada por 


pam ead Rr 
S= x- R)—adx = -R450 
Ip ( Too 200 


Usando § nas equações (1) e (2), obtemos 


7E PLANNEY = (100,000 10.0005 galões (3) 


POLA] | 2Y, 
f — dr = erential Nope 
x 100 10x 1.000) 
A última equação dá 


Y 
R, = 100-— 4 
à 0 (4) 
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Agora usamos as equações (3) e (4) para determinar a solução, 
Iteracao 1 


y= Ea = jee = 316,23 galões 
| 


a 
R =100- ae = 93,68 galões 


Iteração 2 


$= x R,+50=0,19971 galões 

Vs = 100.000 + 10.000 x 0,19971 = 319,37 galões 
Portanto, 

R,=100- == = 93,612 

Iteração 3 

Eca Ri — R, +50 = 0,20399 galões 

200 ~“ 

y, = (100.000 + 10.000 x 0,20399 = 319,44 galões 

Assim, 
R, = 100- 22" {93.611 galões 


re 


Como y, = y, € R, = R, a solução ótima é R* = 93,611 galões, 
y* = 31944 galões. O arquivo excelContRev.xls pode ser usado 
para determinar a solução para qualquer grau de precisão desejado. 
A politica Gtima de estoque recomenda pedir aproximadamente 
320 galões sempre que o nível de estoque cair para 94 galões. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 14.1B 


1. Para os dados do Exemplo 14.1-2, determine o seguinte: 

(a) O número aproximado de pedidos por mês. 

(b) O custo de preparação esperado por més. 

(c) O custo de estocagem esperado por més. 

(d) O custo de falta esperado por més. 

(2) A probabilidade de ficar com falta de estoque durante o tem- 
po de espera. 

Resolva o Exemplo 14.1-2 considerando que a demanda duran- 

te o tempo de espera é uniforme entre 0 e 50 galões. 


+2 


+ 
Eh 
x 


No Exemplo 14.1-2, suponha que a demanda durante o tempo 
de espera seja uniforme entre 40 e 60 galões. Compare a solu- 
ção com a obtida no Exemplo 14,1-2 ¢ interprete os resultados. 
(Sugestão: em ambos os problemas, Efx} é o mesmo, mas a variân- 
cia no presente problema é menor.) 

4. Ache a solução ótima para o Exemplo 14.1-2 considerando que 
a demanda durante o tempo de espera é N(100,2*). Conside- 
re que D = 10.000 galões por més, A = $ 2 por galão por més, 
p = $ 4 por galão e K = $ 20. 


14.2 MODELOS DE PERÍODO ÚNICO 


Modelos de estoque de um único periodo ocorrem quando um 
item é pedido somente uma vez para satisfazer a demanda para o 
período. Por exemplo, itens de moda tornam-se obsoletos no final 
da estação. Esta seção apresenta dois modelos que representam os 
casos sem preparação e com preparação. 

Entre os símbolos usados no desenvolvimento dos modelos estão: 


Pesquisa operacional 


K = custo de preparação por pedido 

h = custo de estocagem por unidade durante o período 

p = custo de multa por falta por unidade durante o período 

D = variável aleatória que representa a demanda durante 
o período 

F(D) = Pdf da demanda durante o periodo 

y = quantidade do pedido 

x = estoque à mão antes da emissão de um pedido 


O modelo determina o valor ótimo de y que minimiza a soma 
dos custos esperados de estocagem e falta. Dado y (= y*) ótimo, a 
política de estoque recomenda pedir y* — x se x < y; caso contrário, 
nenhum pedido é emitido, 


14.2.1 Modelo sem preparação (modelo da banca de 
jornais) 


Esse modelo ficou conhecido na literatura como o modelo da 
banca de jornais (o nome clássico original era modelo do jornaleiro) 
porque trata de itens de vida curta, como jornais, 

As premissas desse modelo são: 


1. A demanda ocorre instantaneamente no início do periodo 
imediatamente posterior à entrega do material pedido. 
2. Não é Iincorndo nenhum custo de preparação. 


A Figura 14.4 demonstra a posição de estoque após a demanda, 
D, ser satisfeita. Se D < y, a quantidade y = D é mantida durante o 
periodo. Caso contrário, se D > y, o resultado sera uma quantidade 
D — y de falta. 

O custo esperado para o período. ELC(v)]. é expresso por 


¥ 


E{CQ)} =f (y- D)f(D) dD+ pf (D=y)f(D) dD 
Figura 14.4 
Estoques e falta em um modelo de periodo único 


D<y D>y 


Tempo 


(a) (b) 
Pode-se mostrar que a função E[C(v)) tem um mínimo único 


porque ela é convexa em y. Tomando a primeira derivada de E[C(v)] 
com relação a y e igualando-a a zero, obtemos 


nf f(D) dD-p f f(D) dD=0 


np{D<y}—p(l-P{D<y}\=0 


ou 


ou 


+ 


p+h 


P{D<y'}= 


Esse desenvolvimento considera que a demanda D é continua. 
Se D for discreta, então MD) é definida somente em pontos discre- 
tos ¢ a função custo associada é 


EICO} =A- D) f(D) + p > (D—y) HD) 


E tas) Ee pel 


As condições necessárias para otimalidade são 
E{C(y =- 1)) 2 ECO) e EC + 1)} 2 ECO) 


Essas condições são suficientes porque E(C(v)| é uma função 
convexa. Após algumas manipulações algébricas, a aplicação dessas 
condições dá as seguintes desigualdades para determinar v*: 

P 
PID sy*-1}s —— sPi[Dsy* 
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Exemplo 14.2-1 


© proprietário de uma banca de jornais quer determinar o nu- 
mero de jornais USA Now que ele deve ter em estoque no início 
de cada dia. O proprietário paga 30 centavos por um exemplar e o 
vende por 75 centavos. O horário típico da venda de jornais ocorre 
entre 7 e & horas da manhã. Os jornais que sobram no final do dia 
são reciclados e resultam em uma receita de 5 centavos por exem- 
plar. Quantos exemplares o proprietário da banca deve ter em esto- 
que toda manhã considerando que a demanda para o dia pode ser 
descrita como 
(a) Uma distribuição normal com média de 300 exemplares e 
desvio-padrão de 20 exemplares. 
(b) Uma pdf discreta, AD), definida conforme demonstrado na 
Tabela 14.1. 


Tabela 14.1 Pdf discreta 
D 200 220 300 320 340 
HD) 01. 02 04 02 01 


Os custos de estocagem e multa não são definidos diretamente 
nessa situação. Os dados do problema indicam que cada exemplar não 
vendido custará ao proprietário da banca 30 — 5 = 25 centavos e que 
a multa por ficar com falta de estoque é 75 = 30 = 45 centavos por 
exemplar. Portanto, em termos dos parâmetros do problema de es- 
toque, temos A = 25 centavos por exemplar por dia e p = 45 centavos 
por exemplar por dia. 

Em primeiro lugar, determinamos a razão crítica como 


Caso (a). À demanda D é N(300, 20°). Podemos usar a planilha ex- 
celStatTables.xls para determinar a quantidade ótima de pedido di- 
gitando 300 em F15,20 em G15 e 0,643 em L15, o que dá a resposta 
desejada de 307,33 jornais em R15. Como alternativa, podemos usar 
a tabela da normal padronizada dada no Apêndice B. Defina-se 


D-300 
20 


= 
Portanto, pelas tabelas 


Plz < 0,366} = 0,643 


Ou + 


y — 300 
20 
Assim, y* = 307,3. O pedido ótimo é aproximadamente 308 exem- 
plares, 


= 0,366 


Caso (b). A demanda D segue uma pdf discreta, {(P). Em primeiro 
lugar, determinamos a CDF PID s y} como mostrado na Tabela 
14.2. 


Tabela 14.2 Determinação da CDF PID s y} 
y 200 220 300 320 340 
PliD<y|) 01 03 OF 09 10 


Para a razão crítica calculada de 0,643, temos 
P(D < 220) < 0,643 = P(D = 300) 


Então, decorre simplesmente que y* = 300 exemplares. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 14.2A 


1. No caso do modelo de período único, mostre que, para a deman- 
da discreta, a quantidade ótima de pedido é determinada por 


PID <y*-1}< qa <PD<y'] 
P 


+h 
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2. A demanda por um item durante um periodo único ocorre 
instantancamente no início do período. A pdf associada é uni- 
forme entre 10 e 15 unidades, Devido à dificuldade de estimar 
os parâmetros de custo, a quantidade de pedido é determinada 
de modo tal que a probabilidade de haver excesso ou falta não 
ultrapasse 0,1. É possível satisfazer as duas condições simulta- 
ncamente? 

*3. O custo unitário de estocagem em uma situação de estoque de 
período único é $ 1. 5e a quantidade do pedido for quatro uni- 
dades, ache a faixa permissivel do custo unitário de multa su- 
bentendido pelas condições ótimas. Considere que a demanda 
ocorre instantaneamente no início do período e que a pdf da 
demanda associada é dada na Tabela A. 


Tabela A 


D o i 2 3 4 5 6 7 8 


AD) 005 01 01 02 025 025 0.05 0,05 0,05 


4. A livraria da Universidade A oferece um programa de cópia 
de anotações de aulas para professores participantes. O profes- 
sor Yataha leciona para uma classe de calouros cujo número de 
alunos esperado é uniformemente distribuído entre 200 e 250, 
A produção de cada cópia custa à livraria $ 10 e cada unidade 
é vendida aos estudantes por $ 25. Eles compram seus livros 
no início do semestre. Todas as cópias não vendidas das anota- 
ções do professor Yataha são picotadas para reciclagem. Porém, 
quando o estoque de cópias da livraria se esgota, nenhuma có- 
pia adicional é produzida e cabe aos estudantes a responsabi- 
lidade de conseguir suas cópias de outras fontes. Se a livraria 
quiser maximizar sua receita, quantas cópias deve imprimir? 

5. A QuickStop oferece a seus clientes café e rosquinhas às 6 horas 
da manhã todo dia. A loja de conveniência compra as rosqul- 
nhas por 7 centavos a unidade ¢ as vende por 25 centavos cada, 
até as 8 horas, Depois das & horas, as rosquinhas são vendidas 
por 5 centavos cada, O número de clientes que compram ros- 
quinhas entre 6 e & horas é distribuído uniformemente entre 30 
e 50,e cada um deles costuma pedir três rosquinhas com o café, 
Aproximadamente quantas dúzias de rosquinhas a QuickStop 
deve ter em estoque toda manhã para maximizar a receita? 

"6. A Colony Shop está fazendo estoque de casacos pesados para 
o próximo inverno. À loja paga $ 50 por um casaco e o vende 
por $ 110. No final do inverno, a Colony oferece os casacos a 
$ 55 cada. À demanda para casacos durante o inverno é maior 
do que 20, porém menor ou igual a 30, todas com probabili- 
dades iguais. Como o inverno é curto, o custo unitário de 
estocagem é desprezivel. Além disso, o gerente da Colony não 
acredita que a loja sofrerá qualquer dano financeiro se hou- 
ver falta de casacos. Determine a quantidade ótima de pedido 
que maximizirá a receita para a Colony Shop. Você pode usar 
aproximação contínua. 

7. No caso do modelo de período único, suponha que o item seja 
consumido uniformemente durante o período (em vez de ins- 
tantaneamente no início do período). Desenvolva o modelo de 
custo associado e ache a quantidade ótima de pedido. 


8. Resolva o Exemplo 14.2-1 considerando que a demanda é 
contínua e uniforme durante o período e que a pdf da de- 
manda é uniforme entre 0 e 100. (Sugestão: use os resultados 
do Problema 7.) 


14.2.2 Modelo com preparação (politica s-5) 


O presente modelo é diferente do modelo da Seção 14.2.1 no 
sentido de que é incorrido um custo de preparação K. Usando a 
mesma notação, o custo total esperado por período é 


E{C(y)}=K+E{C(y)} 


=K+hy (y~D) f(D) dD + py (D= 3) f(D) dD 
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Como mostrado na Seção 14.2.1, o valor ótimo y* deve satis- 
fazer 


p 
Piy Ss y*]= 
sy] p+h 


Como K é constante, o valor mínimo de EIC (v)] também deve 
ocorrer em vê. 

Na Figura 14.5, 8 = y* c o valor de s (< $) é determinado com 
base na equação 


ELC(s)] = EIC(S)) = K + EIC(S)|,s <8 


A equação dá um outro valor s, (> $), que é descartado. 

Dado que a quantidade à mão antes da emissão de um pedido 
é x unidades, quanto deve ser pedido? Essa questão é investigada 
sob três condições: 


l.x<s 
asaras 
dx>s 


Caso 1 (x <s). Como x já está à mão, seu custo equivalente é dado 
por E[C(x)). Se qualquer quantidade adicional y = x (y > x) for pe- 
dida, o custo correspondente dado y é EJC(y)]. que inclui o custo de 
preparação K. Pela Figura 14,5, temos 


min E{C(S)| = E(C(S))< E{C(x)} 


Assim, a politica ótima de estoque nesse caso é pedir $ — x uni- 
dades. 


Figura 14.5 
Politica s-S ótima de pedido em um modelo de período único com 
custo de preparação 


EICO) 


| E{C(y)) 
E(C(S)] 


E{C(S)} 


5 S S] y 


Pedir Não pedir 


Caso 2 (s <x £$). Pela Figura 14.5, temos 
E{C(x)} £ min E{C(y)} = E(C(S)) 


Portanto, nesse caso não é vantajoso emitir um pedido, Em con- 
sequência, y* = xX. 


Caso 3 (x > 5). Pela Figura 14.5, temos, para y > x, 
E{C(x)} < ENC (O) 


Essa condição indica que, nesse caso, não é vantagem emitir um 
pedido, isto é, y* = x. 
A política ótima de estoque, frequentemente denominada poti- 
tica 5-5, é resumida como 
Se x <s, pedir S-x 


Se x 2s, não pedir 


A otimalidade da política s-5 é garantida porque a função custo 
associada é convexa. 
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Exemplo 14.2-2 


A demanda diária para um item durante um período único 
ocorre instantaneamente no início do periodo. A pdf da demanda é 
uniforme entre O e 10 unidades. O custo unitário de permanência do 
item durante o periodo é $ 0,50 e o custo unitário de multa por ficar 
com falta de estoque é $ 4,50. Toda vez que um pedido é emitido, o 
custo incorrido é $ 25. Determine a política ótima de estoque para 
o item. 

Para determinar y* considere 

P 4,5 


pth 45405. 


Também, 


P{Dsy'}= i mdb - z 


Portanto, $ = y* = 4, 
A função custo esperado é dada por 


E{c(y)} =05f" ol y-DJdD+45["(D-s)dD 
=(,25y" —4,5y +22,5 
O valor de s é determinado resolvendo 
ELC(s)]= K + ECS) 
Isso resulta em 
0.25s" — 4,55 + 22,5 = 25 + 0,258" - 4,58 + 22,5 


Figura 14.6 
Politica s-§ aplicada ao Exemplo 14.2-2 


EfCiy)} 


Faixa 
inviavel 


Dado $ = 9, a equação precedente se reduz a 
s-18-19=0 


A solução dessa equação é s = -l ou s = 19, O valor de s > 5 é 
descartado. Como o valor remanescente é negativo (=—1),s não tem 
nenhum valor viável (Figura 14.6). Essa conclusão costuma aconte- 
cer quando a função custo é “plana” ou quando o custo de prepara- 
ção é alto em relação aos outros custos do modelo, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 14.2B 


=], Determine a política ótima de estoque para a situação do Exem- 
plo 14.2-2 considerando que o custo de preparação é 3 5. 

2. No modelo de periodo único da Seção 14.2.1, suponha que o 
modelo maximize o lucro e que o custo de preparação incorrido 
seja K. Dado que r é o custo unitário de venda e usando a infor- 
mação da Seção 14.2.1, desenvolva uma expressão para o lucro 
esperado e determine a quantidade ótima de pedido. Resolva o 
problema numericamente para r=83,c=$2,p=$4 h=ble 
K = $ 10. A pdf da demanda é uniforme entre O e 10, 
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3. Volte ao Problema 5, Conjunto 14.24, e resolva-o considerando 
que há um custo fixo de $ 10 associado com a entrega de rosqui- 
nhas. 


14.3 MODELO MULTIPERÍODOS 


Esta seção apresenta um modelo multiperíodos com a premissa 
de não haver nenhum custo de preparação. Ademais, o modelo per- 
mite fornecimento posterior de demanda não satisfeita e intervalo 
de tempo zero entre a emissão do pedido e a entrega do material. 
Considera também que a demanda D em qualquer periodo é deseri- 
ta por uma pdf estacionária, AD). 

O modelo multiperíodos considera o valor descontado do 
dinheiro. Se a (< 1) éo fator de desconto para o período, então uma 
quantia $ A disponível n periodos a partir de agora tem um valor 
presente de $a"A. 

Suponha que a situação de estoque abranja n periodos e que a 
demanda não satisfeita possa ser adiada por exatamente um perío- 
do, Defina-se 


Fix) = máximo lucro esperado para os períodos /,i + 1,...,e n, 
dado que x, é a quantia à mão antes da emissão de um 
pedido no periodo é 


Usando a notação da Seção 14.2 e considerando que c e r são o 
custo é a receita por unidade, respectivamente, a situação de esto- 
que pode ser formulada usando o seguinte modelo de programação 
dinâmica (veja Capítulo 22, disponível em inglês no site do livro): 


E(x,)= max fely, -x,)+ | [D -h(y,-D\]/(D) dD 


+| [r y, +ar(D—-y, )- p(D=y, j| f(D) dD 


+af F (3,- D)F(D)dD}, PELO sh 
no qual E (y,— D) =0. O valor de x, pode ser negativo porque a 
demanda não satisfeita é adiada para fornecimento futuro. A quan- 
tidade or(D — y) na segunda integral é incluída porque (D — y,) 
é a demanda não satisfeita no período i que deve ser cumprida no 
período s+ 1. 

© problema pode ser resolvido recursivamente. Para o caso em 
que o número de períodos é infinito, a equação recursiva se reduz a 


F(x)= max} —c(y—x)+ [LD = (p= D)| f(D) dD 


you | 


+) [ry+ar(D-y)-p(D-y)] f(D) dD 


+00] F(y-D)f( D)aD| 
na qual x e y são os níveis de estoque para cada período antes e 
depois do recebimento de um pedido, respectivamente. 

O valor ótimo de y pode ser determinado pelas seguintes con- 
dições necessárias que, por acaso, também são suficientes porque a 
função receita esperada F(x) é côncava, 


> =-c-h{’ f(D) dD+ | [(1-a)r+ p] f(b) dD 


raj POD) f(DIdD=0 
o dy 


Fily- D) 


O valor d 
> valor de 3 


é determinado da seguinte maneira. Se 


houver f (> 0) unidades a mais à mão no início do período seguinte, 
o lucro para o próximo período aumentará em þ, porque o próximo 


pedido não precisará conter essa quantidade. Isso significa que 
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dg, 
dy 


Portanto, a condição necessária se torna 
-c—h[ f(D) dD+[(I-a)r+ PJ! -Í ø p)dD) ac], f(D)dD =0 


Sendo assim, o nivel ótimo de estoque v* é determinado por 


IE HDD = p+(l-aj(r—-c) 
0 pth+(l-@)r 

Assim, a política ótima de estoque para cada período, dado seu 
nível de estoque de entrada x, é dada por 


Sex < y*, pedir y* -x 
Sex 2y*, não pedir 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 14.34 


1, Considere um modelo probabilístico de estoque de dois perio- 
dos no qual a demanda é adiada para fornecimento futuro e o 
intervalo entre o pedido e a entrega é zero. A pdf de demanda 
por período é uniforme entre 0 e 10, e os parâmetros de custo 
são dados como 


Preço unitário de venda = $ 2 

Preço unitário de compra = $ 1 

Custo unitário de estocagem por mês = $ 0,10 
Custo unitário de multa por mês = $3 

Fator de desconto = 0,8 


Ache a política ótima de estoque para os dois períodos consi- 
derando que o estoque inicial para o período | é zero. 
*2. A pdf da demanda por período em um modelo de estoque de 
projeção infinita é dada por 


f(D) =0.08D,0< D<5 
Os parâmetros unitários de custo são 


Preço unitário de venda = $ 10 

Preço unitário de compra = $8 

Custo unitário de estocagem por mês = $0,1 
Custo unitário de multa por mês = $ 10 
Fator de desconto = 0,9 


Determine a política ótima de estoque considerando interva- 
lo zero entre pedido e entrega e que a demanda não cumprida é 
adiada para fornecimento futuro, 

3. Considere uma situação de estoque de horizonte infinito com 
intervalo zero entre pedido e entrega, e possibilidade de de- 
manda adiada para fornecimento futuro. Desenvolva a política 
ótima de estoque com base na minimização do custo dado que 


Custo de permanência para z unidades = hz” 
Custo de multa para z unidades = px” 


Mostre que, para o caso especial em que A = p, a solução óti- 
ma é independente da pdf da demanda. 
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Capitulo 15 


oo o. 


Sistemas de filas 


Guia do capítulo. O objetivo da análise de filas é oferecer um serviço 
razoavelmente satisfatório a clientes à espera. Diferente das outras 
ferramentas de PO apresentadas nos capítulos anteriores, a teoria de 
filas não é uma técnica de otimização. Mais exatamente, determina as 
medidas de desempenho de filas de espera, como o tempo médio de 
espera em fila e a produtividade da instalação de serviço, que então 
podem ser usadas para projetar a instalação do serviço. 

Este capítulo enfatiza a implementação de resultados de filas na 
prática. Contudo, para apreciar o lado prático das filas em sua totalida- 
de, você precisará de um razoável entendimento da teoria subjacente, 
Por essa razão, o capítulo começa com a apresentação da propriedade 
de ‘aleatonedade total’ de duas importantes distribuições: a de Poisson 
e a exponencial. Esse ponto é importante porque ajuda a identificar as 
situações nas quais os resultados de filas se aplicam na prática. 

Resultados de filas envolvem dificeis fórmulas de cálculo e reco- 
mendamos que você use a planilha excelPoissonQ.xls ou o TORA para 
executa-las. Você verá que o TORA é util para comparar vários cená- 
nos O TORA é usado em todo este capítulo para executar os cálculos, 
O grosso da discussão se concentra nas interpretações práticas dos re- 
sultados Recomendamos que você siga o mesmo procedimento quan- 
do tentar resolver os problemas deste capítulo. Dessa maneira, você 
não ficará “atolado” nos tediosos detalhes do cálculo e poderá testar 
imediatamente diferentes cenários de modo conveniente. 

Este capítulo inclui um resumo de 2 aplicações reais, 17 exem- 
plos resolvidos, 2 gabaritos em Excel, 137 problemas de final de se- 
ção e 5 casos. Os casos estão no Apêndice E, disponível em inglés 
no site do livro. Os programas em AMPL/Excel Solver/TORA estão 
na pasta chláFiles, 


Aplicação real — Análise de um sistema de transporte 
interno de uma fábrica 


Uma fábrica utiliza três caminhões para transportar materiais. Os 
caminhões esperam em um estacionamento central até serem requisi- 
tados. Para atender a uma requisição um caminhão se dirigirá à locali- 
dade do cliente, levará uma carga até seu destino e então retornará ao 
estacionamento central. O principal usuário do serviço é a produção, 
seguida da oficina é da manutenção; porém, ocasionalmente, outros 
departamentos também requisitam a utilização dos caminhões. Re- 
clamações sobre o longo tempo de espera por um caminhão livre 
levaram os usuários, em especial os da produção, a requisitar a adi- 
ção de um quarto caminhão à frota. Essa é uma aplicação incomum, 
porque a teoria de filas é usada para mostrar que a origem das longas 
esperas se deve, em grande parte, à logística e que, com uma simples 
alteração no procedimento operacional do conjunto de caminhões, 
não será preciso um quarto caminhão. O Caso 14 do Capítulo 24, dis- 
ponivel em inglés no site do livro, dá os detalhes do estudo. 


15.1 POR QUE ESTUDAR FILAS? 


Esperar por um serviço faz parte de nossa vida diária. Espera- 
mos para comer em restaurantes, “fazemos fila” nos caixas dos su- 
permercados e também nas agências do correio. E o fenômeno da 
espera não é uma experiência limitada somente aos seres humanos: 
tarefas aguardam para serem processados em uma máquina, avi- 
des sobrevoam uma área antes de terem permissão de aterrissar em 
um aeroporto e carros param em semáforos. À espera não pode ser 


completamente eliminada sem incorrer em despesas desproporcio- 
nais, e a meta é reduzir o impacto adverso a níveis “toleráveis”. 

O estudo de filas trata da quantificação do fenômeno da espera em 
filas usando medidas representativas de desempenho como o compri- 
mento médio de uma fila, o tempo médio de espera em fila e a média 
de utilização da instalação, O exemplo a seguir demonstra como essas 
medições podem ser usadas para projetar uma instalação de serviço. 


Exemplo 15.1-1 


O McBurger é um restaurante de fast-food com três caixas 
registradoras. O gerente contratou um estudo para investigar re- 
clamações sobre a lentidão do serviço. O estudo revelou a relação 
entre o número de caixas registradoras e o tempo de espera pelo 
serviço como demonstrado na Tabela 15.1. 


Tabela 15.1 Relação entre número de caixas registradoras e tempo 
de espera 
Nº de caixas | 2 3 


Tempo médio 
de espera (min) 162 103 69 48 29 19 13 


Um exame desses dados mostra um tempo médio de espera de 
7 minutos para a presente situação com três caixas. São necessárias 
cinco caixas para reduzir o tempo de espera para cerca de 3 minutos. 


Comentários. Os resultados da análise de filas podem ser usados no 
contexto de um modelo de otimização de custo pelo qual procuramos 
a minimização da soma de dois custos: o custo de oferecer o serviço e 
o custo da espera. A Figura 15.1 apresenta um típico modelo de custo 
(em dólares por unidade de tempo) no qual o custo do serviço aumenta 
com o aumento do nível de serviço (por exemplo, o número de caixas 
registradoras). Ao mesmo tempo, o custo de espera diminui com o au- 
mento do nível de serviço, O principal obstáculo à implementação de 
modelos de custo é a dificuldade de obter estimativas confiáveis do cus- 
to de espera, em particular quando o comportamento humano é uma 
parte integral da operação. Essa questão será discutida na Seção 15.9, 


Figura 15.1 
Modelo de decisão de filas baseado em custo 


Custo operacional 
da instalação de 
serviço por 
unidade de tempo 


Custo total 


Custo 


Custo de clientes 
à espera por 
unidade de tempo 


Nivel ótimo 
de serviço 


Nivel de serviço 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.1A 


+1 Suponha que uma análise mais aprofundada do restaurante Me- 
Burger revele os resultados adicionais mostrados na Tabela A. 


Tabela A 


Nº de caixas | 2 3 4 5 6 T 
Ociosidade (% ) 0 8 2 18 29 36 42 


(a) Qual é a produtividade da operação (expressa como a por- 
centagem de tempo em que os empregados estão ocupa- 
dos) quando o número de caixas for cinco? 

(b) O gerente quer manter o tempo médio de espera em cerca 
de 3 minutos e, ao mesmo tempo, manter a eficiência da ins- 
talação em aproximadamente 90%. As duas metas podem 
ser alcançadas? Explique. 

2. A Acme Metal Jobshop está em processo de comprar uma 
furadeira multiuso. Há dois modelos disponíveis, A e B, cujos 
custos operacionais por hora são $ 18 e $ 25, respectivamente, 
O modelo A é mais lento do que o modelo £. A análise de filas 
de máquinas semelhantes mostra que, quando A é usada, o nú- 
mero médio de serviços na fila é 4,0 que é 30% maior do que 
o tamanho da fila em 8. Um serviço atrasado representa perda 
de receita estimada pela Acme em $ 10 por serviço à espera por 
hora. Qual dos modelos a Acme deve comprar? 


15.2 ELEMENTOS DE UM MODELO DE FILAS 


Os principais protagonistas de uma situação de fila são o cliente 
e o servidor. Clientes são gerados por uma fonte. Ao chegarem a 
uma instalação de serviço, podem iniciar O serviço imediatamente 
ou esperar em uma fila se uma instalação de serviço estiver ocupa- 
da. Quando uma instalação conclui um serviço. “chama” automatica- 
mente um cliente que está à espera na fila se houver algum, Se a fila 
estiver vazia, a instalação ficará ociosa até chegar um novo cliente. 

Do ponto de vista da análise de filas, a chegada de clientes é 
representada pelo intervalo de tempo entre clientes sucessivos, e O 
serviço é descrito pelo tempo de serviço (ou de atendimento) por 
cliente. De modo geral, os intervalos de tempo entre chegadas e 
os tempos de serviço podem ser probabilísticos, como no funcio- 
namento de uma agência de correio, ou determinísticos, como na 
chegada de candidatos a entrevistas de emprego. 

O tamanho da fila desempenha um papel na análise de filas ¢ 
pode ser fimto, como na área de segurança entre duas máquinas su- 
cessivas, ou pode ser infinito, como em serviços de mala direta, 

A disciplina da fila, que representa a ordem na qual os clientes 
são selecionados em uma fila, é um importante fator na análise de 
modelos de filas. À mais comum é primeiro a chegar, primeiro a ser 
servido (FCFS = first come, first served). Entre outras disciplinas, 
citamos último a chegar, primeiro a ser servido (LCFS — last come, 
first served) e serviço em ordem aleatória (Siro — service in random 
order). Clientes também podem ser selecionados da fila com base 
em alguma ordem de prioridade. Por exemplo, serviços urgentes em 
uma oficina são processados antes dos serviços comuns, 

O comportamento dos clientes em filas desempenha um papel 
na análise da fila de espera, Clientes “humanos” podem trocar de 
uma fila para outra na esperança de reduzir o tempo de espera. 
Também podem desistir de se juntar a uma fila por causa de uma 
longa espera prevista ou podem abandonar uma fila porque estão 
esperando há muito tempo. 

O projeto da instalação ou do dispositivo de serviço pode incluir 
servidores paralelos (por exemplo, agências de correio ou opera- 
ções bancárias). Os servidores também podem ser organizados em 
séries (por exemplo, tarefas processadas em máquinas sucessivas) 
ou podem ser organizados em rede (por exemplo, roteadores em 
uma rede de computadores). 

A fonte da qual clientes são gerados pode ser finita ou infini- 
ta. Uma fonte finita limita a chegada de clientes para serviço (por 
exemplo, máquinas que precisam de serviços de manutenção). Uma 
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fonte infinita é sempre abundante (por exemplo, telefonemas que 
chegam a uma central de telefonia). 

Variações nos elementos de uma situação de fila dão origem a 
uma variedade de modelos de fila. Este capítulo dá exemplos desses 
modelos. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.2A 


1. Em cada uma das seguintes situações, identifique o cliente e o 
servidor: 
*(a) Aviões que chegam a um aeroporto. 
*(b) Táxis parados que atendem a passageiros à espera. 
(c) Ferramentas retiradas da ferramentaria em uma oficina de 
usinagem. 
(d) Cartas processadas em uma agência de correio, 
(e) Matrícula para aulas em uma universidade. 
(D Casos judiciais. 
(g) Operação de caixas registradoras em um supermercado. 
*(h) Funcionamento de um estacionamento, 


2. Para cada uma das situações do Problema 1, identifique o se- 
guinte: a) natureza da fonte de usuários (finita ou infinita); b) 
a natureza dos clientes que chegam (individualmente ou em 
lote): c) o tipo de intervalo de tempo entre chegadas (proba- 
bilistico ou deterministico); d) definição e tipo de tempo de 
serviço; e) capacidade da fila (finita ou infinita) e f) disciplina 
da fila, 

3. Estude o sistema descrito a seguir e identifique as situações 
de fila associadas. Para cada situação, defina os clientes, o(s) 
servidor(es), a disciplina da fila, o tempo de serviço, o compri- 
mento máximo da fila e a fonte de usuários. 

Ordens de serviço são recebidas em uma oficina para pro- 
cessamento. Ao recebê-las, o supervisor decide se o serviço é 
comum ou urgente. Algumas ordens de serviço requerem a uti- 
lização de uma única máquina entre várias idênticas. As ordens 
de serviço restantes são processadas em uma das duas linhas 
de produção de dois estágios existentes. Em cada grupo, uma 
instalação é designada para tratar dos serviços urgentes. 

Serviços que chegam a qualquer uma das instalações são 
processados em ordem de chegada. As ordens de serviço con- 
cluidas são enviadas a um setor de expedição com capacidade li- 
mitada, de onde são despachadas imediatamente ao chegarem, 

Uma ferramentaria central fornece ferramentas afiadas 
para as diferentes máquinas. Quando uma máquina quebra, 
um mecânico de manutenção é chamado na central de manu- 
tenção para consertá-la. Máquinas que trabalham em ordens 
de serviço urgentes são sempre tratadas com prioridade, tan- 
to na aquisição de novas ferramentas quanto no serviço de 
manutenção, 

4. Falso ou verdadeiro? 

(a) Um cliente impaciente à espera pode preferir abandonar a fila. 

(b) Se um cliente, ao chegar, previr um longo tempo de espera, 
pode preferir desistir da fila. 

(c) Trocar de uma fila para outra visa reduzir o tempo de espera. 


un 


Em cada uma das situações do Problema 1, discuta a possibili- 
dade de um chente trocar, desistir ou abandonar a fila. 


15.3 PAPEL DA DISTRIBUIÇÃO EXPONENCIAL 


Em grande parte das situagdes de fila, a chegada de clientes 
ocorre de modo totalmente aleatório. Aqui, a aleatoriedade signifi- 
ca que a ocorrência de um evento (por exemplo, a chegada de um 
cliente ou a conclusão de um servico) não é influenciada pelo tempo 
transcorrido desde a ocorrência do último evento. 

Intervalos de tempo entre chegadas aleatórias e tempos de ser- 
viço também aleatórios são descritos quantitativamente em mode- 
los de fila pela distribuição exponencial, que é definida como 


Ho) = hM *,1>0 
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A Seção 12.4.3 mostra que, para a distribuição exponencial 
101 
Elt|= i 
P<T)=| Ae*at 


el 1 -E Ar 

A definição de Elr| mostra que À é a taxa por unidade de tempo 
à qual são gerados eventos (chegadas ou partidas). O fato de a dis- 
tribuição exponencial ser completamente aleatória é ilustrado pelo 
seguinte exemplo: se agora for 8h20 da manhã è a última chegada 
ocorreu às Sh02, a probabilidade de a próxima chegada ocorrer às 
8h29 é uma função apenas do intervalo entre Sh20 e 8h29, e é total- 
mente independente do tempo que transcorreu desde a ocorrência 
do último evento (de 8h02 a 8h20). Esse resultado é denominado 
ausência ou falta de memória da distribuição exponencial. 

Seja a distribuição exponencial, ft), representante do tempo, 
f, entre eventos sucessivos. Se 5 for o intervalo de tempo desde a 
ocorrência do último evento, então a propriedade da falta de me- 
morta implica que 


Plr> T+ Sire> S}=Plr> T] 


‘ara provar esse resultado, observamos que, para a distribuição 
exponencial cuja média é 1/A, 


Plt>Y)=1-Plt<Y|=e” 


Assim, 
Ph T+ Sit>S}= Pl ort Si > 3] = Plt > T E 5) 
Pit > 5) Plt > $} 
ee 
= Es — = prt 
Fee 
=Plt>T] 


Exemplo 15.3-1 


Uma maquina em serviço sempre tem uma unidade sobressa- 
lente para imediata substituição em caso de falha. O tempo até a 
falha da máquina (ou sua unidade sobressalente) é exponencial ¢ 
ocorre a cada 5 horas, em média. O operador da máquina reclama 
que a máquina “tem mania” de quebrar toda noite perto de 20h30. 
Analise a reclamação do operador. 

A taxa média de falha da máquina é À = 1/5 = 0,2 falha por hora. 
Assim, a distribuição exponencial do tempo até a Talha é 


fit) = 0,2e°,1> 0 


Em relação à reclamação do operador, para começo de conver- 
sa sabemos que ela não pode ser correta porque conflita com o fato 
de o tempo entre quebras ser exponencial e, em consequência, total- 
mente aleatório. A probabilidade de uma falha ocorrer às 20h30 não 
pode ser usada nem para confirmar nem para refutar a reclamação 
do operador porque o valor de tal probabilidade depende da hora 
do dia (em relação às 20h30) em que ela é calculada. Por exemplo, 
se agora forem 20h20, a probabilidade de a reclamação do operador 
ser correta esta noite é 


pl < 2) =] - 6°" = 0,3278 


que é baixa. Se agora for | da madrugada, a probabilidade de uma 
falha ocorrer até as 20h30 aumenta para aproximadamente 0,777 
(verifique!). Esses dois valores extremos mostram que a reclamação 
do operador não pode ser apoiada. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.3A 


1. (a) Explique o que você entende da relação entre a taxa de che- 
gada À e o intervalo de tempo médio entre chegadas. Quais são 
as unidades que descrevem cada variável? 


2. 


*7, 
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(b) Em cada um dos seguintes casos, determine a taxa média de 
chegada por hora, 4,¢ o intervalo médio entre chegadas em 
horas, 

*(i) Ocorre uma chegada a cada 10 minutos. 
(ii) Ocorrem duas chegadas a cada 6 minutos. 
(iii) O número de chegadas em um periodo de 30 minutos é 10, 
(iv) O intervalo médio entre chegadas sucessivas é 0,5 hora. 

(c) Em cada um dos seguintes casos, determine a taxa média de 
atendimento por hora. yu, e o tempo médio de atendimento 
em horas. 

*(i) Um atendimento é concluído a cada 12 minutos, 
(ii) Ocorrem duas partidas a cada 15 minutos. 
(iii) O número de clientes atendidos em um período de 30 
minutos é 5. 
(iv) O tempo médio de atendimento é 0,3 hora. 

No Exemplo 15.3-1, determine o seguinte: 

(a) O número médio de falhas em 1 semana, considerando que 
o serviço é oferecido 24 horas por dia, 7 dias por semana, 

(b) A probabilidade de no mínimo uma falha em um período 
de 2 horas. 

(c) A probabilidade de a próxima falha não ocorrer durante as 
próximas 3 horas. 

(d) Se nenhuma falha ocorreu 3 horas após a última falha, qual 
é a probabilidade de o intervalo de tempo entre falhas ser 
no mínimo 4 horas? 


O tempo entre chegadas na Agência da Receita Federal se dis- 
tribui conforme uma exponencial com valor médio 0,05 hora. A 
agência abre às 8 da manhã. 
*(a) Expresse a distribuição exponencial que descreve o inter- 
valo de tempo entre chegadas. 
*(b) Ache a probabilidade de nenhum cliente chegar à agência 
até as 8h15, 

(c) Agora são $h35. O último cliente entrou na agência às 85h26, 
Qual é a probabilidade de o próximo cliente chegar antes 
das 8h587 E de não chegar até as &h40? 

(d) Qual é o número médio de clientes que chegam entre 8h10 
e Shas? 


Suponha que o tempo entre quebras para uma maquina se dis- 
tribua conforme uma exponencial com média de 6 horas, Se a 
maquina trabalhou sem falhas durante as ultimas 3 horas, qual 
é a probabilidade de ela continuar sem falha durante a próxima 
hora? E de quebrar durante a próxima 0,5 hora? 


O tempo entre chegadas à sala de jogos do grêmio estudantil se 

distribui conforme uma exponencial com média de 10 minutos, 

(a) Qual é a taxa de chegada por hora? 

(b) Qual é a probabilidade de nenhum estudante chegar à sala 
de jogos durante os próximos 15 minutos? 

(c) Qual é a probabilidade de no mínimo um estudante chegar 
à sala de jogos durante os próximos 20 minutos? 

O gerente de um novo restaurante de fast-food quer quantifi- 

car o processo de chegada de clientes estimando a fração do 

intervalo de tempo entre chegadas que será a) menos do que 2 

minutos; b) entre 2 e 3 minutos; e c) mais do que 3 minutos. A 

taxa de chegadas em restaurantes semelhantes é de 35 clientes 

por hora. O intervalo de tempo entre chegadas é distribuído 

conforme uma exponencial, 


Ann e Jim, dois empregados de um restaurante de fast-food. 
jogam o seguinte jogo enquanto esperam pela chegada de clien- 
tes: Jim paga 2 centavos a Ann se o próximo cliente não chegar 
dentro de 1 minuto; caso contrário, Ann paga 2 centavos a Jim. 
Determine o retorno médio de Jim em um período de 8 horas. 
O intervalo de tempo entre chegadas se distribui conforme uma 
exponencial com média de 1,5 minuto. 

suponha que no Problema 7 as regras do jogo sejam tais que 
Jim pague 2 centavos a Ann se o próximo cliente chegar após 
1,5 minuto, e Ann paga igual quantia a Jim se a próxima chega- 
da ocorrer dentro de 1 minuto. Para chegadas dentro da faixa 
de 1 a 1,5 minuto, o jogo fica empatado. Determine o retorno 
esperado de Jim em um período de 8 horas. 
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9, No Problema 7,suponha que Ann pague 2 centavos a Jim se a próxi- 
ma chegada ocorrer dentro de | minuto, ¢ 3 centavos se o intervalo 
de tempo entre chegadas estiver entre | e 1,5 minuto, Ann recebe 
5 centavos de Jim se o intervalo de tempo entre chegadas estiver 
entre 1,5 e 2 minutos, e 6 centavos se for maior do que 2 minutos 
Determine o retorno esperado de Ann em um periodo de 8 horas. 


*10. Um cliente que chegar ao restaurante de fast-food McBurger den- 
tro de 4 minutos da partida do cliente imediatamente precedente 
receberá um desconto de 10%. Se o intervalo de tempo entre che- 
gadas estiver entre 4 e 5 minutos, o desconto é de 6%. Se o interva- 
lo de tempo entre chegadas for maior do que 5 minutos, o cliente 
ganha 2% de desconto. O intervalo de tempo entre chegadas segue 
uma distribuição exponencial com média de 6 minutos, 

(a) Determine a probabilidade de um cliente que chegar rece- 
ber um desconto de 10%. 
(b) Determine o desconto médio por cliente que chegar. 


11. Sabe-se que o tempo entre falhas de um refrigerador Kenco- 
re se distribui conforme uma exponencial com valor médio de 
9,000 horas (com aproximadamente | ano de operação), e aem- 
presa emite uma garantia de 1 ano para o refrigerador. Quais 
são as chances de um conserto ser coberto pela garantia? 

12. A Universidade de A opera duas linhas de ônibus no campus: 
vermelha e amarela. A linha vermelha atende ao campus norte 
¢ alinha verde ao campus sul, e há uma estação de transferência 
que liga as duas linhas. Os ônibus verdes chegam aleatoriamen- 
te (o intervalo de tempo entre chegadas segue uma distribuição 
exponencial) à estação de transferência a cada 10 minutos. Os 
ônibus vermelhos chegam aleatoriamente a cada 7 minutos. 

(a) Qual é a distribuição de probabilidade do tempo de espera 
de um estudante que chega pela linha vermelha e quer pe- 
gar a linha verde? 

(b) Qual é a distribuição de probabilidade do tempo de espera 
de um estudante que chega pela linha verde e quer pegar a 
linha vermelha? 

13. Prove que a média e o desvio-padrão da distribuição exponen- 
cial são iguais. 


15.4 MODELOS DE NASCIMENTO E MORTE PUROS 
(RELAÇÃO ENTRE AS DISTRIBUIÇÕES 
EXPONENCIAL E DE POISSON) 


Esta seção apresenta duas situações de filas: o modelo de nasci- 
mento puro, no qual somente chegadas são permitidas, e o modelo de 
morte puro, no qual só podem ocorrer partidas. Um exemplo do mo- 
delo de nascimento puro é a emissão de certidões de nascimento para 
bebês recém-nascidos, O modelo de morte puro pode ser demonstra- 
do pela retirada aleatória de um item de estoque em uma loja. 

A distribuição exponencial é usada para descrever o intervalo 
de tempo entre chegadas no modelo de nascimento puro e o inter- 
valo de tempo entre partidas no modelo de morte puro. Um pro- 
duto secundário do desenvolvimento dos dois modelos é mostrar a 
intima relação entre as distribuições exponencial e de Poisson, no 
sentido de que uma distribuição define automaticamente a outra. 


15.4.1 Modelo de nascimento puro 


Delina-se 


pt) = probabilidade de nenhuma chegada 
durante um período de tempor 


Dado que o intervalo de tempo entre chegadas segue uma dis- 
tribuição exponencial e que a taxa de chegada é À clientes por uni- 
dade de tempo, então 


pt) = Plintervalo de tempo entre chegadas = r} 
= | = Plintervalo de tempo entre chegadas £ 7} 
=I-(1-e") 
= gm 


Pesquisa operacional 


Para um intervalo de tempo suficientemente pequeno A > 0, temos 


ph) = Mah ae = ..=1-Ah+0(h") 


A distribuição exponencial é baseada na premissa de que, 
durante À > O, no máximo um evento (chegada) pode ocorrer. Assim, 
quando hk = Ü, 


pit) =1- p (h) = Ah 


Esse resultado mostra que a probabilidade de uma chegada du- 
rante A é diretamente proporcional a Ji, sendo a taxa de chegada, À, 
a constante de proporcionalidade, 

Para derivar a distribuição do número de chegadas durante um 
periodo + quando o intervalo de tempo entre chegadas seguir uma 
distribuição exponencial com média 1/A, defina-se 


p At) = probabilidade de n chegadas durante r 


Para > O suficientemente pequeno, 


p (t+) =p (od -Ah) +p (DA, 2 > 0 
p(t +f) =p AOC Ah), n=0 


Na primeira equação, n chegadas serão realizadas durante f+ hi 
se houver n chegadas durante + é nenhuma chegada durante A, ou 
n -= | chegadas durante te uma chegada durante A, Todas as outras 
combinações não são permitidas porque, de acordo com a distribui- 
ção exponencial, no máximo uma chegada pode ocorrer durante um 
período A muito pequeno. A lei do produto de probabilidade é apli- 
cável ao lado direito da equação porque as chegadas são indepen- 
dentes. Para a segunda equação, só é possivel ocorrer zero chegadas 
durante r + A se nenhuma chegada ocorrer durante fe A. 

Rearranjando os termos e tomando os limites quando fA — 0, 
obtemos 


p, + h)— p(t) 
i—i) F 
(== pl 
a Po fH = P; 
| =| 
P at) mmy TE h 


onde p (1) é a primeira derivada de p (1) em relação a t. 


p'r) = lim =-Àp (t)+ Apn (h n>0 


= —Ap,(t), n=0 


A solução das equações diferenciais precedentes dá 


Essa é uma distribuição de Poisson com média de chegadas 
E{nit} = At durante t. 

O resultado precedente mostra que, se o tempo entre chegadas 
segue uma distribuição exponencial com média 1/A, então o número 
de chegadas durante um período específico rt segue uma distribuição 
de Poisson com média At. O inverso também é válido. 

A Tabela 15.2 resume as fortes relações entre a distribuição ex- 
ponencial e a de Poisson dada uma taxa de À chegadas por unidade 
de tempo. 


Exemplo 15.4-1 


A taxa de nascimento de bebês em um estado esparsamente 
povoado é de um nascimento a cada 12 minutos. O tempo entre nas- 
cimentos segue uma distribuição exponencial. Ache o seguinte: 

(a) O número médio de nascimentos por ano. 

(b) A probabilidade de não ocorrer nenhum nascimento em 

qualquer dia determinado. 

(c) A probabilidade de se emitir 50 certidões de nascimento em 

3 horas dado que 40 certidões foram emitidas durante as 2 
primeiras horas do periodo de 3 horas. 


A taxa de nascimentos por dia é calculada por 


A= are = 120 nascimentos‘dia 
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Tabela 15.2 Resumo de relações entre a distribuição exponencial e a de Poisson 


Exponencial 


Variável aleatória 


Tempo entre chegadas 
sucessivas, Í 


Poisson 


Numero de chegadas, a, durante 
um período especificado T 


Faixa 12 0 n= 1,2.... 
| (ATE - 
Função densidade FIÒ = Ae tz 0 p,(T) = a Si O 12: 
Valor médio 5 unidades de tempo AT chegadas durante T 
Probabilidade acumulada Plrs Al} =1- g™ Paen T) = pol T) + pT) + + py(T) 
P[nenhuma chegada durante o período A) P{t > A} = mA) = eM 


O número de nascimentos por ano no estado é 
At = 120 x 365 = 43.800 nascimentos/ano 


A probabilidade de nao haver nenhum nascimento em qual- 
quer dia determinado é calculada com base na distribuição de Pois- 
son por 
(20x 


i = el) =() 


Poll) 

Outro modo de calcular a mesma probabilidade é observar que 

nenhum nascimento em qualquer dia determinado equivale a dizer 

que o tempo entre nascimentos sucessivos é maior do que um dia. 

Assim, podemos usar a distribuição exponencial para calcular a pro- 
babilidade desejada por 


Plt>1]=e""=0 


Calcular a probabilidade de emitir 50 certidões ao final de 3 
horas dado que 40 certidões foram emitidas durante as 2 primeiras 
horas equivale a ter 10 (= 50 = 40) nascimentos em uma (= 3 = 2) 
hora porque a distribuição do número de nascimentos segue uma 
Poisson. 

Dado À = 60/12 = 5 nascimentos por hora, obtemos 


LO -5x1 


p (yee © o og 


Momento Excel 


Os cálculos associados à distribuição de Poisson e, na verdade, 
a todas as fórmulas de filas são tediosos e exigem habilidades espe- 
ciais de programação para garantir uma precisão razoável nos cálcu- 
los. Você pode usar as funções do Excel POISSON, POISSONDIST 
e EXPONDIST para calcular as probabilidades das distribuições 
de Poisson e exponencial individuais e acumuladas. Essas funções 
também são automatizadas em excelStatTablesxls. Por exemplo, 
para uma taxa de nascimento de 5 bebês por hora, a probabilida- 
de de exatamente 10 nascimentos em 0,5 hora é calculada digitando 
2,53 em Fl6 e 10 em J16 para obter a resposta 0,000216 em M16, A 
probabilidade acumulada de no máximo 10 nascimentos é dada em 
O 16 (= 0,9099938). Para determinar a probabilidade de o tempo en- 
ire nascimentos ser menor ou igual a 18 minutos, use a distribuição 
exponencial digitando 2,5 em F9 e 0,3 em 19. A resposta, 0,527633, 
é encontrada em 09, 


Momento TORA/Excel 


Você também pode usar o TORA (arquivo toraEx15.4-1.txt) 
ou o gabarito excel PoissonQ.xls para determinar automaticamente 
todas as probabilidades de Poisson significativas (> 10° em TORA 
e 107 em Excel), Em ambos os casos, os dados de entrada são os 


mesmos. Para o modelo de nascimento puro do Exemplo 15.4-1, os 
dados são digitados da maneira mostrada na Tabela 15.5. 


Tabela 15.3 Dados do modelo de nascimento puro do Exemplo 15.4-1 


Limite do Limite da 
Lambda Mu c sistema fonte 
5 ü (não aplicável) infinito infinito 


Observe que a entrada sob Lambda é At= 5 = 1 = 5 nascimentos 
por dia, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.44 


*1. No Exemplo 15.4-1, suponha que a pessoa encarregada de digitar as 
informações das certidões de nascimento no computador normal- 
mente espere até acumular no mínimo 5 certidões Ache a probabi- 
lidade de o encarregado ter de digitar um novo lote a cada hora. 

2. Um colecionador de arte vai a leilões uma vez por més em mé- 
dia. É certeza que cada viagem produz uma compra. O tempo 
entre as viagens segue uma distribuição exponencial, Determi- 
ne o seguinte: 

(a) A probabilidade de não realizar nenhuma compra em um 
período de 3 meses, 

(b) A probabilidade de não realizar mais de & compras por ano. 

(ec) A probabilidade de o tempo entre viagens sucessivas passar 
de um mês. 

3. Em uma operação bancária, a taxa de chegada é de 2 clientes 
por minuto, Determine o seguinte: 

(a) O número médio de chegadas durante 5 minutos, 

(b) A probabilidade de não ocorrer nenhuma chegada no pró- 
ximo 0,5 minuto. 

(ce) A probabilidade de ocorrer no minimo uma chegada du- 
rante o próximo 0,5 minuto. 

id) A probabilidade de o tempo entre duas chegadas sucessivas 
ser no minimo 3 minutos. 


4. O tempo entre chegadas no restaurante L&J se distribui con- 
forme uma exponencial com média de 5 minutos. O restaurante 
abre às 11 da manhã. Determine o seguinte: 

*(a) A probabilidade de ocorrerem 10 chegadas no restaurante 
até as 11h12, dado que 8 clientes chegaram até as 11h05. 
(b) A probabilidade de um novo cliente chegar entre 11h28 e 
11h33, dado que o último cliente chegou às 11h25. 


5. A Biblioteca Pública de Springdale recebe novos livros de acordo 
com uma distribuição de Poisson com média de 25 livros por dia. 
Cada prateleira suporta até 100 livros. Determine o seguinte: 

(a) O número médio de prateleiras que serão ocupadas pelos 
novos livros a cada mês (30 dias). 

(b) A probabilidade de que mais do que 10 estantes de livros 
sejam necessárias a cada més, dado que uma estante tem 5 
prateleiras. 
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6 A Universidade A opera duas linhas de ônibus no campus: a 
vermelha e a verde. A linha vermelha atende ao campus nor- 
te ¢ a linha verde atende ao campus sul com uma estação de 
transferência que liga as duas linhas. Os ônibus verdes chegam 
aleatoriamente (de acordo com uma distribuição de Poisson) à 
estação de transferência a cada 10 minutos, Ônibus vermelhos 
também chegam aleatoriamente a cada 7 minutos. 

*(a) Qual é a probabilidade de dois ônibus pararem na estação 
durante um intervalo de 5 minutos? 

(b) Um estudante cujo alojamento está localizado próximo da es- 
tação tem uma aula dentro de 10 minutos. Qualquer um dos 
ônibus o levará até o edifício onde estão localizadas as salas de 
aula. À viagem dura 5 minutos, e depois ele terá de caminhar 
por aproximadamente 3 minutos para chegar à sala de aula. 
Qual é a probabilidade de o estudante chegar à aula a tempo? 

7. Prove que a média e a variância da distribuição de Poisson durante 
um intervalo de tempo t é igual a Ar, onde À é a taxa de chegada. 

8 Derive a distribuição de Poisson pelas equações diferenciais de 
diferenças do modelo de nascimento puro. Sugestão: a solução 
da equação diferencial geral 

y'+ a(i)y = b(t) 


Chr 


aji fell alt} 
y=e | Joe) dt + constante 


15.4.2 Modelo de morte puro 


No modelo de morte puro, o sistema começa com N clientes no 
tempo 0 e nenhuma nova chegada é permitida. As partidas ocor- 
rem à taxa de u clientes por unidade de tempo. Para desenvolver 
as equações diferenciais de diferenças para a probabilidade p (r) 
de n clientes permanecerem após t unidades de tempo, seguimos os 
argumentos que usamos para o modelo de nascimento puro (Seção 
15.4.1). Assim, 


pt +f) =p Ad - ph) 
DA! + it) re PAI E: Hh) + Pp. (pa, O aH N 
Palt + h) = pO) + p, (Ouh 


Quando A — O, obtemos 


Pt) = -HP y(t) 
P' (D =-up (Ò + up (),0<n<N 
PA) = ep (t) 


A resolução dessas equações dá a seguinte distribuição de Pois- 
son truncada: 


ne 
p (D=1-¥ ptt) 


Exemplo 15.4-2 


A seção de flores de uma loja tem um estoque de 18 dúzias de ro- 
sas no início de cada semana. Na média, a seção vende três dúzias por 
dia (uma dúzia por vez), mas a demanda propriamente dita segue uma 
distribuição de Poisson, Sempre que o nivel do estoque chega a cinco 
dúzias é emitido um novo pedido de 18 dúzias para entrega no início 
da semana seguinte. Devido à natureza do item, todas as rosas que 
sobram no final da semana são descartadas. Determine o seguinte: 

(a) A probabilidade de emitir um pedido em qualquer dia da 

semana. 

(b) O número médio de dúzias de rosas que serão descartadas 

no final da semana. 


Pesquisa operacional 


Como as compras ocorrem à taxa de u = 3 dúzias por dia, a pro- 
babilidade de emitir um pedido no final do dia 1 é dada por 


Postf)=p (+ pt... +p(t) 
(30)"""e™ 
(is 


= p(t) Pair meri = l, rey | 


a=] 

É melhor fazer os cálculos de p (r) usando a planilha excel- 

PoissonQ.xls ou o TORA. Os múltiplos cenários do TORA podem 

ser mais convenientes nesse caso, Os dados de entrada associados 
ao modelo de morte puro correspondentes a t= 1,2,...€ 7 são 


Lambda = 0, Mu = 3,c= 1, Limite do sistema = 18 ¢ Limite da fonte = 18 


Observe que ¢ deve ser substituído numericamente como mos- 
tra o arquivo toraEx13.4-2.1xt. 
© resultado é resumido da maneira mostrada na Tabela 15.4. 


Tabela 15.4 Resultado da substituição numérica de t 
r (dias) l 2 3 4 5 6 7 


ut 3 6 9 12 15 18 21 
p(t) 0,0000 0,0088 0,1242 0,4240 0,7324 00083 0,9755 


O número médio de dúzias de rosas descartadas no final da se- 
mana (1 = 7) é Elnlt = 7]. Para calcular esse valor precisamos de 
p Thn = 0,1, 2,..., 18, que pode ser determinada usando software 
fornecido (TORA ou Excel), o que da 


Elnlt=7]= ¥ np,(7)=0,664= | dúzia 


m=0 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.4B 


1. No Exemplo 15.4-2, use a planilha excelPoissonQ.xls ou o 
TORA para calcular p (7). = 1,2,.... 18, e então verifique ma- 
nualmente se essas probabilidades dão como resultado Efnlt = 
7} = 0,664 dúzia. 


2. Considere o Exemplo 15.4-2. Em cada um dos seguintes casos, 
em primeiro lugar escreva a resposta em termos algébricos e 
depois use a planilha excelPoissonQ.xls ou o TORA para obter 
as respostas numéricas. 

*(a) A probabilidade de o estoque se esgotar após 3 dias, 

ib) O número médio de dúzias de rosas que sobram no final do 
segundo dia. 

*(c) A probabilidade de no mínimo uma dúzia ser comprada até 
o final do quarto dia dado que a última dúzia foi comprada 
até o final do terceiro dia. 

(d) A probabilidade de o tempo restante até a próxima compra 
ser no máximo meio dia dado que a última compra ocorreu 
um dia antes. 

(e) A probabilidade de não ocorrer nenhuma compra durante 
o primeiro dia. 

(f) A probabilidade de não se emitir nenhum pedido até o final 
da semana. 

3. A Banda da Escola Secundária de Springdale está apresentando 
um concerto de jazz beneficente em seu novo auditório de 400 
lugares. Empresas locais compram entradas em blocos de 10 e 
as doam a organizações de jovens. As entradas são postas à ven- 
da para as empresas durante apenas 4 horas no dia anterior ao 
concerto. O processo de emissão de pedidos de entradas é uma 
Poisson com uma média de 10 telefonemas por hora, Quaisquer 
blocos de entradas que sobrarem após o fechamento da bilhete- 
ria são vendidos com desconto como ‘entradas de última hora’ 
1 hora antes do início do concerto, Determine: 

(a) A probabilidade de ser possível comprar entradas de última 
hora. 

(b) O número médio de entradas de última hora disponíveis, 

4. Toda manha, o refrigerador de uma pequena oficina de usina- 
gem é abastecido com duas caixas (24 latinhas por caixa) de 
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refrigerantes para serem consumidos pelos dez empregados da 
oficina. Eles podem matar a sede a qualquer instante durante 
o dia de trabalho de & horas (das & às 16 horas) e sabe-se que 
cada empregado consome aproximadamente quatro latas por 
dia, mas o processo é totalmente aleatório (distribuição de Pois- 
son). Qual é a probabilidade de um empregado não encontrar 
um refrigerante ao meio-dia (início do horário de almoço)? E 
um pouco antes do horário de fechamento da oficina? 


*5. Um calouro recebe de seus pais um depósito bancário de $ 100 
por més para cobrir despesas extraordinárias, Retiradas de $ 20 
cada ocorrem aleatoriamente durante o mês e o intervalo de 
tempo entre elas segue uma distribuição exponencial com um 
valor médio de uma semana. Determine a probabilidade de o 
estudante ficar sem dinheiro para despesas extraordinárias an- 
tes do final da quarta semana. 

6. A retirada de itens de um estoque de 80 unidades ocorre se- 
gundo uma distribuição de Poisson à taxa de 5 itens por dia. 
Determine o seguinte: 

(a) A probabilidade de serem retirados dez itens durante os 
dois primeiros dias. 

(b) A probabilidade de não sobrar nenhum item no final de 4 dias. 

(© O número médio de itens retirados ao longo de um periodo 
de quatro dias. 

7. O estoque de peças de reposição de uma oficina de usinagem aca- 
bou de ser abastecido com dez unidades para o conserto de uma 
máquina. O reabastecimento para restaurar o nível de estoque de 
dez peças ocorre a cada sete dias. O tempo entre quebras da má- 
quina segue uma distribuição exponencial com média de um dia. 
Determine a probabilidade de a máquina permanecer quebrada 
por dois dias porque não há peças de reposição disponíveis. 

8. A demanda por um item ocorre de acordo com uma distribui- 
ção de Poisson com média de três por dia. O nivel máximo de 
estoque é de 25 itens, o que ocorre a cada segunda-feira imedia- 
tamente após o recebimento de um novo pedido. O tamanho do 
pedido depende do número de unidades que restam no final da 
semana, no sábado (a empresa fecha aos domingos). Determine 
o seguinte: 

“(a) O tamanho médio do pedido semanal. 
*(b) A probabilidade de ocorrer falta de estoque quando a em- 
presa abrir na manhã de sexta-feira, 
(e) A probabilidade de o pedido semanal ultrapassar 10 unidades. 


9, Prove que a distribuição do tempo entre partidas correspon- 
dente à Poisson truncada no modelo de morte puro é uma dis- 
tribuição exponencial com média de Lu unidades de tempo. 


10. Derive a distribuição de Poisson truncada com base nas egua- 
ções diferenciais de diferenças do modelo de morte puro usan- 
do indução. (Observação: veja a sugestão do Problema 8, Con- 
junto 15.4a.) 


15.5 MODELO GENERALIZADO DE FILA DE POISSON 


Esta seção desenvolve um modelo geral de fila que combina 
chegadas e partidas com base nas premissas de Poisson, isto é, os 
intervalos de tempo entre chegadas e os tempos de serviço seguem 
a distribuição exponencial, O modelo é a base para a derivação dos 
modelos de Poisson especializados da Seção 15.6. 

O desenvolvimento do modelo generalizado é baseado no com- 
portamento de longo prazo ou de estado de equilibrio da situação 
de fila, que é atingido após o sistema ter estado em operação por 
um tempo suficientemente longo. Esse tipo de análise contrasta com 
o comportamento transiente (ou de aquecimento) que predomina 
durante as operações anteriores do sistema. Uma razão para não 
discutir o comportamento transiente neste capítulo é sua comple- 
xidade analítica. Outra razão é que o estudo de grande parte das 
situações de fila ocorre sob condições de estado de equilíbrio. 

O modelo generalizado considera que as taxas de chegada e de 
partida são dependentes do estado, o que significa que dependem 
do número de clientes presentes na instalação de serviço. Por exem- 
plo, em um posto de pedágio de rodovia, os atendentes tendem a 
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acelerar a cobrança do pedágio durante os horários de pico, Outro 
exemplo ocorre em uma oficina com um dado número de máquinas 
cuja taxa de quebra diminui à medida que aumenta o número de 
máquinas quebradas (porque só as máquinas que não estão quebra- 
das podem gerar novas quebras). 

Definam-se 
n = numero de clientes no sistema (na fila mais em atendimento) 
A = laxa de chegada dado n clientes no sistema 
u = taxa de partida dado n clientes no sistema 


p, = probabilidade de estado de equilibrio de n clientes no sistema 


Figura 15.2 Diagrama de transição de filas de Poisson. 


ho da | 
fy Ha iy An +1 


O modelo generalizado deriva p, como uma função de A, © H 
Portanto essas probabilidades são usadas para determinar as medi- 
das de desempenho do sistema, como o comprimento médio da fila, 
o tempo médio de espera e a utilização média da instalação. 

As probabilidades p são determinadas com a utilização do dia- 
grama de transição da Figura 15.2. O sistema de fila esta no estado 
n quando o número de clientes no sistema for n. Como explicado 
na Seção 15.3, a probabilidade de mais de um evento ocorrer du- 
rante um pequeno intervalo de tempo A tende a zero quando h = 0. 
Isso significa que, para n > 0,0 estado n só pode mudar para dois 
estados possiveis: n — 1 quando ocorre uma partida à taxa u, €M + 
| quando ocorre uma chegada à taxa 4. O estado 0 só pode mudar 
para o estado 1 quando ocorre uma chegada à taxa 4. Observe que 
H, é indefinida porque nenhuma partida pode ocorrer se o sistema 
estiver vazio. 

sob condições de estado de equilibrio, para n > 0, as taxas de 
fluxo esperadas de entrada no estado n e de saida do estado n devem 
ser iguais. Com base no fato de que o estado n só pode ser mudado 
para os estados n = | en + 1, obtemos 


Ei de fluxo esperada 


=Å p + E 
de entrada no ae ey P Bt Past 


De maneira semelhante, 


‘Taxa de fluxo esperada 
de saída do estado n 


=(A +H NP, 
lgualando as duas taxas, obtemos a seguinte equação de equilibrio: 
A Patas + HOP t= 12)... 
Pela Figura 15.2, a equação de equilibrio associada com n = O é 
AP, = WP, 


As equações de equilíbrio são resolvidas recursivamente em 
termos de p, da seguinte maneira: para n = 0, temos 


BE 
Pi == [à Pa 
Em seguida, para n = 1, lemos 
Ap, + LP = (A, + wp, 


Substituindo p, = (A,/u,)p, ¢ simplificando, obtemos (verifique!) 


Ps — Ah lp 
MM, 


254 


Em geral, podemos mostrar por indução que 


A sr 
P, dra nne l, FA 
WB SH, 


O valor de p, é determinado com base na equação p;=1 


m-i] 


Exemplo 15.5-1 


A B&K Groceries funciona com três caixas registradoras. O ge- 
rente usa os esquemas demonstrados na Tabela 15.5 para determi- 
nar o número de caixas em funcionamento dependendo do número 
de clientes na loja. 


Tabela 15.5 Esquemas usados na B&K 


Nº de clientes na loja Nºde caixas em funcionamento 


las | 
daú 2 
Mais de 6 3 


Clientes chegam à área dos caixas de acordo com uma distri- 
buição de Poisson com uma taxa média de 10 clientes por hora. O 
tempo médio de atendimento por cliente segue uma distribuição 
exponencial com média de 12 minutos. Determine a probabilidade 
p, de estado de equilíbrio de n clientes na area dos caixas. 

Pelas informações do problema, temos 


= A = 10 clientes por hora, n=, Love 
“fi 5 clientes por hora, n=0, 1, 2,3 
2x5=10 clientes porhora n=4, 5,6 
3x5=15 clientes por hora n=7,8.. 
Assim, 
O 
P =| 5 dp, = 2P 
wy 
P, = ($) Pha =4p, 
T 
10 
P, =(5) Po = 8p, 
i 
10 10 
p.=| | ( Jp, =8p, 
toy fio 
Ps =(2) (19) Po =8P, 
| 3 
joy fio 
Ps =| 7) (3) Po SD 
i Ti n-i i Rots 
LO IO 10 2 
ProT 9 (1) (13) p,=8(5) Pa 


O valor de p, é determinado com base na equação 


ptp [2+44+8+8+8+8+8{ 2}+8(2 ) +8(2) +=] 
ou, equivalentemente 
AE 
p,{31+8(1+(2)+ s+ (5) +...)h=1 
Usando a soma de série geométrica 


Pes = — l [x] < | 


obtemos 


. I 
Assim, p, = = 


a 


Dada p, agora podemos determinar p para n > 0. Por exemplo, 


a probabilidade de só um caixa estar aberto é calculada como a pro- 
babilidade de haver no máximo três clientes no sistema: 


p+ p, + py =(2+4+8)(4) = 0,255 


Pesquisa operacional 


Podemos usar p, para determinar medidas de desempenho para 
a situação da BAK. Por exemplo, 


Número esperado | _ gu | a a 
de caixas ociosos )- SP + AP, +P, + Ds) +p, + D, + Po) 


+ Op. +p. + ...) 
= | caixa 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.5A 


L No Exemplo 15.5-1, determine o seguinte: 
(a) A distribuição de probabilidade do número de caixas abertos. 
(bj) O número médio de caixas ocupados. 


2. No modelo da B&K do Exemplo 15,5-1, suponha que o inter- 
valo de tempo entre chegadas à área dos caixas registradores se 
distribua conforme uma exponencial com média de 5 minutos 
e que o tempo de atendimento por cliente também se distribua 
conforme uma exponencial com média de 10 minutos. Suponha 
ainda que a B&K adicionará um quarto caixa e que os caixas 
abrirão com base em incrementos de dois clientes. Determine o 
seguinte: 

(a) As probabilidades do estado estável de equilíbrio. p . para 
todon. 

(b) A probabilidade de ser necessário um quarto caixa. 

(0) O número médio de caixas ociosos, 

*3. No modelo da B&K do Exemplo 15.5-1, suponha que os três 
caixas estejam sempre abertos e que o sistema de funcionamen- 
to seja tal que o cliente se dirigirá ao primeiro caixa vazio. De- 
termine o seguinte: 

(a) À probabilidade de os três caixas estarem em uso, 
(b) A probabilidade de um cliente que chega à área dos caixas 
não ter de esperar. 

4. © First Bank of Springdale tem um sistema de caixa eletrônico 
do tipo drive-in com uma pista. Os carros chegam de acordo 
com uma distribuição de Poisson à taxa de 12 carros por hora. O 
tempo que um carro necessita para concluir a lransação no cal- 
xa eletrônico se distribui conforme uma exponencial com média 
de 6 minutos. A capacidade total da pista é dez carros. Quando a 
pista estiver cheia, outro carro que chegar à procura do serviço 
vai para outra agência. Determine o seguinte: 

(a) A probabilidade de um carro que chegar não poder usar o 
caixa eletrônico porque a pista está cheia. 

(b) A probabilidade de um carro não poder usar o caixa eletro- 
nico imediatamente ao chegar. 

(c) O número médio de carros na pista. 

5. Você ja ouviu alguém dizer a contraditória frase: “O lugar esta 
tão apinhado que ninguém mais vai lá?” O significado dessa afir- 
maliva pode ser interpretado como “a oportunidade de desistir 
aumenta com o aumento do número de clientes que procura o 
serviço”, Uma possivel plataforma para modelar essa situação é 
dizer que a taxa de chegada ao sistema decresce à medida que o 
número de clientes no sistema aumenta. 

Mais especilicamente, considere o caso do M&M Pool 
Club, no qual os clientes costumam chegar aos pares para jogar 
sinuca, À taxa normal de chegada é seis pares (de pessoas) por 
hora. Contudo, tão logo o número de pares na sala de sinuca 
passa de oito, a taxa de chegada cai para cinco pares por hora. 
Considera-se que o processo de chegada segue a distribuição de 
Poisson. Cada par joga sinuca por um tempo com distribuição 
exponencial cuja média é de 30 minutos. A sala de sinuca tem 
um total de cinco mesas ¢ pode acomodar não mais do que 12 
pares por vez a qualquer instante dado. Determine o seguinte: 
(a) A probabilidade de os clientes desistirem. 
(b) A probabilidade de todas as mesas estarem em uso. 
(c) O número médio de mesas em uso. 
(d) O número médio de pares que esperam por uma mesa de 

sinuca disponível. 

“6. Uma barbearia atende um cliente por vez e tem três cadeiras 

para acomodar os clientes à espera. Se o local estiver cheio, os 
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clientes procuram outra barbearia, As chegadas ocorrem de 
acordo como uma distribuição de Poisson com média de 4 por 
hora. O tempo para cortar o cabelo segue uma distribuição ex- 
ponencial com média de 15 minutos. Determine o seguinte: 
(a) As probabilidades de estado em equilíbrio. 
(b) O número esperado de clientes na barbearia. 
(c) A probabilidade de clientes procurarem outra barbearia 
porque essa está cheia. 

7. Considere uma situação de fila de um servidor unico no qual as 

taxas de chegada e serviço são dadas por 


A,=10-n,n=0,1,2,3 
u=5+5n=1,2,34 


Essa situação equivale a reduzir a taxa de chegada e aumentar 
a taxa de serviço à medida que o número no sistema, n, aumenta. 
(a) Estabeleça o diagrama de transição e determine a equação 
de equilibrio para o sistema. 
(b) Determine as probabilidades de estado em equilíbrio, 


8. Considere o modelo de fila única no qual somente um cliente é 
permitido no sistema. Clientes que chegam e encontram a ins- 
lalagao ocupada não voltam mais. Considere que as chegadas 
seguem uma distribuição de Poisson com média 4 por unidade 
de tempo e que o tempo de serviço segue uma distribuição ex- 
ponencial com média 1u unidades de tempo. 

(a) Estabeleça o diagrama de transição e determine as equa- 
ções de equilíbrio. 

(b) Determine as probabilidades de estado em equilíbrio. 

(c) Determine o número médio no sistema. 

9. A prova de indução para derivar a solução geral do modelo ge- 
neralizado é aplicada da seguinte maneira. Considere 


k-i A. 
p, = (2 r-t =0,1,2,... 


fet) É, 
Substituimos p; € p,- na equação geral de diferenças que 


envolve p.p ep, para derivar a expressão desejada para p . 


Verifique esse procedimento, 


15.6 FILAS DE POISSON ESPECIALIZADAS 


A Figura 15.3 representa a situação de fila de Poisson especiali- 
zada com c servidores paralelos. Um cliente à espera é selecionado 
da fila para iniciar O atendimento com o primeiro servidor disponi- 


vel. A taxa de chegada no sistema é À clientes por unidade de tempo. 


Todos os servidores paralelos são idênticos, o que significa que a 
taxa de serviço para qualquer servidor é u clientes por unidade de 
tempo. O número de clientes no sistema é definido para incluir os 
que estão em atendimento e os que estão esperando em fila. 


Figura 15.3 
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Uma notação conveniente para resumir as características da si- 
tuação de fila da Figura 15.3 é dada pelo seguinte formato: 


(albic):(adlelf) 
onde 


a = distribuição de chegadas 

b = distribuição de partidas (tempo de atendimento) 

c = número de servidores paralelos (= 1, 2,..., 22) 

d = disciplina da fila 

e = número máximo (finito ou infinito) permitido no 
sistema (na fila é em atendimento) 


f= tamanho da fonte de usuários finito ou infinito 


A notação-padrão para representar as distribuições de chega- 
das e partidas (símbolos a e b} é 


M = distribuição markoviana (ou de Poisson) de chegadas 
ou partidas (ou a distribuição exponencial equivalente 
do intervalo de tempo entre chegadas ou da distribui- 
ção do tempo de serviço) 

D = tempo constante (deterministico) 

E, = distribuição de Erlang ou gamma do tempo (ou a equiva- 
lente soma de distribuições exponenciais independentes) 

(rf = distribuição geral (genérica) do intervalo de tempo en- 
tre chegadas 

G = distribuição geral (genérica) de tempo de serviço 


A notação da disciplina da fila (simbolo d) inclui 


FCFS = primeiro a chegar, primeiro a ser atendido 
LCFS = último a chegar, primeiro a ser atendido 
Siro = serviço em ordem aleatória 
GD = disciplina geral (isto é, qualquer tipo de disciplina) 


Para ilustrar o uso da notação, o modelo (M/D/10):(G D/20/>e2) 
utiliza chegadas de Poisson (ou intervalo de tempo exponencial en- 
tre chegadas), tempo de serviço constante e 10 servidores paralelos. 
A disciplina da fila é GD e há um limite de 20 clientes no sistema 
inteiro. O tamanho da fonte da qual os clientes chegam é infinita. 

Como informação histórica, os três primeiros elementos da 
notação (abc) foram inventados por D. G. Kendall em 1953 e são 
conhecidos na literatura como notação de Kendall. Em 1966, A. M. 
Lee adicionou os símbolos d e e à notação, Esse autor também adi- 
cionou o último elemento, simbolo fem 1968. 


Representação esquemática de um sistema de fila com ¢ servidores paralelos 


“ow “tt 1 ci 
E | 


Instalação 
de serviço 


Taxa de chegada u 


Taxa de chegada u 


Taxa de chegada u 
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Antes de apresentarmos os detalhes das filas de Poisson espe- 
clalizadas, mostramos como as medidas de desempenho de estado 
de equilíbrio da situação generalizada de fila podem ser derivadas 
das probabilidades de estado de equilíbrio p, dadas na Seção 15.5. 


15.6.1 Medidas de desempenho de estado de equilibrio 


As medidas de desempenho mais comumente usadas em uma situa- 
ção de fila são 


L = número esperado de clientes no sistema 
L = número esperado de clientes na fila 
W = tempo de espera estimado no sistema 
W = tempo de espera estimado na fila 
€ = número esperado de servidores ocupados 


Lembre-se de que o sistema inclui ambas, a fila e a instalação 
de serviço. 

Agora mostraremos como essas medidas são derivadas (direta 
ou indiretamente) da probabilidade de estado estável de n no sis- 


tema, p. por 
L = > np, 
rel 


L = Y (n-c)p, 
m=č+l 
A relação entre L e W (e também entre L, e W JÉ conhecida 
como fórmula de Little c dada por 


L, = A.W, 
L = AaW, 


Essas relações são válidas sob condições bastante gerais. O para- 
metroA éataxaefetivade chegada nosistema. Ela éigualataxadeche- 
gada (nominal) Aquando todos osclientesque chegam podemse juntar 
ao sistema. Caso contrário se alguns clientes não puderem se juntar ao 
sistema porque ele está cheio (por exemplo, um estacionamento), 
então ÀA < A. Mais adiante mostraremos como À „ é determinada, 

Existe também uma relação direta entre W e Wo Por definição, 


Tempo de espera |= bes de espera +( 


Tempo de 
| estimado no sistema | estimado em fila 


serviço esperado 
Isso é traduzido para 

| 

W +W +— 

if u 


Em seguida, podemos relacionar L, com L, multiplicando am- 
bos os lados da última fórmula por À p O que, junto com a fórmula 
de Little, dá 


LL +E 
Ll 


Por definição, a diferença entre o número médio no sistema, L.. 
e o número médio na fila, L , deve ser igual ao número médio de 
servidores ocupados, C. Então, temos 


pe A 
c=L -L + 
H 


Dai decorre que 


Utilização da \_ 
instalação 


A [ti 


Exemplo 15.6-1 


O estacionamento de visitantes do Ozark College está limitado 
a apenas cinco vagas. Os carros que utilizam essas vagas chegam de 
acordo com uma distribuição de Poisson à taxa de seis carros por 


Pesquisa operacional 


hora. O tempo de estacionamento é exponencialmente distribuido 
com média de 30 minutos. Os visitantes que não conseguem encon- 
trar uma vaga podem esperar temporariamente dentro do estacio- 
namento até que um carro estacionado saia. Essas vagas tempora- 
rias podem abrigar apenas três carros. Outros carros que não podem 
estacionar nem encontrar uma vaga temporária têm de ir para outro 
lugar. Determine o seguinte: 


(a) A probabilidade, p „de n carros no sistema. 

(b) A taxa efetiva de chegada para carros que conseguem utili- 
zar o estacionamento, 

(c) O número médio de carros no estacionamento. 

(d) O tempo médio que um carro espera por uma vaga dentro 
do estacionamento, 

(e) O número médio de vagas ocupadas. 

(f) A utilização média do estacionamento, 


Em primeiro lugar, observamos que uma vaga no estaciona- 
mento age como um servidor, de modo que o sistema tem um total 
de c = 5 servidores paralelos, Além disso, a capacidade máxima do 
sistema é 5 + 3= § carros 

A probabilidade p, pode ser determinada como um caso espe- 
cial do modelo generalizado da Seção 15,5 usando 


À 


di 


6 carros/hora,a = 0,1,2....,8 


nl) = In camovhora, a = 1, 2,3, 4,5 


H, = 
j (So) = 10 carrovhora, n = 6, 7,8 


Da Seção 15.5, obtemos 


Dos n=1,2,3,4,5 


P = 3" 
= Pi n=6,7,8 


© valor de p, é calculado substituindo p nm = 1, 2,..., 8 na se- 


guinte equação 
Pat Pp toe t P= 


Ou 


ieee eater Eos ree Per 
pelas a Aata tastae tas) 


Isso dá p, = 0,04812 (verifique!). Por p,, agora podemos calcular 
p, ap, como mostrado na Tabela 15.6. 


Tabela | 15.6 Cálculo de papy 


n l Ay 3 4 5 6 T 8 


p, 0,14436 0,21654 0,21654 0,16240 0,09744 0,05847 0,03508 0,02105 


A taxa efetiva de chegada A „ pode ser calculada observando o 
diagrama esquemático da Figura 15.4, no qual clientes chegam da 
fonte à taxa À de carros por hora. Um carro que chega pode entrar 
no estacionamento ou ir para outro lugar com taxas A „ ou Anp O 
que significa que À = A y + A... Um carro não conseguirá entrar no 
estacionamento se já houver 8 carros lá dentro, o que significa que a 
proporção de carros que não conseguirão entrar no estacionamento 
É p Assim, 


= Ap, = 6 x 0,02105 = 0,1263 carros por hora 
Ay = AHA = 6- 0,1263 = 5,8737 carros por hora 
O número médio de carros no estacionamento (os que estão 


esperando ou ocupando uma vaga) é igual a L o número médio no 
sistema. Podemos calcular L, com base em p, por 


L =0p,+ 1p, +... + 8p,=3,1286 carros 
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Figura 15.4 
Relação entre A,A e 


(rm fm a 


Aost 


Um carro que esta esperando em uma vaga temporária é, na 
verdade, um carro que esta na fila. Assim, seu tempo de espera até 
encontrar uma vaga é W. Para determinar W usamos 


W, =W,- 
u 
Assim, 
L P 1 a 
w at = 21286 _ 9 53965 hom 
z 5,8737 


el 


W, = 0,53265- ; = 0.3265 hora 


O número médio de vagas ocupadas é igual ao número médio 
de servidores ocupados, 


= A 5.8737 
c=L-L == JE =2,9368 
q iT H a 
De acordo com ¢, obtemos 
Fe ; c 2,9368 
Utilização do estacionamento = <= = = 0,58736 
Ú 5 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.6A — 


l. No Exemplo 15.6-1, faça o seguinte: 
*(a) Calcule L diretamente usando a fórmula sa MN -C)p,. 
(b) Calcule W, com base em L. | 
*(c) Calcule o número médio de carros que não conseguirão en- 
trar no estacionamento durante um período de 8 horas. 
“(d) Mostre que c -(L — £ ),0 número médio de vagas vazias, é 


iguala SO (c-n)p,. 
2. Resolva o Exemplo 15.6-1 usando os seguintes dados: número 
de vagas = 6. número de vagas temporárias = 4.4 = 10 carros por 
hora e tempo médio de estacionamento = 45 minutos. 


15.6.2 Modelos com um servidor único 


Esta seção apresenta dois modelos para o caso do servidor único 
{c = 1). O primeiro modelo não estabelece limite para o número 
máximo no sistema é o segundo modelo considera um limite finito 
para o sistema. Os dois modelos consideram uma fonte de capacida- 
de infinita. As chegadas ocorrem à taxa de À clientes por unidade de 
tempo e a taxa de serviço é u clientes por unidade de tempo. 

Os resultados dos dois modelos (e, na verdade, de todos os mo- 
delos restantes da Seção 15.6) são derivados como casos especiais 
do modelo generalizado da Seção 15.5. 

A notação de Kendall será utilizada para resumir as caracteris- 
ticas de cada situação. Como as derivações de p da Seção 15.5 e de 
todas as medidas de desempenho da Seção 15.6.1 são totalmente 
independentes de uma disciplina específica da fila, o simbolo GD 
(disciplina geral — General Discipline) será usado com a notação, 


(MMA DG De), Usando a notação do modelo generalizado, temos 
A =A | 


H = HJ 


Além disso, A y = À € A, = 0, porque todos os clientes que che- 


hs 


gam podem se juntar ao sistema. 


n=0,1 2... 
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Fazendo p mn a expressão para p, no modelo generalizado se reduz a 


P= pp, = 0,1,2,... 


“ara determinar o valor de p,, usamos a identidade 
p(l+p+p?+..)=1 


Considerando que p < 1,a série geométrica terá a soma finita m ) 
portanto f 


p, =l- p. contanto que p< 1. 


Assim, a fórmula geral para p é dada pela seguinte distribuição 
geométrica 


p=(1-pp'n=1,2...(p<1) 


A derivação matemática de p, impõe a condição p < 1 ou À 
< i. Se à 2 u, a sério geométrica não convergirá e as probabi- 
lidades p, do estado de equilibrio não existirão. Por dedução, 
esse resultado faz sentido porque, a menos que a taxa de atendi- 
mento seja maior do que a taxa de chegada, o comprimento da 
fila aumentará continuamente é nenhum estado de equilíbrio 
poderá ser alcançado, 

A medida de desempenho L, pode ser derivada da seguinte 
maneira: 


El 


L,= ¥ np, =) n - pp" 


tei 


ds, 
={l- — y p" 
U- p)p dp AP 
: afi dp 
reali} l- p 


Como A y= A para a presente situação, as medidas de desempenho 
restantes são calculadas usando as relações da Seção 15.6.1. Assim, 


L | | 

W === = 

© A p-p) A 
| p 

WwW m Sees Ts 

" > B ul-p) 

c=L,-L =p 


Exemplo 15.6-2 


O lava-rápido Automata funciona com somente uma baia. Os 
carros chegam conforme uma distribuição de Poisson com uma média 
de 4 carros por hora e podem esperar no estacionamento oferecido se 
a baia estiver ocupada. O tempo para lavar e limpar um carro segue 
uma distribuição exponencial, com uma média de 10 minutos. Carros 
que não conseguem vaga no estacionamento podem esperar na rua 
onde está situado o lava-rápido. Isso significa que, para todas as finali- 
dades práticas não há limite para o tamanho do sistema. O gerente do 
lava-rápido quer determinar o tamanho do estacionamento. 

Para essa situação, temos À = 4 carros por hora e 4 = o = 6 car- 
ros por hora. Como p= : z l. o sistema pode funcionar sob as con- 
dições do estado de equilibrio. 

Os dados de entrada para o TORA ou da planilha excelPois- 
sonQ.xls para esse modelo são como descritos na Tabela 15.7, 


Tabela 15.7 Dados do TORA ou da planilha para o modelo 


Limite do Limite da 
Lambda Mu c sistema fonte 
d 6 l infinito infinito 
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Figura 15.5 


Resultado do TORA para o Exemplo 15.6-2 (arquivo toraEx15.6-2.txt) 


Cenariol: 


(M/M/1):(GD/infinito/infinito) 


Lambda = 4.00000 

Lambda eff = 4.00000 

Ls = 2.00000 

Ws = 0.50000 

n Probabilidade pn Fn acumulada 
0 0.33333 0.33333 
1 0.22222 0.55556 
2 0.14815 0.70370 
3 0.09877 0.80247 
4 0, 06584 0.86831 
5 0.04390 0.91221 
6 0.02926 0.94147 
7 0.01951 0.96098 
a 0.01301 0.97399 
9 0.00867 0.98266 

10 0.00578 0.98844 

11 0.00385 0.99229 

12 0.00257 0.99486 


O resultado do modelo é mostrado na Figura 15.5. O número 
médio de carros à espera na fila, L é 1,33 carro, 

De modo geral, usar L, como a única base para a determina- 
ção do número de vagas não é aconselhável porque, de certo modo, 
o projeto deveria levar em conta o máximo comprimento possível 
da fila. Por exemplo, talvez seja mais plausível projetar o estaciona- 
mento de modo tal que um carro que chegar encontre uma vaga no 
minimo 90% das vezes. Para fazer isso, vamos representar o número 
de vagas por $. Ter 5 vagas equivale a ter 5 + 1 vagas no sistema (fila 
mais baia de lavagem). Um carro que chegar encontrará uma vaga 
90% das vezes se houver no máximo § carros no sistema. Essa con- 
dição é equivalente à seguinte declaração de probabilidade: 


PotP,+...+p,209 


Pela Figura 15,5,p, acumulada para n = 5 é 0,91221. Isso signifi- 
ca que a condição é satisfeita para § = 5 vagas. 

O número de vagas, 5, também pode ser determinado usando a 
definição matemática de p „isto é 


(1 -pX1+p+p +... + p°) 20,9 
1- prt! 


A soma da série geométrica truncada é igual a . Assim, à 
condição se reduz a 
(1 - p™') 20,9 


A simplificação da desigualdade resulta em 
pr" s01 


Tomando os logaritmos de ambos os lados (e observando que log(x) 
<Opara0<x<ogqueinvertea direção da desigualdade), obtemos 


gle |=4,679=5 


In( 3) 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.6B 


À. No Exemplo 15.6-2, faça o seguinte. 
(a) Determine a porcentagem de utilização da baia de lavagem. 
(b) Determine a probabilidade de um carro que chega ter de es- 
perar no estacionamento antes de entrar na baia de lavagem. 


n 
13 


14 
15 
16 
17 
18 


19 
20 
21 
22 
23 


24 
25 


“2. 


Mu = 6.00000 
Rho/e = 0.66667 
Lg = 1.33333 
iq = 0.33333 


Pesquisa operacional 


Probabilidade pn Pn acumulada 


0.00171 0.99657 
0.00114 0.99772 
0.00076 0.99848 
0.00051 0.99899 
0.00034 0.99932 
0.00023 0.99955 
0.00015 0.99970 
0.00010 0.99980 
0.00007 0.99987 
0.00004 0.99991 
0.00003 0.99994 
0.00002 0.99996 
0.00001 0.99997 


ic) Se houver sete vagas, determine a probabilidade de um car- 
ro que chega achar uma vaga vazia. 

(d) Quantas vagas devem ser oferecidas para que um carro que 
chega possa achar uma vaga 99% das vezes? 

John Macko é aluno da Universidade Ozark e presta alguns servi- 

ços para complementar sua renda. Ele recebe solicitações de servi- 

ço a cada cinco dias em média, mas o tempo entre solicitações segue 
uma distribuição exponencial. O tempo para concluir um trabalho 
também segue uma distribuição exponencial com média de 4 dias. 

(a) Qual é a probabilidade de John ficar sem serviço? 

(b) Se John ganhar cerca de $ 50 por um serviço, qual será sua 
renda mensal média? 

(c) Se ao final do semestre John decidir subcontratar os ser- 
viços pendentes a & 40 cada, quanto, em média, ele deve 
esperar que val pagar? 

Ao longo dos anos, o detetive Columbo, do Departamento de 

Policia de Fayetteville, obteve um sucesso fenomenal na resolu- 

ção de cada um de seus casos criminais. Resolver qualquer caso 

para ele é apenas uma questão de tempo. Columbo considera 
que o tempo por caso é “totalmente aleatório”, porém, na média, 
cada investigação leva aproximadamente uma semana e meia. 

Crimes na pacífica Fayetteville não são muito comuns e ocor- 

rem aleatoriamente à taxa de um crime por més (a cada quatro 

semanas). O detetive Columbo está solicitando um assistente 
para compartilhar a pesada carga de trabalho. Analise a solici- 
tação de Columbo, em particular dos seguintes pontos de vista: 

(a) O número médio de casos que esperam investigação. 

(b) A porcentagem de tempo que o detetive permanece ocupado. 

(c) A média de tempo necessário para resolver um caso, 

Carros chegam ao posto de pedágio do Lincoln Tunnel de acor- 

do com uma distribuição de Poisson, com uma média de 90 car- 

ros por hora. O tempo para passar pelo posto de pedágio se 
distribui conforme uma exponencial com média de 38 segundos. 

Os motoristas reclamam do longo tempo de espera e as auto- 

ridades estão dispostas a reduzir o tempo médio de passagem 

para 30 segundos com a instalação de dispositivos automáticos 
de cobrança do pedágio, contanto que duas condições sejam sa- 
tisfeitas: 1) o número médio de carros à espera no presente sis- 
tema passar de 5, e 2) a porcentagem de tempo ocioso no posto 
de pedágio com a instalação do novo dispositivo não passar de 
10%. O novo dispositivo pode ser justificado? 


Capitulo 15 Sistemas de Filas 


*5. Um restaurante de fast-food tem um único guichê de drive-in. 
Carros chegam de acordo com uma distribuição de Poisson à 
taxa de dois carros a cada 5 minutos. O espaço à frente do gui- 
ché pode acomodar no máximo 10 carros, incluindo o que está 
sendo atendido. Outros carros podem esperar fora desse espa- 
ço, se necessário, O tempo de atendimento por cliente segue 
uma exponencial, com uma média de 1,5 minuto, Determine o 
seguinte: 

(a) A probabilidade de a instalação estar ociosa. 

(b) O número esperado de clientes à espera para serem atendidos. 

(ce) O tempo esperado de espera até um cliente chegar ao gui- 
chê e fazer um pedido. 

(d) A probabilidade de a fila de espera ultrapassar a capaci- 
dade de dez vagas. 

6. Clientes chegam a um único guichê de drive-in de um banco 
de acordo com uma distribuição de Poisson, com uma média 
de 10 por hora. O tempo de serviço por cliente segue uma ex- 
ponencial, com uma média de 5 minutos. Há três vagas à frente 
do guichê, incluindo o carro que está sendo atendido, Outros 
carros que chegam ficam na fila do lado de fora dessas vagas 
para três carros, 

(a) Qual é a probabilidade de um carro que chega poder entrar 
nas vagas destinadas a três carros? 

(b) Qual é a probabilidade de um carro que chega esperar do 
lado de fora das vagas designadas para os trés carros? 

(c) Quanto tempo se supõe que um cliente que chega tenha de 
esperar antes de ser atendido? 

*(d) Quantas vagas para carros devem ser providenciadas à 
frente do guichê (incluindo o carro que está sendo atendi- 
do) de modo que um carro que chega possa encontrar uma 
vaga no mínimo 90% das vezes? 


7. No(MIM AÇO Dl!) apresente um argumento plausível para 
o fato de, em geral, L. não ser igual a L, + 1.Sob qual condição 
essa igualdade será válida? 


8. Parao(M/M/1)(G Diet), derive a expressão para L usando a 
definição básica 5 (np, 


9. Para o (M/M/1):(G Dise), mostre que: 
(a) O número esperado na fila dado que a fila não esteja vazia 


“=p 
(b) O tempo de espera estimado na fila para os que têm de 


: dA | 
esperar =[m7) 


Distribuição do tempo de espera para (M/M/1):(FCFS/eol).' A de- 

rivação de p no modelo generalizado da Seção 15.5 é totalmente 
independente da disciplina da fila. Isso significa que as médias das 
medidas de desempenho (W, W, L, e L) se aplicam a todas as 
disciplinas de fila. 

Embora o tempo médio de espera seja independente da disci- 
plina da fila, sua função densidade de probabilidade não é. Ilustra- 
mos esse ponto derivando a distribuição do tempo de espera para o 
modelo (M/M/1) tendo como base a disciplina FCFS. 

Seja T a quantidade de tempo que uma pessoa que acabou de 
chegar deve ficar no sistema (isto é, até a conclusão do serviço). Com 
base na disciplina FCFS, se houver n clientes no sistema à frente de 
um cliente que chega, então 

T= tht. +h, 
onde º, é o tempo necessário para que o cliente que está sendo 
atendido no momento conclua o serviço, è 1, f,,...,f, SãO os tempos 
de atendimento para os n — 1 clientes na fila. O tempor representa 
o tempo de atendimento para o cliente que chega, 

Defina-se w(tla + 1) como a função densidade condicional de T 
dados n clientes no sistema à frente do cliente que chega. Como a 
distribuição do tempo de atendimento segue uma exponencial, a pro- 
predade da ausência de memória (Seção 15.3) nos diz que f, também 
segue uma exponencial com a mesma distribuição, Assim, T é a soma 
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de n + | variáveis aleatórias exponenciais independentes e identi- 
camente distribuídas. Pela teoria da probabilidade, w(tin + 1) segue 
uma distribuição gamma com parâmetros u ¢ + 1. Assim, temos 


w(T)= a with + Dp, 


m=i 


=p luto) E (1- p)p" 


Hb 


=(1- p)ue ny E 
=(1- p)pe e" 
=(u= Ajet r>0 


Assim, w(t) é uma distribuição exponencial com média W = TE 


Exemplo 15.6-3 


No modelo do lava-rápido do Exemplo 15.6-2, é razoável con- 
siderar que esse serviço é realizado com base na disciplina FCFS. 
Avalie a confiabilidade de usar W como uma estimativa do tempo 
de espera no sistema. 

Um modo de responder a essa pergunta é estimar a proporção 
de clientes cujo tempo de espera ultrapasse W. Observando que 


W=- gryp Obtemos 


w 
Plr>WJ=1-[ w(r)dr 
= th — et 0,368 


Dessa maneira, sob a disciplina FCFS, aproximadamente 37% 
dos clientes esperarão mais do que W, o que parece excessivo, em 
particular porque o W atual para o lava-rápido já é alto (= 0,5 hora). 
Observamos que a probabilidade calculada (= e! = 0,368) é inde- 
pendente das taxas À e u para qualquer (MIMN):(FCFSles/s), 0 que 
significa que seu valor não pode ser reduzido. Assim, se projetarmos 
o sistema com base no Ws médio, nossa expectativa será que 36,8% 
dos clientes esperarão mais do que o tempo médio de espera, 

A situação pode ser melhorada de dois modos: 1) podemos au- 
mentar a taxa de serviço u para reduzir o valor de Ws a um nivel acei- 
tável ou 2) podemos selecionar uma taxa de serviço tal que a proba- 
bilidade de o tempo de espera exceder um valor preestabelecido (por 
exemplo, 10 minutos) fique restrito a uma porcentagem razoavelmen- 
te pequena (digamos. 10%). O primeiro método equivale a achar p tal 
que Ws < T,eo segundo método acha u resolvendo a desigualdade 
Plr>T|<a,onde Teasao especificados pelo analista. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.6C 


“1. No Problema 3, Conjunto 15,6b, determine a probabilidade de odete- 
tive Columbo levar mais de 1 semana para resolver um caso criminal. 
2. No Exemplo 15.6-3, calcule o seguinte: 
(a) O desvio-padrão do tempo de espera T no sistema. 
(b) A probabilidade de o tempo de espera no sistema variar 
por meio desvio-padrão em relação à média, 


3. No Exemplo 15.6-3, determine a taxa de serviço u que satisfaz a 
condição W, < 10 minutos. 


4. No Exemplo 15.6-3, determine a taxa de serviço u que satisfará 
a condição Pft > 10 minutos} < 0,1. 

*5. Considere o Problema 5, Conjunto 15.6b. Para atrair mais fre- 
guesia, O proprietário do restaurante oferecerá refrigerantes 
grátis a qualquer cliente que espere mais do que 5 minutos, 
Dado que um refrigerante custa 50 centavos, quanto será o cus- 
to diário de oferecer os refrigerantes grátis? Considere que o 
restaurante funciona 12 horas por dia. 


' Esse material pode ser omitido sem perda de continuidade. [quer dizer: “Esta parte pode ser ignorada sem que se tenha prejuízo de entendimento na continuidade do conteúdo” ?] orig. 577 
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6. Mostre que, para (M/M/1):(FCFS/->/2), a distribuição do tempo 
de espera na fila é 
t=0 


w(t) = ae (1 = pete, r>0 


Depois, ache W, com base em w(t). 


(MIMI): (G DIN), Esse modelo é diferente de (M/M/1):(G Dejes) 
porque há um limite N para o número no sistema (comprimento 
máximo da fila = N — 1), Entre os exemplos estão situações de fabri- 
cação nas quais uma máguina pode ter uma área de segurança limi- 
tada e um restaurante de fast-food, ter um único guichê de drive-in. 

Quando o numero de clientes no sistema alcança N, não é per- 
mitida mais nenhuma chegada. Assim, temos 


Fon A, n=0,1,...,N-1 
O n=NN+I 
H=H n=0,1,... 


A : > ? 
Usando p= po modelo generalizado da Seção 15.5 då 


“JP Pos 
P 2 


O valor de p, é determinado com base na equação, > Db, =] que dá 


w= 


nai 


n>N 


pll +t p+ ++ p)=l 
ou 
(9 pet 
a a 
A =| 
N+I é 
Assim, 
i= oto" 
IPR, pal 
p, = A =, 1, ...,.¥ 
, =] 
N +l p 


O valor de p= = não precisa ser menos do que | nesse modelo 
porque as cheasdai no sistema sao controladas pelo limite do sis- 
tema, N. Isso significa que, nesse caso, a taxa que importa é A y» € 
não À. Como haverá perda de clientes quando houver N no sistema, 
então, como mostra a Figura 15.4, 


SAP, 


a =A- =Mi-p,) 


lā 


Nesse caso, A, € p. 
O numero esperado de clientes no sistema é calculado por 


Figura 15.6 


Pesquisa operacional 


fil 
L,= Snap, 
al 
iz N ` 
trp | ie. 
= Ip 2 
TR rp 


-pp d{i-p*" 
= l- p*” dp l-p 


p| i-(N+1)p" ee 


#1 


(1 = p)(I-p Nal E 

Quando p=1,L = H z (verifique!). Podemos derivar W, Wiel, 
com base em L, usando) à ig COMO for mostrado na Seção 15.6. l. 

A utilização de uma maquina de calcular de bolso para calcular as 
formulas de fila é, no minimo, incómoda (as fórmulas ficarão mais com- 
plexas em outros modelos!). Recomendamos a utilização do TORA ou 
do gabarito excelPoissonQ.xls para dar conta desses cálculos. 


Exemplo 15.6-4 


Considere o lava-rápido do Exemplo 15.6-2. Suponha que a insta- 
lação tenha um total de quatro vagas para estacionamento, Se o esta- 
cionamento estiver cheio, os carros que acabam de chegar desistem e 
procuram outro lava-rápido. O proprietário quer determinar o impac- 
to das vagas limitadas sobre a perda de clientes para a concorrência, 

Em termos da notação do modelo, o limite do sistema é 
N=4+1=5.0s dados de entrada da Tabela 15.8 geram o resultado 
da Figura 15.6, 


Tabela 15.8 Dados de entrada que geram resultado da Figura 15,6 


Limite da 
fonte 


Limite do 
Lambda Mu € sistema 


4 6 | 5 infinito 

Como o limite do sistema é N = 5, a proporção de clientes per- 
didos é p, = 0,04812, que, tomando como base um dia de 24 horas, 
equivale a perder (Ap,) x 24 = 4 x 0,04812 x 24 = 4,62 carros por 
dia. A decisão de aumentar o tamanho do estacionamento deve ser 
tomada com base no valor dos negócios perdidos, 

Considerando o problema de um ângulo diferente, o tempo de 
espera total esperado no sistema, W, é 0.3736 hora, ou aproxima- 
damente 22 minutos, em comparação com os 30 minutos do Exem- 
plo 15.6-3, quando todos os carros que chegam podem entrar no 
estacionamento do lava-rápido. Essa redução de aproximadamente 
25% é garantida à custa de perder cerca de 4,8% de todos os clien- 
les potenciais por causa da limitação de vagas no estacionamento, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.6D 


“1. No Exemplo 15.6-4, determine o seguinte: 
(a) Probabilidade de um carro que chega passar imediatamen- 
te à baia de lavagem. 


Resultado do TORA para o Exemplo 15,6-4 (arquivo toraEx15.6-4.1xt) 


Cenário 1:(M/M/1):(GD/5/infinito) 


Lambda = 4.00000 Mu 
Lambda eff = 3.80752 Rho/c 
Ls = 1.42256 Lg 
Ws = 0.37362 Wa 
n Probabilidade pn Pn acumulada 
0 0.36541 0.36541 
1 0.24361 0.60902 
2 0.16241 0.77143 


6.00000 
= 0.66667 
= 0.78797 
= 0.20695 
n Probabilidade pn Pn acumulada 
3 0.10827 0.87970 
4 0.07218 0.95188 
5 0.04812 1.00000 
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(b) Tempo de espera estimado até o início do serviço, 

(c) Número esperado de vagas vazias. 

(d) Probabilidade de todas as vagas estarem ocupadas. 

(e) Porcentagem de redução no tempo médio de serviço que 
limitará o tempo médio no sistema a aproximadamente 10 
minutos. (Sugestão: use tentativa-e-erro com a planilha ex- 
celPotssonQ.xls ou o TORA.) 

Considere o lava-rápido do Exemplo 15.6-4. Determine o nú- 

mero de vagas no estacionamento tal que a porcentagem de 

carros que não puderem conseguir vaga não passe de 1%. 


O tempo que o barbeiro Joe leva para fazer um corte de cabelo 
segue uma exponencial com uma média de 12 minutos, Devido 
à popularidade do barbeiro, os clientes costumam chegar (de 
acordo com uma distribuição de Poisson) a uma taxa muito mais 
alta do que Joe pode atender: 6 clientes por hora. Na verdade, 
seria melhor para Joe se a taxa de chegada fosse efetivamente 
reduzida para aproximadamente 4 clientes por hora. Para atin- 

gir essa meta, ele teve a idéia de providenciar um número limi- 

tado de cadeiras na sala de espera, de modo que os clientes que 

chegarem procurarão outra barbearia quando perceberem que 
todas as cadeiras estão ocupadas. Quantas cadeiras Joe deve 
providenciar para cumprir sua meta? 

A montagem final de geradores elétricos na Electro é realiza- 

da à taxa de Poisson de 10 unidades por hora. Em seguida, os 

geradores são transportados por uma esteira rolante até o de- 
partamento de inspeção para um teste final. A esteira pode su- 
portar um máximo de 7 geradores. Um sensor eletrônico pára 

automaticamente a esteira quando ela estiver cheia, o que im- 

pede que o departamento de montagem final monte mais uni- 

dades até haver espaço disponível. O tempo para inspecionar 

os geradores segue uma exponencial, com uma média de 15 

minutos, 

(a) Qual é a probabilidade de o departamento de montagem 
final parar a produção? 

(b) Qual é o número médio de geradores na esteira transportadora? 

(c) O engenheiro de produção afirma que as interrupções no 
departamento de montagem podem ser reduzidas, aumen- 
tando a capacidade da esteira. Na verdade, ele afirma que a 
capacidade pode ser aumentada até o ponto em que o de- 
partamento de montagem poderá trabalhar 95% do tempo 
sem interrupção, Essa afirmativa é justificável? 

Uma lanchonete pode acomodar um máximo de 50 pessoas 

sentadas, Clientes chegam de acordo com uma distribuição de 

Poisson à taxa de 10 por hora e são atendidos (um por vez) à 

taxa de 12 por hora. 

(a) Qual é a probabilidade de um cliente que chega não comer 
na lanchonete porque cla está cheia”? 

(b) Suponha que 3 clientes (com tempos de chegada aleatórios) 
gostariam de se sentar juntos. Qual é a probabilidade de 
seu desejo ser satisfeito? (Considere que os arranjos para 
sentá-los juntos podem ser feitos assim que três lugares es- 
tiverem disponíveis). 

Pacientes chegam ao consultório de um médico segundo uma distri- 

buição de Poisson à taxa de 20 pacientes por hora. A sala de espera 

não acomoda mais do que 14 pacientes O tempo de exame por pa- 
ciente segue uma exponencial, com uma média de 8 minutos. 

(a) Qual é a probabilidade de um paciente que chega não ter 
de esperar? 

(b) Qual é a probabilidade de um paciente que chega encontrar 
um lugar para sentar na sala? 

(c) Qual é o tempo total esperado que um paciente passa no 
consultório? 

As probabilidades p de n clientes no sistema para um modelo 

OWIM T(G DiS) são dadas na Tabela B. 


Tabela B 
n 0 | 2 3 4 5 
P, 0,399 0249 0,156 0.097 0,061 0,038 


A taxa de chegada A é de 5 clientes por hora. A taxa de serviço 
H é de 8 clientes por hora. Calcule o seguinte: 
*(a) A probabilidade de um cliente que chega conseguir entrar 
no sistema. 
*(b) A taxa na qual os clientes que chegam não conseguem en- 
trar no sistema. 
(c) Número esperado no sistema. 
(d) Tempo médio de espera na fila, 


8. Mostre que, quando p = 1 para (M/M/1):(GD/Ni-), o número 
i(i+1) 
, À + 


a 


esperado no sistema, É, é é (Sugestão: l +2 +... +i= 
9. Mostre que A, para (M/M/1):(GD/Nies) pode ser calculada 
pela fórmula 
A = ul L, = L) 


edi 


15.6.3 Modelos de multiplos servidores 


Esta seção considera três modelos de fila com múltiplos servi- 
dores paralelos. Os dois primeiros modelos são as versões multisser- 
vidores dos dois modelos da Seção 15.6.2. O terceiro modelo trata 
do caso do auto-serviço, que equivale a ter um número infinito de 
servidores paralelos. 


Aplicação real — Planejamento do pessoal de vendas 
por telefone da Qantas Airways 


“ara reduzir custos operacionais, a Qantas Airways procura su- 
prir com eficiência o pessoal de sua matriz de serviço de reservas 
por telefone e ao mesmo tempo prestar um serviço conveniente a 
seus clientes. Por tradição, as necessidades de pessoal são estima- 
das pela previsão do número de telefonemas futuros com base no 
histórico do aumento do negócio. Então, o aumento do número de 
profissionais é calculado tomando como base o aumento médio pro- 
jetado do número de telefonemas dividido pelo número médio de 
telefonemas que um operador pode atender. Como os cálculos são 
baseados em médias, o número adicional de profissionais contrata- 
dos não leva em conta as flutuagodes da demanda durante o dia. 

Em particular, os longos tempos de espera para ser atendido 
durante os horários de pico resultaram em reclamações e até perda 
de clientes. O problema trata da determinação de um plano que es- 
tabeleça um equilíbrio entre o número de operadores contratados e 
as necessidades dos clientes. A solução usa análise de filas (M/M/c) 
embutida em um modelo de programação inteira. As economias re- 
sultantes do modelo considerando apenas o escritório de Sydney 
foram de aproximadamente $ 173.000 no ano fiscal de 1975-1976, 
Os detalhes do estudo são dados no Caso 15, Capítulo 24, disponível 
em inglês no site do livro. 


(MY Mr ey (6 D/ 0/00). Nesse modelo ha ¢ servidores paralelos. A 
taxa de chegada é À e a taxa de serviço por servidor é u. Como não 
há nenhum limite de número no sistema, À, = À. 

O efeito da utilização de c servidores paralelos é um aumento 
proporcional na taxa de serviço da instalação. Portanto, em termos 
do modelo generalizado (Seção 15.5), A eu são definidas como 


A, =A 20 
“ng, nee 
fa a tee 
Assim, 
Ar AM p" 
A RR RO do DE E ero HS e 
HZ pe) Su) (ane) ntu n! 
P= 
o pm e = oi = 2 = Bas Hec 
(TT: iu (cu) cle Tu É 


A : 
Determinando p= ris considerando £ <1, o valor de p, é de- 


terminado por È, p, =1,0 que resulta em 
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A expressão para L, pode ser determinada da seguinte maneira: 


=f 
-Dep " 


Como Ay = A L, = L, + p. Os valores de W, e W, podem ser 
determinados dividindo L e L por A. 


Exemplo 15.6-5 


Uma comunidade é atendida por duas empresas de táxi. Cada 
uma tem dois táxis e ambas têm a mesma participação de mercado, 
como fica evidente pelo fato de os telefonemas chegarem à central 
de atendimento de cada empresa à taxa de oito por hora. O tempo 
médio por viagem é 12 minutos. Os telefonemas seguem uma dis- 
tribuição de Poisson e o tempo de viagem segue uma exponencial. 
Recentemente as duas empresas foram compradas por um inves- 
tidor que está interessado em consolidá-las em uma única central 
de atendimento para oferecer melhor serviço aos clientes. Analise a 
proposta do novo proprietário. 

Do ponto de vista de fila, os táxis são os servidores e a viagem 
é o serviço, Cada empresa pode ser representada pelo modelo 
CMIM/2):0G Dieis) com À = 8 telefonemas por hora e u = 60/10 = 
5 viagens por táxi por hora. À consolidação resultará no modelo 
UM/M/4):(G Disfi) com À = 2 x 8= 16 telefonemas por hora e u = 5 
viagens por táxi por hora, 

Uma medida adequada para comparar os dois modelos é o tem- 
po médio que um cliente espera por uma viagem, W . Os dados de 
entrada para a análise comparativa pelo TORA são mostrados na 
Tabela 15.9, 


Tabela 15.9 Dados de entrada para análise comparativa 


Limite do Limite 


Cenário Lambda Mu c sistema da fonte 
1 he 5 2 infinito infinito 
2 l6 5 4 infinito infinito 


A Figura 15.7 fornece o resultado para os dois cenários. Os re- 
sultados mostram que o tempo de espera por uma viagem é 0,356 
hora (= 21 minutos) para a situação de dois táxis e 0,149 (= 9 minu- 


Figura 15.7 


Pesquisa operacional 


tos) para a situação consolidada, uma notável redução de mais de 
50% e uma clara evidência de que a consolidação das duas empre- 
sas é justificada. 


Comentário. A conclusão da análise precedente é que um pool de 
serviços é sempre um modo mais eficiente de operação. Esse resulta- 
do é válido mesmo quando, por acaso, ambas as instalações separadas 
estejam “muito” ocupadas (veja problemas 2 e 10, Conjunto 15.6e). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.6E 


1. Considere o Exemplo 15.6-5. 

(a) Mostre que a notável redução de mais de 50% no tempo de 
espera para o caso consolidado está aliada à um aumento na 
porcentagem do tempo em que os servidores ficam ocupados, 

(b) Determine o número de táxis que a empresa consolidada 
deve ter para limitar o tempo médio de espera por uma via- 
gem a 5 minutos ou menos, 


*2. No exemplo da empresa de taxis, suponha que o tempo médio 
por viagem seja, na verdade, 14,5 minutos, de modo que a uti- 
aaa PR À x T 
lização [= 4) para as operações com 2 e 4 táxis aumenta para 


mais de 96%. Ainda vale a pena consolidar as duas empresas 
em uma? Use o tempo médio de espera por uma viagem como 
medida de comparação. 


3. Determine o número mínimo de servidores paralelos necessá- 
rios em cada uma das seguintes situações (chegada/partida se- 
gundo Poisson) para garantir que a operação da situação de fila 
será estável (isto é. o comprimento da fila não crescerá indefini- 
damente): 

(a) Clientes chegam a cada 5 minutos e são atendidos à taxa de 
10 clientes por hora. 

(b) O intervalo de tempo médio entre chegadas é 2 minutos e o 
tempo médio de serviço é 6 minutos. 

(c) A taxa de chegada é 30 clientes por hora e a taxa de atendi- 
mento é 40) clientes por hora. 


4. Clientes chegam ao Thrift Bank de acordo com uma distribui- 
ção de Poisson, com uma média de 45 clientes por hora. As tran- 
sações por cliente demoram cerca de 5 minutos e seguem uma 
distribuição exponencial. O banco quer usar uma operação de 
fila única e múltiplos caixas semelhante à usada em aeroportos 
e agências de correio, O gerente está ciente do fato de que os 
clientes podem mudar para outros bancos se perceberem que 
seu tempo de espera em fila é “excessivo”. Por essa razão, ele 
quer limitar o tempo médio de espera na fila a não mais do que 
30 segundos. Quantos caixas o banco deve ter? 

*§ O restaurante de fast-food McBurger tem 3 caixas. Os clien- 
tes chegam de acordo com uma distribuição de Poisson a cada 
3 minutos e formam uma fila que será atendida pelo primeiro 
caixa disponível. O tempo para atender a um pedido segue uma 
distribuição exponencial com uma média de 5 minutos. A sala 
de espera dentro do restaurante é limitada. Contudo, a comida 
é boa e os clientes estão dispostos a formar uma fila do lado de 
fora do restaurante, se necessário. Determine o tamanho da sala 
de espera dentro do restaurante (excluindo a fila dos caixas) de 
modo tal que a probabilidade de um cliente que chega não ter 
de esperar fora do restaurante seja de no minimo 0,999, 

6. Uma pequena agência de correio tem dois guichês abertos. Os 
clientes chegam de acordo com uma distribuição de Poisson à 


Resultado do TORA para o Exemplo 15.6-5 (arquivo toraEx]5.6-5,1xt) 


Análise comparativa 


c Lambda Mu Lida eff 
2 8.000 5.000 8.00 
å 16.000 5.000 16.00 


0.110 
0.027 


pO Ls Ws Lq Wa 


4.444 
5.586 


0.556 
0.349 


2.844 0.356 
2.386 0.149 
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8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


taxa de 1 a cada 3 minutos, Contudo, somente 80% deles se di- 
rigem aos guichês. O tempo de atendimento por cliente segue 
uma exponencial, com uma média de 5 minutos. Todos os clien- 
tes que chegam formam uma única fila e se dirigem aos guichês 
disponíveis de acordo com um critério FCFS. 
(a) Qual é a probabilidade de um cliente que chega ter de espe- 
rar na fila? 
(b) Qual é a probabilidade de ambos os guichês estarem ociosos? 
(c) Qual é o comprimento médio da fila de espera? 
(d) Seria possivel oferecer atendimento razoável com apenas 
um guichê? Explique. 
A central de computadores da Universidade A é equipada com 
quatro computadores centrais de grande porte (mainframes). 
© número de usuários a qualquer instante é 25. Cada usuário 
pode apresentar um trabalho de um terminal à cada 15 minu- 
tos, em média, mas o tempo real entre apresentações é expo- 
nencial. Trabalhos que chegam são dirigidos automaticamente 
ao primeiro computador disponível, O tempo de execução por 
apresentação segue uma exponencial com média de 2 minutos, 
Calcule o seguinte: 


“(a) A probabilidade de um trabalho não ser executado imedia- 


tamente após a apresentação. 
(b) O tempo médio até o resultado de um trabalho ser devolvi- 
do ao usuário. 
(e) O número médio de trabalhos que esperam execução, 
(d) A porcentagem de tempo em que a central de computado- 
res inteira está ociosa. 
+(e) O número médio de computadores ociosos. 
O Drake Airport atende a passageiros das áreas rural e suburbana 
e em trânsito. A distribuição da chegada para cada um dos três 
grupos se distribui como uma Poisson com taxas médias de 15, 10 
e 20 passageiros por hora, respectivamente. O tempo para fazer o 
check-in de um passageiro segue uma exponencial com média de 6 
minutos. Determine o número de balcões de check-in que devem 
estar disponíveis no Drake sob cada uma das seguintes condições: 
(a) O tempo médio total para fazer o check-in de um cliente é 
menos do que 15 minutos, 
(b) A porcentagem de ociosidade nos balcões não passe de 10%. 
(c) A probabilidade de todas os balcões estarem ociosos não 
ultrapasse 0,01. 
Nos Estados Unidos, a utilização de fila única com múltiplos ser- 
vidores é comum em agências de correio e em balções de check- 
in em aeroportos. Contudo, armazéns de secos e molhados e ban- 
cos (em especial em comunidades menores) tendem a preferir 
configurações de fila única com um único servidor, apesar de a 
configuração de fila única com múltiplos servidores oferecer uma 
operação mais eficiente. Comente essa observação, 
Para o modelo (M/Mic):(CrDieole>), Morse (1958, p. 103) mostra 
que, à medida que © — I, 
p 


ar 

Observando que £ -= [significa que os servidores estão extrema- 
mente ocupados, use essa informação para mostrar que a razão en- 
tre o tempo médio de espera em fila no modelo (.M/Mic):(G Dies) 
e o tempo médio de espera em fila no modelo (MMA ):(GD/ss/e=} 
tende a — à medida que Ê —. Assim, para c = 2,0 tempo médio de 
espera pode ser reduzido em 50%, A conclusão desse exercício é 
que é sempre aconselhável organizar um pool de serviços indepen- 
dentemente de qual seja a “sobrecarga” dos servidores. 


Na derivação de p, para o modelo (M/Mic) aak indique 
qual parte da derivação requer a condição £ — . Explique com 
palavras o significado dessa condição. O que acontecerá se essa 
condição não for satisfeita? 
Prove que L, = L + € começando com a definição 
L=}, (n-c)P, onde E éo número médio de servidores 
ocupados. Daí, mostre que € = E, 
Mostre que p para o modelo (MMA (6 Diss) pode ser obti- 
da do modelo (M/Mic) (6 Dles/=) determinando c = 1, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


(M/M/cy(GDINi=), e < 
(Mi Mic G Diele) no sentido de que o limite do sistema é 


Mostre que, para (M/Mic):(G Docs), 
cp 
L, =P. 
a (c— py 


ara o modelo (MiMe {G Dief), mostre que 


(a) A probabilidade de um cliente estar à espera é me 


(b) O número médio na fila, dado que cla não esteja vazia, é py" 


ic) O tempo de eU estimado na fila para clientes que têm 


de esperar é — 
P wep) 


Prove que a função densidade de probabilidade do tempo de 
espera na fila para o modelo (M/Mic):(GD/cs/>>) é dada por 
p 


medo Tap 
w (T)= ae =| Mes p) 
e Pr 1 


(Sugestão: Converta o caso de c canais ao equivalente com um 
único canal para o qual 
Pl > T= P mint, > T|= (er ye" 
dat 
onde ¢é o tempo de atendimento no caso equivalente com um 
único canal.) 
Prove que, para w (7) no Problema 16 


PIT > y} = PIT > Olen bY 


onde P| T > 0 
esperar, 


é a probabilidade de um cliente que chega ter de 


Prove que o tempo de espera no sistema para o modelo (WIMI 
c):(FCFS/ss/e2) tem a seguinte função densidade de probabilidade: 
at pt 
p ae | =e ite-e-ls Po T>0) 
(c-Di(e-—p-l)le-p 
(Sugestão: Té a convolução do tempo de espera em fila, T (veja 
o Problema 16), e a distribuição do tempo de atendimento.) 


w(t)= ge” + 


N. Esse modelo é diferente do modelo 
* finito 


e igual a N. Isso significa que o tamanho máximo da fila é N - c. As 
taxas de chegada e serviço são À e u. À taxa efetiva de chegada A , é 
menor do que À por causa do limite do sistema, N. 


Em termos do modelo generalizado (Seção 15.5), A cy para o 


modelo corrente são definidos como 


2 pak A, ün N 
“O n>N 
Res [nu, 0snse 
Hy leu, cSneN 
Substituindo À eu na expressão geral da Seção 15.5 e obser- 
vando que p = A obtemos 
H n 
P- p ange 
p= n! 
eee csnsN 
cle 


onde 


5 
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Em seguida, calculamos L para o caso em que É * | como 


A 
L,= Sn —c)p,, 


i= 


Nae 


; e KN i Se ENS 
T irem E ={N =c =P P 
(e-e -p) | a di i of e2) Pa 


J 
Pode-se mostrar que, para c= |, L se reduz a 


PANE -ctl Po. 
Me 2c! ra 
Para determinar W „e então W e L, calculamos o valor de À, por 


Mou = Py 
A E À- Ae = (1 — PJA 


S 


Exemplo 15.6-6 


No problema consolidado da empresa de taxis do Exemplo 15.6-5, 
suponha que não seja possível conseguir novos financiamentos para 
comprar mais táxis. O proprietário foi aconselhado por um consultor 
de que o único modo de reduzir o tempo de espera é a central informar 
a novos clientes o potencial atraso excessivo quando a lista de espe- 
ra tiver seis clientes. Com certeza essa atitude fará com que os novos 
clientes procurem outra empresa, mas reduzirá o tempo de espera para 
os que estão na lista de espera. Avalie o conselho do consultor. 

Limitar a lista de espera a seis clientes equivale a estabele- 
cer N = 6 + 4 = 10 clientes. Assim, estamos investigando o modelo 
(MIMI (O D/10/e2), onde A = 16 clientes por hora e u = 5 viagens 
por hora. Os dados de entrada da Tabela 15.10 fornecem os resulta- 
dos da Figura 15.8. 


Tabela 15.10 Dados de entrada para resultados da Figura 15.8 


Limite da 
fonte 


Limite do 


Lambda Mu č sistema 


16 a 4 10 infinito 

O tempo médio de espera, W. antes do estabelecimento de um 
limite para a capacidade do sistema, é 0,149 hora (= 9 minutos) (veja 
a Figura 15.7), que é aproximadamente duas vezes a nova média 
de 0,075 hora (= 4,5 minutos). Essa notável redução é conseguida 


Figura 15.8 


Pesquisa operacional 


à custa da perda de aproximadamente 3,6% de clientes potenciais 
(Pa = 0.03574). Entretanto, esse resultado não reflete o efeito da 
possível perda de confiança do cliente na operação da empresa. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.6F 


1. No Exemplo 15.6-6, determine o seguinte: 
(a) O número esperado de táxis ociosos. 
(b) A probabilidade de um cliente que está telefonando ser o 
último da lista. 
(ce) O limite da lista de espera se quisermos manter o tempo de 
espera na fila abaixo de 3 minutos. 


El 


A loja de conveniência Eat & Gas opera um posto de gasolina 
com duas bombas A faixa de tráfego interno que leva às bom- 
bas pode conter no máximo 3 carros, excluindo os que estão 
sendo atendidos. Carros que chegam procuram outro posto se 
a faixa estiver cheia. À distribuição dos carros que chegam é 
uma Poisson com média de 20 por hora. O tempo para encher 
o tanque e pagar pelo combustível segue uma exponencial com 
média de 6 minutos, 
Determine o seguinte: 
(a) Porcentagem de carros que procurarão outro posto de gasolina. 
(b) Porcentagem de tempo em que uma bomba está em uso, 
*(c) Percentual de utilização das duas bombas. 
*(d) Probabilidade de um carro que chegar não ser atendido 
imediatamente, mas encontrar uma vaga na faixa. 
(e) Capacidade da faixa que garantirá que, na média, não mais 
do que 10% dos carros que chegam tenham de ir embora. 
(f) Capacidade da faixa que garantirá que a probabilidade de 
ambas as bombas estarem ociosas é 0,05 ou menos. 
3. Uma pequena oficina de conserto de motores funciona com três 
mecânicos. No início de março de cada ano, as pessoas trazem seus 
arados e cortadores de grama para revisão e manutenção, A ofici- 
na se dispõe a aceitar todos os arados e cortadores que os clientes 
trouxerem. Contudo, quando novos cliente vêem o piso da oficina 
cheio de equipamentos à espera de conserto, vão procurar serviço 
mais imediato. O piso da oficina pode abrigar no máximo 15 corta- 
dores ou arados, excluindo os que estão sendo consertados, 
Os clientes chegam à oficina a cada 10 minutos em média e um 
mecânico demora uma média de 30 minutos para concluir cada 
serviço, O intervalo de tempo entre chegadas e o tempo de ser- 
viço são ambos exponenciais. Determine o seguinte: 
(a) Número médio de mecânicos ociosos, 
(b) Quantidade de negócios perdidos para a concorrência por 
dia de 10 horas por causa da capacidade limitada da oficina. 
(c) Probabilidade de o próximo cliente que chegar ser atendido 
pela oficina. 
id) Probabilidade de no minimo um dos mecânicos ficar ocioso. 
(e) Número médio de arados ou cortadores que esperam serviço, 
(f) Uma medida da produtividade global da oficina. 


Resultado pelo TORA para o Exemplo 15.6-6 (arquivo toraEx15.6-6.txt) 


Cenáriol: (M/M/4):(GD/10/infinito) 

Lambda = 16.00000 Mu = 5.00000 

Lambda eff = 15.42815 Rho/e = 0.80000 

Ls = 4.23984 Lg = 1.15421 

Ws = 0.27481 Wq = 0.07481 

n Probabilidade pr Pn acumulada n Probabilidade pn Pn acumulada 
0 0.03121 0.03121 6 0.08726 0.79393 
1 0.09986 0.13106 7 0.06981 0.86374 
2 0.15977 0.29084 8 0.05584 0.91958 
3 0.17043 0.46126 9 0.04468 0.96426 
4 0.13634 0.59760 10 0.03574 1.00000 
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4. Na Universidade A, calouros são famosos porque querem ir às 
aulas de carro (ainda que a maioria deles tenha de morar no 
campus e possa usar o conveniente sistema de transporte inter- 
no grátis oferecido pela universidade). Durante as duas primei- 
ras semanas do semestre O caos impera no campus porque os 
calouros tentam desesperadamente encontrar vagas para esta- 
cionar. Com dedicação fora do comum, eles esperam paciente- 
mente nos corredores do estacionamento que alguém sala para 
que possam estacionar seus carros. 

Vamos considerar um cenário especifico: o estacionamento tem 
30 vagas mas também pode acomodar 10 carros a mais nos corre- 
dores. Esses 10 carros a mais não podem estacionar nos corredo- 
res permanentemente e devem esperar pela disponibilidade de 
uma das 30 vagas. Os calouros chegam ao estacionamento 
de acordo com uma distribuição de Poisson, com uma média de 
20 carros por hora. A média de tempo de estacionamento por 
carro é aproximadamente 60 minutos, mas, na verdade, segue 
uma distribuição exponencial, 
*(a) Qual é a porcentagem de calouros que têm de ir embora 
porque não podem entrar no estacionamento? 
“(b) Qual é a probabilidade de um carro que chega esperar nos 
corredores? 
(© Qual é a probabilidade de um carro que chega ocupar a 
única vaga restante no estacionamento? 
*(d) Determine o número médio de vagas ocupadas. 
(e) Determine o número médio de vagas ocupadas nos corredores. 
*(f) Determine o número de calouros que não chegarão a tem- 
po nas aulas durante um periodo de 8 horas porque o esta- 
cionamento está completamente lotado. 

5. Verifique a expressão para p, para (M/M/c):(GD/N/i=) dado 

que £ #1. 


6. Prove a seguinte igualdade para (M/M/c):(GD/Nie) 
Ki z HE 


onde € é o número de servidores ocupados. 

7. Verifique a expressão para p, € L para (M/M/c):(GD/Ni/e) quan- 
dof=1. 

8. Para o modelo (M/ Mle (GD!Nie) no qual N = c, definam-se A, 
cu, em termos do modelo generalizado (Seção 15.5) e então 
mostre que a expressão para p, é dada por 


onde 


(MiMi Ds!) — Modelo de auto-serviço. Nesse modelo, o 
número de servidores é ilimitado porque o cliente é também o servi- 
dor. Um exemplo típico é fazer o exame escrito para obter a carteira 
de motorista. Postos de gasolina de auto-serviço e caixas eletrônicos 


24 horas não são abrangidos pela descrição desse modelo porque, 


na verdade, nesses casos os servidores são as bombas de gasolina e 
os caixas eletrônicos. O modelo supõe chegada constante e taxas de 
serviço também constantes, À e u, respectivamente. 

Em termos do modelo generalizado da Seção 15.5, temos 


A, =A, = 0, 1,2,... 
H=n4,n=0,1,2,... 


Assim, 


ay Fm 


p= p= Ep, n=0,1,2,... 


H 


atu n! 


Como P, =|, decorre que 


p, = ——— Se 


Como resultado, 


a Pn 
E 
P,= Emei. 
n! 
que é a distribuição de Poisson com média L, = p. Como seria de 
esperar, L e W são zero porque é um modelo de auto-serviço. 


Exemplo 15.6-7 


Um investidor investe $ 1.000 por més em média em um tipo de 
título negociado em bolsa de valores. Como ele tem de esperar uma 
boa oportunidade de ‘compra’, o tempo de compra propriamente dito 
é totalmente aleatório. O investidor costuma manter os títulos por 
aproximadamente três anos em média, mas os venderá em tempos ale- 
atórios quando surgir uma boa oportunidade de ‘venda’. Embora de 
modo geral ele seja reconhecido como um esperto jogador na Bolsa, a 
experiência anterior indica que o valor de aproximadamente 25% dos 
títulos decresce a aproximadamente 20% por ano. Os restantes 75% 
sobem à taxa de aproximadamente 12% ao ano. Estime o patrimônio 
líquido médio (de longo prazo) do investidor no mercado de ações. 

Esta situação pode ser tratada como um modelo (M/M): 
(O Disso) porque, para todas as finalidades práticas, © investi- 
dor não tem de esperar em uma fila para comprar ou vender ti- 
tulos. O tempo médio entre ordens de compra é | mês, o que da 


À = 12 títulos por ano. A taxa de venda de títulos é p = I por ano, 


Você pode obter o resultado do modelo usando os dados de entrada 
da Tabela 15.11. 


Tabela 15.11 Dados de entrada 


Limite do Limite da 
Lambda Mu € sistema fonte 
12 0,3333333 infinito infinito infinito 


Dados os valores de À e p, obtemos 


L =p= = 36 


= |= 


A estimativa do valor liquido médio anual (de longo prazo) do 
investidor é 


(0.252, x $ 1.000)(1 = 0,20) + (0,75 x $ 1.000)(1 + 0,12) = $ 63.990 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.6G 


1. No Exemplo 15.6-7, calcule o seguinte: 

(a) A probabilidade de o investidor vender todos os seus ativos. 

(b) A probabilidade de o investidor ter no mínimo 10 títulos, 

(ce) A probabilidade de o investidor ter entre 30 e 40 títulos. 
inclusive. 

(d) O patrimônio liquido anual do investidor se apenas 10% 
dos títulos sofrerem depreciação de 30% ao ano e os res- 
tantes 90% aumentarem 15% ao ano. 

2. Novos motoristas têm de passar em testes escritos antes de faze- 
rem o exame de rua. De modo geral, esses exames são aplicados 
pelo departamento municipal de polícia. Registros da cidade de 
Springdale mostram que o número médio de testes escritos é 100 
por um dia de & horas O tempo médio necessário para concluir 
o teste é de aproximadamente 30 minutos. Contudo, a chegada 
dos que vão fazer o teste e o tempo que cada um demora para 
respondêé-lo são totalmente aleatórios. Determine o seguinte: 

*(a) O número médio de cadeiras que o departamento de poli- 
cia deve providenciar na sala de exame. 

*(b) A probabilidade de o número de pessoas que vão fazer o 
teste ultrapassar o número médio de cadeiras fornecidas na 
sala de teste. 

(e) A probabilidade de nenhum teste ser aplicado em qualquer dia. 

3. Mostre (usando a planilha excelPoissonQ.xls ou o TORA) que. 
para um pequeno p= 0,1, os valores de L L W, W, ep, para 
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o modelo (M/M/c):(GD/es/-) podem ser estimados com con- 
fiabilidade usando as fórmulas menos incômodas do modelo 
(MIM es (G Destes) para e pequeno, igual a 4 servidores, 


4. Repita o Problema 3 para p = 9 (grande) e mostre que a mesma 
conclusão é válida, exceto que o valor de c é mais alto (no mini- 
mo 14). Pelos resultados dos problemas 3 e 4, qual é a conclusão 
geral a que podemos chegar em relação à utilização do mode- 
lo (M/Mise):(G Dies} para estimar os resultados do modelo 
(MI Mle (G Dlcoloo)? 


15.6.4 Modelo de manutencao de maquinas — 
(M/M/R):(GD/K/K), R < K 


© cenário para esse modelo é uma oficina com K máquinas. 
Quando uma maquina quebra, um dos R mecânicos de manuten- 
ção disponíveis é chamado para fazer o conserto. A taxa de quebra 
por máquina é À quebras por unidade de tempo, e um mecânico de 
manutenção consertará máquinas quebradas à taxa de u máquinas 
por unidade de tempo. Considera-se que todas as quebras e serviços 
seguem a distribuição de Poisson. 

Esse modelo é diferente de todos os precedentes porque tem uma 


fonte de solicitações finita. Isso fica evidente ao percebermos que, 


quando todas as máquinas da oficina estiverem quebradas, não serão 
gerados mais pedidos de serviço. Em essência, somente máquinas aptas 
a funcionar podem quebrar e, portanto, gerar ordens de serviço. 

Dada a taxa de quebra por maquina, A, a taxa de quebra para 
a oficina inteira é proporcional ao número de máquinas que estão 
em condições de funcionamento. Em termos do modelo de fila, ter 
n máquinas no sistema significa que n máquinas estão quebradas. 
Assim, a taxa de quebra para a oficina inteira é 


A=(K-nADensk 


Em termos do modelo generalizado da Seção 15.5, temos 


ia (K-na, D<n=SK 
" (0, n= K 
“ng, 0<nsR 

Ha = Ry, Rensk 


Com base no modelo generalizado, podemos obter (verifique!) 


ce P Pos U<ns K 
à Y 
È a K at Pas R = r p= K 
x np” 
=| > Cp + > C* ——— 
Py È n p" = R! R" | 


Não existe nenhuma expressão de forma fechada para L_e, em con- 
sequência, ela deve ser calculada usando a seguinte definição básica: 


| = n P, 


O valor de À, é calculado por 
A, = EAK- m] =A(K- LL.) 


Usando as formulas da Seção 15.6.1, podemos calcular as medi- 
das de desempenho restantes, W, W, e L 


Figura 15.9 


Pesquisa operacional 


Exemplo 15.6-8 


A Toolco opera uma oficina de usinagem com um total de 22 
máquinas. Sabe-se que cada máquina quebra uma vez a cada 2 ho- 
ras, em média. O conserto demora 12 minutos, em média. Ambos, o 
tempo entre quebras e o tempo de conserto, seguem a distribuição 
exponencial. À Toolco está interessada em determinar o número de 
mecânicos de manutenção necessário para manter a oficina em fun- 
cionamento confortavelmente, 

A situação pode ser analisada com a investigação da produtivi- 
dade das máquinas como uma função do número de mecânicos de 
manutenção. Tal medida de produtividade pode ser definida como 


dos cand _ Máquinas disponíveis — Máquinas quebradas «100 
das máquinas | Máquinas disponíveis 
22—L, 
=———* x 100 
22 


Os resultados para essa situação podem ser obtidos usando os 
seguintes dados de entrada: lambda = 0,5; mu = 5; R = 1, 2,3 ou 4; 
limite do sistema = 22 e limite da fonte = 22. A Figura 15.9 dá o 
resultado. A produtividade associada é calculada da maneira mos- 
trada na Tabela 15,12. 


Tabela 15.12 Produtividade associada 
Mecânicos de manutenção, R l 2 3 d 


Produtividade das máquinas (100%) 45,44 8015 88,79 90,45 
Aumento marginal (100% ) — 34,71 864º 1,66 


Os resultados mostram que, com um único mecânico de manuten- 
ção, a produtividade é baixa (= 45,44%). Aumentando o número de 
mecânicos de manutenção para dois, a produtividade tem um salto de 
34,71%, passando para 80,15%. Quando empregamos três mecânicos 
de manutenção, o aumento da produtividade é de apenas 8,04%, passan- 
do para 88,70%, ao passo que, com quatro mecânicos de manutenção, a 
produtividade aumentará míseros 1,06%, passando para 90,45%. 

A julgar por esses resultados, a utilização de dois mecânicos de 
manutenção é justificável. A defesa do caso de três mecânicos de ma- 
nutenção não é tão boa porque o aumento de produtividade é de ape- 
nas 8,04%. Talvez seja interessante utilizar uma comparação monetária 
entre o custo da contratação de um terceiro mecânico de manutenção e 
a receita atribuída ao aumento de 8,64% na produtividade para bater o 
martelo (a Seção 15.10 apresenta uma discussão de modelos de custo). 
Quanto à contratação de um quarto mecânico de manutenção, o mise- 
ro aumento de 1,66% na produtividade não a justifica, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.6H 


1. No Exemplo 15.6-8, faça o seguinte: 
(a) Verifique os valores de A q dados na Figura 15.9. 
*(b) Calcule o número esperado de mecânicos de manutenção 
ociosos, dado R = 4. 
(c) Calcule a probabilidade de todos os mecânicos de manu- 
tenção ficarem ociosos, dado A = 3. 
*(d) Calcule a probabilidade de a maioria (mais da metade) dos 
mecânicos de manutenção ficar ociosa, dado R = 3. 


Resultado da análise comparativa do TORA para o Exemplo 15.6-8 (arquivo toraEx15,6-8.txt) 


Análise comparativa 


e Lambda Mu L'da eff po 
1 0.500 5.00 4.9980 0.0004 
2 0.500 5.00 8.8161 0.0564 
3 0.500 5.00 9.7670 0.1078 
4 0.500 5,00 9.9500 0.1199 


Ls Lg Ws Wa 
12.0040 11.0044 2.4018 2.2018 
4.3677 2.6045 0.4954 0.2954 
2.4660 0.5128 0.2525 0.0525 
2.1001 0.1102 0.2111 0.0111 
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2. No Exemplo 15.6-8, defina e calcule a produtividade dos meca- 
nicos de manutenção para R = 1,2,3 e 4. Use essa Informação 
em conjunto com a medida de produtividade da máquina para 
decidir o número de mecânicos de manutenção que a Toolco 
deve contratar. 

3. Nos cálculos da Figura 15.9, talvez pareça confuso que a taxa 
média de quebras de máquinas na oficina, À „ aumente com 
o aumento de R. Explique por que esse aumento em À deve 
ser esperado. 

*4. Um operador cuida de 5 máquinas automáticas. Após cada má- 
quina concluir um lote de produção, o operador deve reajustá- 
la antes de iniciar um novo lote. O tempo para concluir um lote 
de produção se distribui conforme uma exponencial com média 
de 45 minutos. O tempo de preparação também segue uma ex- 
ponencial com média de § minutos. 

(a) Determine o número médio de máquinas que estão espe- 
rando ajuste ou estão sendo ajustadas. 

(b) Calcule a probabilidade de todas as máquinas estarem fun- 
cionando, 

(c) Determine o tempo médio de paralisação de uma máquina. 

5. A Kleen All é uma empresa que presta diversos serviços, como 
jardinagem, poda de árvores e pintura de casas. Os quatro em- 
pregados da empresa saem do escritório com o primeiro com- 
promisso do dia. Após concluir um serviço o empregado telefo- 
na para o escritório e pede instruções sobre o próximo trabalho 
a realizar. O tempo de conclusão de um serviço se distribui con- 
forme uma exponencial com uma média de 45 minutos. O tem- 
po de trânsito entre serviços também segue uma exponencial, 
com uma média de 20 minutos. 

(a) Determine o número médio de empregados em trânsito en- 
tre serviços. 

(b) Calcule a probabilidade de nenhum empregado estar em 
trânsito entre serviços. 

h Após uma longa espera, os Newborns foram recompensados 
com quintuplos, dois meninos e três meninas, graças às mara- 
vilhas dos novos avanços da medicina, Durante os 5 primeiros 
meses, a vida dos bebés consistiu em dois estados: acordado (e a 
maior parte do tempo chorando) e dormindo. De acordo com os 
Newborns, as atividades ‘acordado/dormindo’ nunca coincidem 
Mais exatamente, tudo é totalmente aleatório. Na verdade, a se- 
nhora Newborn, uma profissional da estatistica, acredita que a 
quantidade de tempo que cada bebê chora segue uma distri- 
buição exponencial com uma média de 30 minutos. Por acaso, a 
quantidade de tempo que cada bebé dorme também segue uma 
distribuição exponencial, com uma média de 2 horas, Determi- 
ne o seguinte: 

(a) O número médio de bebês que estão acordados a qualquer 
instante, 

(b) A probabilidade de todos os bebês estarem dormindo, 

(e) A probabilidade de os Newborns não ficarem muito felizes por- 
que há mais bebês acordados (e chorando) do que dormindo. 

7. Verifique a expressão para p para o modelo (M/M/R):(G DARK). 

8. Mostre que a taxa de quebra em uma oficina pode ser calculada 
pela fórmula 

A = UR 
onde R é o número médio de mecânicos de manutenção ocupados. 


9. Verifique os seguintes resultados para o caso especial de um 
único mecânico de manutenção (R = 1): 


> K!p” 
En Komi” 
R K!p" -l 
=|] santo a 
Po er | 
L - pau) 


p 


15.7 (M/G/1):(GD/s-/=) — 
FORMULA DE POLLACZEK-KHINTCHINE (P-K) 


Modelos de fila nos quais as chegadas e partidas não seguem 
a distribuição de Poisson são complexos. Em geral, é aconselhável 
usar simulação como uma ferramenta alternativa para analisar essas 
situações (veja o Capítulo 16). 

Esta seção apresenta uma das poucas filas não Poisson para a 
qual há resultados analíticos disponíveis. Ela trata do caso em que o 
tempo de atendimento, rf, é representado por qualquer distribuição 
de probabilidade com média £fr} e variância var|r}. Os resultados do 
modelo incluem as medidas básicas de desempenho LL W, e W. 
O modelo não fornece uma expressão de forma fechada para p por 
causa da intratabilidade analítica. 

Seja À a taxa de chegada na instalação com um único servidor. 
Dadas Elrl e var(t) da distribuição do tempo de atendimento, e dado 
que LElr| < 1, pode-se mostrar, usando sofisticada análise de proba- 
bilidade/cadeias de Markov, que 


A‘(E*ytetvarye 
L, app E AEI <1 
2(1-2E(1)) 
A probabilidade de a instalação estar vazia (ociosa) é calculada por 
p,=1-AEl|t}=1-p 
Como À, = A, as medidas de desempenho restantes (L, We W ) 


podem ser derivadas com base em L , como explicado na Seção 1561. 
O gabarito excelPKFormula.xls automatiza os cálculos do modelo. 


Exemplo 15.7-1 


No lava-rápido Automata do Exemplo 15,6-2, suponha que um 
novo sistema seja instalado de modo que o tempo de atendimento 
para todos os carros seja constante e igual a 10 minutos. Como o 
novo sistema afeta a operação da instalação? 

Pelo Exemplo 15.6-2,4,,,=4=4 carros por hora. O tempo de atendi- 
mento é constante, de modo que Efr} = == =- ~ hora e varf} = 0. Assim, 


e(o) 
É (1-2) 
L, = 1,333-(2)=0,667 carro 


1,333 l 
W = =(),333 hora 


=1,33 carro 


a 


W = ei = 0,167 hora 


É interessante que, ainda que as taxas de chegada e de partida 
sejam iguais às do caso Poisson do Exemplo 15.6-2 (A = 4 carros por 


| 
hora e H= rj =6 carros por hora), o tempo de espera estimado é 


mais baixo do que no modelo corrente porque o tempo de atendi- 
mento é constante, como mostra a Tabela 15.13. 


Tabela 15.13 Tempo de atendimento constante 


(MIMI AG Diele) (MIDI) (G Dissi) 
W (h) 0,500 0,333 
W (h) 0,333 0,167 


Os resultados fazem sentido porque um tempo de atendimento 
constante indica mais certeza na operação da Instalação, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.7A 


1. No Exemplo 15.7-1, calcule a porcentagem de tempo que a ins- 
talação fica ociosa. 

2. Resolva o Exemplo 15.7-1 considerando que a distribuição do 
tempo de atendimento é dada como segue: 
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"4, 


4), 


8 


*(a) Uniforme entre 8 e 20 minutos. 

ib) Normal com p = 12 minutos e o = 3 minutos. 

(c) Discreta com valores iguais a 4,8 e 15 minutos com proba- 
bilidades 0,2, 0,6 e 0,2, respectivamente. 

A Layson Roofing Inc. instala telhados em residências novas e 

antigas no Arkansas. Clientes potenciais requisilam O serviço 

aleatoriamente à taxa de 9 serviços por més de 30 dias e são co- 

locados em uma lista de espera para serem atendidos de acordo 

com um critério FCFS. O tamanho das residências varia, mas é 

bastante razoável considerar que as áreas de telhados são uni- 

formemente distribuídas entre 150 ¢ 300 molduras. De modo 

geral, a equipe de trabalho pode concluir 75 molduras por dia. 

Determine o seguinte: 

(a) O número médio de serviços pendentes da Layson. 

(b) O tempo médio que um cliente espera até o telhado ser 
concluido. 

(c) Se a equipe de trabalho aumentar a ponto de poder concluir 
150 molduras por dia, como isso afetará o tempo médio até 
a conclusão de um trabalho? 


A Óptica Ltda. prescreve receitas de óculos de acordo com os 

pedidos recebidos de clientes. Cada profissional é especializado 

em certos tipos de óculos. A empresa tem apresentado atrasos 

incomuns no processamento de óculos com lentes bifocais e 

trifocais. O profissional encarregado recebe 30 pedidos por dia 

de & horas. O tempo para concluir uma receita é normalmente 

distribuido, com uma média de 12 minutos e um desvio-padrão 

de 3 minutos. Após gastar entre 2 e 4 minutos, uniformemente 

distribuídos, e inspecionar os óculos, o profissional pode passar 

para uma nova receita, Determine o seguinte: 

(a) A porcentagem de tempo que o profissional fica ocioso. 

(b) A quantidade total de receitas pendentes para óculos bifo- 
cais e trifocais na Óptica. 

(c) O tempo médio de conclusão de uma receita. 

Um produto chega de acordo com uma distribuição de Poisson 

à taxa de 1 a cada 45 minutos. O produto requer duas operações 

subsequentes executadas por um só trabalhador. A primeira 

operação usa uma máquina semi-automática que conclui seu ci- 

clo em exatamente 28 minutos. A segunda operação faz ajustes 

¢ pequenas alterações, ¢ seu tempo depende da condição em 

que o produto sai da operação 1. Especificamente, o tempo de 

operação 2 segue uma distribuição uniforme entre 3e 6 minutos. 

Como cada operação requer a total atenção do trabalhador, não 

é possivel carregar um novo item na máquina semi-automática 

antes da conclusão da operação 2 no Item corrente. 

(a) Determine o número de itens que estão esperando proces- 
samento na máquina semi-automálica, 

(b) Qual é a porcentagem de tempo que o trabalhador ficará 
ocioso? 

(c) Quanto tempo é necessário, na média, para que um item 
que chegou saia da operação 2? 

(M/D/1):(G Dief). Mostre que, para o caso em que o tempo de 

atendimento for constante, a fórmula P-K se reduz a 


=AE(t|. 


onde u= Fm e PAS 


(MWE MU Dies), Dado que o tempo de atendimento se 
distribui conforme uma Erlang com parâmetros m e u (isto É, 


; m mo f 
E (1) =—e var(t) = — ), mostre que a fórmula F-K se reduz a 
u r ioe 
ra + mo 
L =nip+——— 
2(1-mp) 


Mostre que a fórmula P-K se reduz à de L de (M/M/1):(G Dlcolos) 
quando o tempo de atendimento se distribui conforme uma ex- 
ponencial com uma média de 1 unidades de tempo. 


H | 
Suponha que clientes cheguem a uma instalação de serviço com c 


servidores paralelos de acordo com uma distribuição de Poisson 
com uma taxa média de À, Servidores (ocupados ou livres) são 
designados a clientes segundo um método estritamente rotativo. 


Pesquisa operacional 


(a) Determine a distribuição de probabilidade do intervalo de 
tempo entre chegadas. 

(b) Suponha que na parte (a) os clientes que chegam são designa- 
dos aleatoriamente aos c servidores com probabilidades ct, o 
20,i=1,2,.. c60 +0 +... +0 = 1. Determine a distribuição 
de probabilidade do intervalo de tempo entre chegadas. 


15.8 OUTROS MODELOS DE FILA 


As seções precedentes se concentraram nos modelos de fila 
de Poisson, mas a literatura de filas é abundante em outros tipos 
de modelos. Em particular, filas com prioridade de atendimento, fi- 
las em redes e filas nao Poisson formam um conjunto importante da 
literatura da teoria de filas. Esses modelos podem ser encontrados 
em livros mais especializados sobre teoria de filas. 


15.9 MODELOS DE DECISÃO DE FILA 


O nível de serviço de uma instalação de fila é uma função da taxa de 
serviço, u, e do número de servidores paralelos, c. Esta seção apresenta 
dois modelos de decisão para determinar níveis “adequados” de serviço 
para sistemas de filas: 1) um modelo de custo e 2) um modelo de nivel de 
aspiração. Ambos reconhecem que níveis de serviço mais altos reduzem 
o tempo de espera no sistema, Ambos os modelos visam encontrar um 
equilíbrio entre os fatores conflitantes de nível de serviço e espera. 


15.9.1 Modelos de custo 
Modelos de custo tentam equilibrar dois custos conflitantes: 


1. Custo de oferecer o serviço. 
2. Custo da demora na oferta do serviço (tempo de espera do cliente). 
Os dois tipos de custo estão em conflito porque o aumento de 
um provoca automaticamente a redução do outro, como já demons- 
tramos na Figura 15.1. 
Representando o nivel de serviço por x (= u ou e), o modelo de 
custo pode ser expresso por 


ETC(x) = EOC(x) + EWC(x) 
onde 


ETC = custo total esperado por unidade de tempo 


FOC = custo esperado de operação da instalação por 
unidade de tempo 


EWC = custo esperado de espera por unidade de tempo 


As formas mais simples para EOC e EWC são as seguintes fun- 
ções lineares: 


EOC(x) = Cx 
EWC(x) = CLL, 
onde 
C, = custo marginal por unidade de x, por unidade de tempo 
C, = custo de espera por unidade de tempo, por cliente (esperando) 
Os dois exemplos seguintes ilustram a utilização do modelo de cus- 


to. O primeiro exemplo considera que x é igual à taxa de serviço, p, € 0 
segundo considera que x é igual ao número de servidores paralelos, c. 


Exemplo 15.9-1 


A KeenCo Publishing está em processo de comprar uma copia- 
dora comercial de alta velocidade. Fabricantes propuseram quatro 
modelos cujas especificações estão resumidas na Tabela 15.14. 
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Tabela 15.14 Especificações das copiadoras 


Modelo da Custo Velocidade 
copiadora operacional (S/h) (folhas/min) 1. 
| E AO 
2 20 36 
3 24 50 
4 27 G6 


4 rere tR 
Os serviços chegam a KeenCo de acordo com uma distribuição 


de Poisson com uma média de quatro serviços por dia de 24 horas, 
O tamanho do serviço é aleatório, mas a média é aproximadamente 
10.000 folhas por serviço. Contratos com clientes especificam um 
custo de multa para atraso de entrega de $ 80 por serviço por dia. 
Qual copiadora a KeenCo deve comprar? 

Representando o modelo į da copiadora pelo indice i (i = 1,2,3, 
4), 0 custo total esperado por dia associado com a copiadora į é 


ETC, = EOC, + EWC, 
=C,xM+€C,L 


aT 


=24C,, + 80L,,i=1,2,3,4 


Os valores de C, são determinados pelos dados do proble- 
ma. Determinamos L, reconhecendo que, para todas as finalida- 
des práticas, cada copiadora pode ser tratada como um modelo 
(MIMO Dieke). A taxa de chegada de serviços é À = 4 serviços/ 
dia. A taxa de serviço y, associada ao modelo į é calculada como 
mostra à Tabela 15.15. 


Tabela 15.15 Taxa de serviço jr, associada ao modelo i 


Modelo i Taxa de serviço y, (servigos/dia) 


4.32 
5,18 
7,20 
9,50 


od bo — 


$ 


O calculo da taxa de serviço é demonstrado para o modelo 1. 


1.000 | 
x—=5,56 
30 


Tempo médio por serviço = 


Assim, 


24 eA FE 
H, "Sag Se serviços/dia 


Os valores de L, calculados utilizando o TORA ou a planilha 
excel Poisson). xls são dados na Tabela 15.16. 


Tabela 15.16 Valores de L, 
Modelo? Ai (Servigos/dia) 


S. 
ui (Servicos/dia) 
da? 

5,18 
720 
9 50 


L (Serviços) 
12,50 
3,39 
1,25 
0,73 


$a w d = 
& b b E 


Os custos para os quatro modelos são calculados da seguinte 
maneira mostrada na Tabela 15.17. 


Tabela 15.17 Custos para os quatro modelos 


Modelo i EOC, ($) EWC. ($) ETC ($) 
| 360,00 1.000,00 1.360,00 
2 480,00 271,20 751,20 
3 576,00 100,00 676,00 
4 648,00 58,40 706,40 


O modelo 3 produz o custo mais baixo, 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.9A 


No Exemplo 15.9-1, faça o seguinte: 

(a) Verifique os valores de u, u, e u, dados no exemplo. 

(b) Suponha que a multa de $ 80 por serviço por dia seja co- 
brada somente sobre serviços que não estiverem “em anda- 
mento” no final do dia. Qual copiadora dá o custo total mais 
baixo por dia? 

A Metalco está em processo de contratar um mecânico de ma- 

nutenção para uma oficina com dez máquinas. Dois candidatos 

estão sendo considerados. O primeiro pode executar conser- 
tos à taxa de cinco máquinas por hora e ganha $ 15 por hora, 

O segundo, mais habilidoso, recebe 3 20 por hora ¢ pode conser- 

lar oito máquinas por hora. À Metalco estima que cada máqui- 

na quebrada incorrerá em um custo de $ 50 por hora devido à 

perda de produção. Considerando que as máquinas quebram de 

acordo com uma distribuição de Poisson com uma média de três 
por hora, e que o tempo de conserto segue uma distribuição ex- 
ponencial, qual mecânico de manutenção deve ser contratado? 

A B&K Groceries está inaugurando uma nova loja munida de cai- 

xas registradoras de leitura ótica de última geração. O senhor Bih, 

um dos proprietários da B&K, limitou as opções a duas leitoras 

óticas: a leitora A pode processar dez itens por minuto e a leitora B, 

de melhor qualidade, pode ler 15 itens por minuto. O custo diário 

(10 horas) de operação e manutenção das leitoras é $ 25 e 5 35 

para os modelos A e B, respectivamente. Clientes que terminam 

suas compras chegam aos caixas de acordo com uma distribuição 
de Poisson à taxa de 10 clientes por hora, Cada carrinho de cliente 
contém entre 25 e 35 itens distribuídos uniformemente. O senhor 

Bih estima que o custo médio por cliente à espera por minuto seja 

de aproximadamente 20 centavos. Qual leitora a BAK deve adqui- 

rir? (Sugestão: o tempo de atendimento por cliente não segue uma 
distribuição exponencial, É uniformemente distribuído.) 


A H&I Industry produz uma máquina especial com diferentes ta- 
xas de produção (peças por hora) para atender às especificações 
dos clientes. Um proprietário de oficina está pensando em comprar 
uma dessas máquinas e quer decidir qual é a velocidade mais eco- 
nômica (em peças por hora) a ser pedida. Por experiência anterior, 
o proprietário estima que os pedidos dos clientes chegam à oficina 
de acordo com uma distribuição de Poisson à taxa de três pedidos 
por hora, A média de cada pedido é de aproximadamente 500 pe- 
cas. Os contratos entre o proprietário e os clientes especificam uma 
multa de $ 100 por pedido atrasado por hora. 
(a) Considerando que o tempo real de produção por pedido se- 
gue uma distribuição exponencial, desenvolva um modelo 
geral de custo como uma função da taxa de produção, u. 


*(b) Pelo modelo de custo em (a), determine uma expressão 


para a taxa ótima de produção. 


“(c) Usando os dados apresentados no problema, determine a taxa 


ótima de produção que o proprietário deve pedir à H&l, 

Serviços chegam a uma oficina de usinagem de acordo com uma 
distribuição de Poisson à taxa de 80 serviços por semana. Uma 
maquina automática representa o gargalo da oficina. Estima-se 
que o aumento de uma unidade na taxa de produção da máquina 
custará $ 250 por semana. Serviços atrasados normalmente resul- 
tam em perda de clientes, o que é estimado em $ 500 por serviço 
por semana. Determine a taxa ótima de produção para a máqui- 
na automática. 
A Pizza Unlimited vende dois modelos de franquias para restau- 
rantes. O modelo A tem uma capacidade de 20 grupos de clientes, 
e o modelo 8 pode receber 30 grupos. O custo mensal de ope- 
ração do modelo A é $ 12.000 e o do modelo B é $ 16.000. Um 
investidor quer montar uma pizzaria em estilo rodízio e estima 
que grupos de clientes, cada um ocupando uma mesa, cheguem 
de acordo com uma distribuição de Poisson a uma taxa de 25 gru- 
pos por hora. Se todas as mesas estiverem ocupadas, os clientes 
procurarão outro restaurante. O modelo A atenderá a 26 grupos 
por hora e o modelo B atenderá a 29 grupos por hora. Devido à 
variação no tamanho dos grupos e nos tipos de pedidos, o tempo 
de atendimento segue uma distribuição exponencial. 
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O investidor estima que o custo médio da perda de negócios 

por grupo de clientes por hora é $ 15. O custo médio da demora 

no atendimento de clientes à espera, por grupo de chentes, por 

hora, é estimado em $ 10. 

(a) Desenvolva um modelo de custo adequado, 

(b) Considerando que o restaurante ficará aberto 10 horas por 
dia, qual modelo você recomendaria ao investidor? 


7. No Problema 6, suponha que o investidor possa optar por qual- 
quer capacidade de restaurante que quiser, tendo como base 
um custo marginal específico para cada unidade de capacidade 
adicional requisitada. Derive o modelo geral de custo associado 
e defina todos os seus componentes e termos. 

8. A Second Time Around vende itens populares usados por con- 
signação. Sua operação pode ser considerada um problema de 
estoque no qual o estoque é reabastecido e esgotado aleatoria- 
mente de acordo com distribuições de Poisson com taxas A € u 
itens por dia. Toda vez que uma unidade de item fica em falta 
de estoque, a Second Time perde $ C, devido à oportunidade 
perdida, e toda vez que um item é mantido em estoque, incorre 
em um custo de permanência de $ €.. 

(a) Desenvolva uma expressão para o custo total esperado por 
unidade de tempo. ; 
(b) Determine o valor ótimo de p= 5, Qual é a condição que 


deve ser imposta aos valores relativos de C, e C, para que 
a solução seja consistente com as premissas do modelo 
(MIMA yG Dies/sa)? 


Exemplo 15.9-2 


Em uma ferramentaria com vários empregados, os pedidos de troca 
de ferramentas ocorrem de acordo com uma distribuição de Poisson 
à taxa de 17,5 requisições por hora. Cada empregado pode atender 
a uma média de 10 requisições por hora. O custo de contratar um 
novo empregado é $ 12 por hora. O custo da perda de produção por 
maquina à espera, por hora, é aproximadamente $ 50, Determine o 
número ótimo de empregados para a ferramentaria. 

A situação corresponde a um modelo (M/M/c) no qual se quer 
determinar o valor ótimo de c. Assim, no modelo geral de custo 
apresentado no início desta seção, fazemos x = c, o que resulta no 
seguinte modelo de custo: 

ETC(c)=Cc+CL() 
= 12e + 50L (e) 

Observe que L (c) é uma função do número de empregados 
(paralelos) na ferramentaria. 

Usamos o modelo (M/Mic):(G Dies) com À = 17,5 requisições 
por hora e u = 10 requisições por hora, Quanto a isso, o modelo al- 
cançará o estado de equilibrio somente se c > A, isto é. no presente 
exemplo, para c = 2. A Tabela 15.18 apresenta o cálculo necessário 
para determinar c ótimo. Os valores de L (c) (determinados com 


base na planilha excelPoissonQ.xls ou no TORA) dados a seguir 
mostram que o número ótimo de empregados é 4. 


Tabela 15.18 Cálculo para determinar c ótimo 


c L (c) (requisições) ETC(c) ($) 
2 7,467 397,35 
3 2,217 146,85 
4 1,842 140,10 
5 1.769 148,45 
6 1,754 159,70 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.9B 


1. Resolva o Exemplo 15.9-2 considerando que C =$20€e C, = $45. 
*2. A Tasco Oil é proprietária de uma unidade de impulsores au- 
xiliares para tubulação que funciona continuamente. O tempo 
entre quebras para cada impulsor segue uma distribuição expo- 
nencial com uma média de 20 horas. O tempo de conserto segue 


Pesquisa operacional 


uma distribuição exponencial com média de 3 horas. Em uma 

determinada estação, dois mecânicos de manutenção cuidam de 

10 impulsores, A remuneração por hora para cada mecânico 

de manutenção é $ 18. As perdas da tubulação são estimadas em 

$ 30 por impulsor quebrado por hora. A Tasco está estudando a 

possibilidade de contratar mais um mecânico de manutenção. 

(a) Haverá alguma economia de custo com a contratação de 
um terceiro mecânico de manutenção? 

(b) Qual é a perda programada por quebra (em dólares) quan- 
do o número de mecânicos de manutenção em serviço for 
dois? E quando for três? 

3. Uma empresa aluga uma linha telefônica para serviços de teleco- 
municação de longa distância (Wide-Area Telecommunications 
Service — Wats) por $ 2.000 por mês. O escritório está em funcio- 
namento 20) horas por mês. Em todas as outras horas a linha do 
serviço Wats é usada para outras finalidades e não está disponível 
para negócios da empresa. O acesso à linha Wats durante o horá- 
rio comercial é permitido a 100 vendedores. Cada um deles pode 
precisar da linha a qualquer hora, mas a média é $ horas por dia 
com tempo exponencial entre telefonemas. Um vendedor sempre 
esperará pela linha Wats caso ela esteja ocupada — uma inconve- 
niéncia cujo custo estimado é 1 centavo por minuto de espera. 


Considera-se que não surgirá nenhuma necessidade adicio- 
nal de telefonemas enquanto o vendedor espera por determina- 
do telefonema. O custo normal de telefonemas (que não usam 
a linha Wats) é, em média, aproximadamente 50 centavos por 
minuto, e a duração de cada telefonema se distribui conforme 
uma exponencial, com uma média de 6 minutos. À empresa está 
considerando alugar (ao mesmo preço) uma segunda linha Wats 
para melhorar o serviço. 

(a) A única linha Wats está poupando dinheiro para a empresa 
em comparação com um sistema sem linha Wats? Quanto a 
empresa está ganhando ou perdendo por mês em compara- 
ção com um sistema sem linha Wats? 

(b) A empresa deve alugar uma segunda linha Wats? Quanto cla 
ganharia ou perderia por mês em comparação com o sistema 
com uma única linha Wats se arrendasse uma linha adicional? 

*4. Uma oficina de usinagem tem 20 máquinas e três mecânicos de 
manutenção. Uma maquina em serviço quebra aleatoriamente 
de acordo com uma distribuição de Poisson. O tempo de conser- 
to por maquina segue uma distribuição exponencial com uma 
média de 6 minutos. Uma análise de fila da situação mostra 
uma média de 57.8 pedidos de conserto por dia de 8 horas para 
toda a oficina. Suponha que a taxa de produção por máquina 
seja 25 unidades por hora e que cada unidade produzida gere 
$2 de receita. Além disso, considere que um mecânico de manu- 

tenção receba uma remuneração de $ 20 por hora. Compare o 

custo de contratar os mecânicos de manutenção com o custo da 

perda de receita quando as máquinas estão quebradas. 


un 


As condições necessárias para ETC{c) (delinidas antes) para 
considerar um valor minimo em e = c* são 


ETC(c* - 1) = ETC(c*) e ETC(c* + 1) = ETC(c*) 


Mostre que essas condições se reduzem a 


L(e)-L (e+) sesh (e-1)-L(c) 


Aplique o resultado ao Exemplo 15.9-2 e mostre que ele 
resulta em c" = 4, 


15.9.2 Modelo de nível de aspiração 


A viabilidade do modelo de custo depende da qualidade da cs- 
timativa dos parâmetros de custo. De modo geral, esses parâmetros 
são difíceis de estimar, em particular o associado ao tempo de es- 
pera de clientes. O modelo de nível de aspiração procura amenizar 
essa dificuldade trabalhando diretamente com medidas de desem- 
penho da situação de fila, A idéia é determinar uma faixa aceitável 
para o nivel de serviço (u ou c) especificando limites razoáveis para 
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medidas de desempenho conflitantes. Tais limites são os níveis de 
aspiração que o tomador de decisões quer alcançar. 

Hustramos o procedimento aplicando-o ao modelo de múltiplos 
servidores, no qual se deseja determinar um número “aceitável” de 
servidores, c*. Fazemos isso considerando as duas medidas de de- 
sempenho (conflitantes) a seguir: 


I. O tempo médio no sistema, W. 


2. A porcentagem de ociosidade dos servidores, X. 


A porcentagem de ociosidade pode ser calculada da seguinte maneira: 


Dn c= L -L T5 
x= E oos TE) go =f1 Ax} 100 


C E cu 
(Veja a prova no Problema 12, Conjunto 15.6.) 


O problema se reduz a determinar o número de servidores c* tal que 
WsuwueXsp 


onde ae {sao niveis de aspiração especificados pelo tomador de de- 
cisões. Por exemplo, podemos estipular que œ = 3 minutos e 5 = 10%. 

A solução do problema pode ser determinada representando W, 
e X em gráfico como uma função de c, como mostra a Figura 15.10, 
Localizando œ e § no gráfico, podemos determinar imediatamente 
uma faixa aceitável para c*. Se as duas condições não puderem ser 
satisfeitas simultaneamente, uma ou ambas devem ser relaxadas 
para podermos determinar uma faixa viável, 


Exemplo 15.9-3 


No Exemplo 15.9-2, suponha que queiramos determinar o nú- 
mero de empregados tal que o tempo de espera estimado até o re- 
cebimento de uma ferramenta fique abaixo de 5 minutos. Ao mes- 
mo tempo, também queremos manter a porcentagem de ociosidade 
abaixo de 20%. 

Para começo de conversa, e antes de qualquer cálculo, aspirar a 
um limite de 5 minutos para o tempo de espera até o recebimento 
de uma ferramenta (isto é, W <5 minutos) é definitivamente invia- 
vel porque, de acordo com os dados do problema, só o tempo médio 
de serviço já é 6 minutos, A Tabela 15,19 resume W e X como uma 
função de c: 


Tabela 15.19 Resumo de W e X como uma função de c 


E 2 3 4 5 6 T 5 
W (min) 254 7.6 6,3 6,1 6.0) 6.0) 6,0 
X(%) 125 41.7 563 650 708 750 780 


Com base nesses resultados, devemos reduzir o tempo de aten- 
dimento ou reconhecer que a fonte do problema é que a taxa de 
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Figura 15.10 
Aplicação de níveis de aspiração em tomada de decisões com fila 


Faixa aceitável de c 


requisição de ferramentas é absurdamente alta (A = 17,5 requisi- 
ções por hora). Muito provavelmente, essa é a area que deveria ser 
abordada. Por exemplo, talvez fosse útil investigar a razão dessa de- 
manda tão alta de substituição de ferramentas. Será que o projeto 
da ferramenta em si não é defeituoso? Ou será que os operadores 
das máquinas estão sabotando propositalmente a produção para ex- 
pressar seu descontentamento? 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 15.9C — 


*1. Uma oficina usa 10 máquinas idênticas, Cada máquina quebra 
uma vez a cada 7 horas, em média. O conserto de uma máquina 
quebrada demora meia hora, em média. O processo de quebra 
bem como o processo de conserto seguem a distribuição de 
Poisson. Determine o seguinte: 

(a) O número de mecânicos de manutenção necessários tal que o 
número médio de máquinas quebradas seja menor do que 1. 

(b) O número de mecânicos de manutenção necessários tal que o 
tempo de espera estimado até o início do conserto seja menor 
do que 10 minutos, 

2. Nomodelode custo da Seção 15.9.1,de modo geral é dificil estimar 
o parâmetro de custo C, (custo de espera). O resultado é que tal- 
vez seja útil calcular o custo C, implicado pelos níveis de aspiração. 
Usando o modelo de nível de aspiração para determinar c*, pode- 
mos estimar o custo C, implicado usando a seguinte desigualdade: 


Lc )- Le Hee OE -1)-L,(e ) 
(Veja o Problema 5, Conjunto 15.9b, para a derivação.) Aplique 


o procedimento ao problema do Exemplo 15.9-2, considerando 
c*=3e €,=$12,00. 
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Capitulo 16 


—-_ — 


Modelagem por simulação 


Guia do capítulo. Simulação é o segundo melhor procedimento 
depois da observação de um sistema real. Trata de uma imitação 
computadorizada do comportamento aleatório de um sistema com 
a finalidade de estimar suas medidas de desempenho. Basicamen- 
te, a simulação vê uma situação operacional como uma fila de es- 
pera em uma instalação de serviço. Acompanhando passo a passo 
os movimentos de clientes na instalação, podem-se coletar dados 
estatísticos pertinentes (por exemplo, tempo de espera em fila e 
comprimento da fila). A tarefa de utilizar simulação começa com o 
desenvolvimento da lógica do modelo computacional de um modo 
que permitirá coletar os dados necessários. Há várias linguagens 
computacionais disponiveis para facilitar esses cálculos tediosos. 

Uma utilização comum equivocada da simulação é executar o 
modelo durante um periodo arbitrário e então considerar os resul- 
tados como se fossem as “tábuas da ler”. Na verdade, o resultado da 
simulação muda (às vezes drasticamente) ao longo do comprimento 
da rodada, Por essa razão, a modelagem por simulação lida com um 
experimento estatístico cujo resultado deve ser interpretado por tes- 
tes estatísticos adequados. Ao estudar o material deste capitulo, pres- 
te especial atenção às peculiaridades do experimento de simulação, 
entre elas: 1) o papel importante dos números aleatórios (0,1) na re- 
tirada de amostras de distribuições de probabilidade; e 2) os métodos 
especiais utilizados para coletar observações de modo a satisfazer a 
premissa subjacente de um verdadeiro experimento estatístico, 

O pré-requisito para este capítulo é um conhecimento básico 
de probabilidade e estatistica. Conhecer os fundamentos da teoria 
de filas também ajuda. 

Este capitulo inclui 10 exemplos resolvidos, 2 gabaritos Excel ¢ 
44 problemas de final de seção. Os programas AMPL/Excel Solver/ 
TORA estão na pasta chlóFiles. 


16.1 SIMULAÇÃO DE MONTE CARLO 


Uma precursora da simulação existente hoje é a técnica de 
Monte Carlo, um esquema de modelagem que estima parâmetros 
estocásticos ou deterministicos com base em amostragem aleatória. 
Entre os exemplos de aplicações da simulação de Monte Carlo, ci- 
tamos a avaliação de integrais múltiplas, a estimativa da constante 
x (=3,14159) e a inversão de matrizes, 

Esta seção usa um exemplo para demonstrar a técnica de Mon- 
te Carlo. O objetivo do exemplo é enfatizar a natureza estatística do 
experimento de simulação. 


Exemplo 16.1-1 


Usaremos amostragem por simulação de Monte Carlo para es- 
timar a área de um círculo definida como 


(x-1} + 0-2} =25 


© raio do círculo é r = 5 cm, e seu centro é (x, ¥) = (1,2). 

O procedimento para estimar a área requer envolver completa- 
mente o círculo em um quadrado cujo lado seja igual ao diâmetro 
do círculo. como mostra a Figura 16.1. Os vértices são determinados 
pela geometria do quadrado. 

A estimativa da área do círculo se baseia na premissa de que 
todos os pontos no quadrado têm igual probabilidade de ocorrer. 
Tomando uma amostra aleatória de n pontos no quadrado, se mm 
desses pontos caírem dentro do circulo, então 


Estimativa da ) m | Área d) m 


; : =—(10x10 
área do circulo) quadrado | n l ) 


Para assegurar que todos os pontos no quadrado ocorram com 
probabilidades iguais, representamos as coordenadas x e y de um 
ponto no quadrado pelas seguintes distribuições uniformes: 


| 
=—,45 x56 
fix) Th x 
o 
(vy) =—,-3< ys7 
fly) 1028? 


Um ponto amostrado (x, y) baseado na distribuição f(x) e Aly) 
garante que todos os pontos no quadrado têm a mesma probabili- 
dade de serem selecionados, 

A determinação de uma amostra (x,y) é baseada na utilização de 
números aleatórios independentes e uniformemente distribuídos na 
faixa (0,1). A Tabela 16.1 apresenta uma pequena lista de tais núme- 
ros que utilizaremos nos cálculos dos exemplos. Para a finalidade de 
simulação geral são utilizadas operações aritméticas especiais para 
gerar os números aleatórios 0-1, como será mostrado na Seção 16.4. 

Para um par de números aleatórios 0-1, R e R, um ponto alea- 
tório (x, v) no quadrado é determinado mapcando-os sobre os eixos 


xe y da Figura 16.1 com a utilização das seguintes formulas: 


x=-4+[6-(-4)]R1 = -4 + 10R1 
y =-3 + [7—(-3)]R2 = -3 + 10R2 


é 


Figura 16.1 
Estimativa por simulação de Monte Carlo da área de um círculo 


(—4,7) (6,7) 


(—4,—3) (6, -3) 


Tabela 16.1 Lista resumida de números aleatórios 0-1 


0,0589 0,3529 0,5869 0,3455 0,7900 0,6307 
0,6733 0,3646 0,1281 0,4871 0,7698 0,2346 
0,4799 0,7676 0,2867 0,8111 0,2871 0,4220 
0,9486 0,5931 0,8216 0,8912 0,9534 0,6991 
0,6139 0,3919 0,8261 0,4291 0,1394 0,9745 
0,5933 0,7876 0,3866 0,2302 0,9025 0,3428 
0,034] 0,5199 0,7125 0,5954 0,1605 0,6037 
0,1782 0,6358 0,2108 0,5423 0,3567 0,2569 
0,3473 0,7472 0,3575 0,4208 0,3070 0,0546 
0,5644 0,8954 0,2926 0,6975 0,5513 0,0305 
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Para demonstrar a aplicação do procedimento, considere 
R, = 0,0589 e R, = 0,6733. Então, 


x=-4+ 10K, =—4 + 10 x 0,0589 = -3,411 
y=-3 + 10R, = -3 + 10 x 0,6733 = 3,733 


Este ponto cai dentro do circulo porque 
(-3,411 - 1)? + (3,733 - 2) = 22,46 < 25 


O procedimento é repetido n vezes, registrando o número m de 
pontos que caem dentro do círculo. Então, a estimativa da área é 
calculada por 100040). 


Comentários. Para aumentar a confiabilidade da estimativa da área 
do círculo, usamos os mesmos procedimentos empregados em expe- 
rimentos estatísticos comuns: 


1. Aumentar o tamanho da amostra. 


2. Usar repetições. 


A discussão no Exemplo 16.1-1 propõe duas perguntas em rela- 
ção ao experimento de simulação: 


1. Qual deve ser o tamanho, n, da amostra? 


2. Quantas repetições, N, são necessárias? 


Há algumas formulas na teoria estatística para determinar n e 
N,e elas dependem da natureza do experimento de simulação, bem 
como do nivel de confiança desejado. Entretanto, como em qualquer 
experimento estatístico, a regra de ouro é que valores mais altos de 
ne N significam resultados de simulação mais confiáveis. No fim, o 
tamanho da amostra dependerá do custo associado à realização do 
experimento de simulação. Contudo, de modo geral, um tamanho 
da amostra selecionado é considerado ‘adequado’ se produzir um 
desvio-padrão relativamente “pequeno”. 

Devido à variação aleatória do resultado do experimento, é ne- 
cessário expressar os resultados como um intervalo de confiança. 
Representando a média ¢ a variância de N repetições por A es, 
respectivamente, então, para um nível de confiança œ, o intervalo de 
confiança para a área verdadeira A é 


© parâmetro la No] é determinado com base nas tabelas de 
distribuição r dado im nivel de confiança œ e N — 1 graus de liberda- 
de (veja a Tabela t no Apêndice B ou use a planilha excelStat Tables. 
xls). Observe que N é igual ao número de repetições, que é distinto 
de n, o tamanho da amostra. 


Momento Excel 


Como os cálculos associados a cada amostra do Exemplo 16,1-1 
são volumosos, o gabarito excelCircle.xls (com macros VBA) é usado 
para testar o efeito do tamanho da amostra e do número de repeti- 
ções sobre a exatidão da estimativa da área. Os dados de entrada in- 
cluem o raio do circulo, r,e seu centro, (cx, cyk o tamanho da amostra, 
n;e o número de repetições, N. A entrada Steps na célula D4 permite 
executar vários tamanhos de amostras na mesma rodada, Por exem- 
plo, se n = 30.000 e Steps = 3,0 gabarito produzirá automaticamente 
os resultados para n = 30,000, 60,000, 90.000. Toda vez que for pres- 
sionada a tecla de comando Press to execute Monte Carlo novas esti- 
mativas são executadas porque o Excel aciona novamente o gerador 
de números aleatórios para uma segiiência diferente. 

A Figura 16.2 resume os resultados para cinco repetições e 
tamanhos de amostras de 30.000, 60.000 e 90.000. A área exata é 
18,54 cm”, e os resultados pela simulação de Monte Carlo mostram 
que a área média estimada para os três tamanhos de amostras varia de 

A = 78,533 a À = 78,490 cm’. Observamos também que o desvio- 
padrão decresce de s = 0,308 para a = 30.000 a s = 0,191 para 


2/3 


Figura 16.2 
Resultado em Excel da estimativa por simulação de Monte Carlo da 
área de um círculo (arquivo excelCirele.xls) 


© B C D E | 
ee Monte Carlo Estimation of the Area of a Circle 
2 Input data à 
3 5 
4 
[5 
[6 
EZ 
| 8: Output results 
| 9 Exact area = 78.540 
10 Press to Execute Monte Carlo 
11 Monte Carlo Calculations: 
12 n=30000 n=60000 n=90000 
13 Replication 1 78.207 78.555 78.483 
14 Replication 2 78.673 78.752 78.581 
15 Replication 3 78.300 78.288 78.281 
16 Replication 4 78.503 78.347 78.343 
17 Replication 5 78.983 78.775 78.760 
18 
19 Mean = 78.533 78.943 78.490 
| 20 Std. Deviation = 0.308 0.225 0.191 
21 
| 22 95% lower conf. limit = 78.151 78.263 78.253 
| 23 95% upper conf. limit = 78.915 78,823 78.72? 


n = 90.000, uma indicação de que a precisão aumenta com o aumen- 
to do tamanho da amostra. 

Em termos do presente experimento, estamos interessados em 
estabelecer o intervalo de confiança com base no maior tamanho de 
amostra (isto é, n = 90,000), Dados N = 5, A = 78,490 cm? e s = 0,191 
Crê, to... = 2,776, e O intervalo de confiança de 95% resultante é 
78,25 < A < 78,73. Em geral, o valor de N deve ser no mínimo 5 para 
obter razoável precisão na estimativa do intervalo de confiança. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.1A 


1. No Exemplo 16.2-1, estime a área do circulo usando as duas 
primeiras colunas de números aleatórios (0, 1) da Tabela 16.1. 
(Por conveniência, percorra cada coluna de cima para baixo, se- 
lecionando primeiro R, e, depois, R,). Compare essa estimativa 
com as dadas na Figura 16.2. 

2. Suponha que a equação de um círculo seja 

(x-3P+(v+27= 16 
(a) Defina as distribuições f(x) e f(y) correspondentes e então 
mostre como um ponto amostral (x, v) é determinado usan- 
do o par (R1,R2) aleatório (0,1). 
(b) Use a planilha excelCircle.xls para estimar a área e o inter- 
valo de confiança de 95% associado ao dados n = 100.000 e 


N= 10. 


3. Use amostragem por simulação de Monte Carlo para estimar a 
área do lago mostrado na Figura 16.3. Bascie a estimativa nas duas 
primeiras colunas de números aleatórios (0,1) da Tabela 16.1. 


4. Considere o jogo em que dois jogadores, Jan e Jim, lançam, um 
a cada vez, uma moeda perfeita. Se sair cara, Jim ganha $ 10 de 
Jan. Caso contrário, Jan ganha $ 10 de Jim. 

*(a) Como o jogo é simulado como um experimento de Monte Carlo? 

(b) Realize o experimento para cinco repetições de dez lança- 
mentos cada. Use as cinco primeiras colunas dos números 
aleatórios (0, 1) da Tabela 16.1, sendo que cada coluna cor- 
responde a uma repetição. 

(c) Estabeleça um intervalo de confiança de 95% para os ga- 
nhos de Jan. 

(d) Compare o intervalo de confiança em (c) com os ganhos 
teoricos esperados para Jan. 
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Figura 16.3 
Mapa do lago para o Problema 3, Conjunto 16.1A 


Milhas 


Milhas 


5. Considere a seguinte integral definida: 


t7. 


f wd 


(a) Desenvolva o experimento de Monte Carlo para estimar a 
integral. 

(b) Use as quatro primeiras colunas da Tabela 16.1 para ava- 
liar a integral com base em quatro repetições, cada uma de 
tamanho 5. Calcule um intervalo de confiança de 95% e 
compare-o com o valor exato da integral. 

Simule cinco ganhos ou perdas do seguinte jogo de dados; o 
jogador lança dois dados não viciados. Se o resultado somar 7 
ou 11,0 jogador ganha $ 10. Caso contrário, ele registra a soma 
resultante (denominada ponto) e continua jogando os dados até 
que a soma dos resultados seja igual ao ponto registrado, caso 
em que ganhará $ 10. Se obtiver um 7 antes de igualar o ponto 
registrado, o jogador perde $ 10. 
O tempo de espera para receber um pedido pode ser 1 ou 2 
dias, com probabilidades iguais. A demanda por dia assume os 
valores 0, | e 2 com as respectivas probabilidades de 0,2,0,7 e 
0,1. Use os números aleatórios da Tabela 16.1 (começando pela 
coluna 1) para estimar a distribuição conjunta da demanda e 
do tempo de espera. Pela distribuição conjunta, estime a pdf 
da demanda durante o tempo de espera. (Sugestão: a demanda 
durante o tempo de espera assume valores discretos de O a 4.) 
Considere o experimento da agulha de Buffon. Sobre um plano 
horizontal são riscadas retas paralelas a D cm de distância uma 
da outra. Uma agulha de comprimento d em (d < D) é jogada 
aleatoriamente sobre o plano. O objetivo do experimento é de- 
terminar a probabilidade de qualquer uma das extremidades da 
agulha tocar ou cruzar uma das linhas. Definam-se 


h = distância perpendicular do centro da agulha a uma 
linha (paralela) 
6 = ângulo de inclinação entre a agulha e uma linha 


(a) Mostre que a agulha tocará ou cruzara uma linha só se 
d Ei 
hs sm b0shs— Us6sa 


(b) Elabore o experimento de Monte Carlo e dê uma estimati- 
va da probabilidade desejada. 

(c) Use o Excel para obter quatro repetições, cada uma de ta- 
manho 10, da probabilidade desejada. Determine um inter- 
valo de confiança de 95% para a estimativa, Considere D = 
20 em e d= 10 cm. 

(d) Prove que a probabilidade teórica é dada pela fórmula 


_ 2d 
TD 


(0) Use o resultado em (c) junto com a fórmula em (d) para 
estimar m. 


pP 


Pesquisa operacional 


16.2 TIPOS DE SIMULAÇÃO 


Hoje, a execução de simulações é geralmente baseada na idéia 
de amostragem usada com o método de Monte Carlo. A diferença 
é que ela se preocupa com o estudo do comportamento de sistemas 
reais como uma função do tempo. Existem dois tipos distintos de 
modelos de simulação. 


1. Modelos continuos tratam de sistemas cujo comportamento 
muda continuamente ao longo do tempo. Esses modelos costumam 
usar equações diferenciais para descrever as interações entre os di- 
ferentes elementos do sistema. Um exemplo típico trata do estudo 
da dinâmica da população mundial, 

2. Modelos discretos tratam primordialmente do estudo de filas de 
espera, com o objetivo de determinar medidas como o tempo médio 
de espera e o comprimento da fila. Essas medidas mudam somente 
quando um cliente entra ou sai do sistema. Os momentos em que as 
mudanças acontecem ocorrem em pontos discretos do tempo (even- 
tos de chegadas e partidas). o que dá origem ao nome simulação de 
eventos discretos. 


Este capítulo apresenta os fundamentos básicos da simulação 
de eventos discretos, incluindo uma descrição dos componentes de 
um modelo de simulação, coleta de estatísticas de simulação e o as- 
pecto estatístico do experimento de simulação. O capítulo também 
enfatiza o papel das linguagens computacionais e de simulação na 
execução de modelos de simulação. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.2A - 


À. Categorize as seguintes siluações como discretas ou contínuas 
(ou uma combinação de ambas). Em cada caso, especifique o 
objetivo do desenvolvimento do modelo de simulação. 

*(a) Pedidos para um item chegam aleatoriamente a um depó- 
sito. Um pedido que não pode ser atendido imediatamente 
porque não há estoque disponivel tem de esperar a chegada 
de novos carregamentos. 

(b) A população mundial é afetada pela disponibilidade de recur- 
sos naturais, produção de alimentos, condições ambientais, ni- 
vel de educação, serviços de saúde « investimentos de capital. 

(c) Mercadorias chegam em paletes a uma plataforma de re- 
cebimento de um depósito automatizado, Os paletes são 
carregados em uma esteira transportadora inferior e trans- 
feridos por elevador a um esteira transportadora superior, 
que leva os paletes até os corredores. Os corredores são 
atendidos por guindastes, que retiram os paletes da esteira 
e os colocam em baias de armazenagem, 


2. Explique por que você concorda com a seguinte afirmação ou 
discorda dela: “A maioria dos modelos de simulação de eventos 
discretos pode ser considerada, de certo modo, como sistemas 
de fila que consistem em fontes das quais são gerados clientes, 
filas nas quais os clientes devem esperar e instalações onde os 
clientes são atendidos”. 


16.3 ELEMENTOS DA SIMULAÇÃO DE EVENTOS DISCRETOS 


Esta seção apresenta o conceito de eventos em simulação e mos- 
tra como são coletados os dados estatísticos do sistema simulado. 


16.3.1 Definição genérica de eventos 


Toda simulação de eventos discretos descreve, de modo direto 
ou indireto, situações de fila nas quais clientes chegam, esperam em 
uma fila se necessário e então são atendidos antes de sairem do sis- 
tema. Em geral, qualquer modelo de eventos discretos é composto 
por uma rede de filas inter-relacionadas. 

Dado que um modelo de eventos discretos é, na realidade, um 
composto de filas, a coleta de dados estatísticos de simulação (por 
exemplo, comprimento da fila e status da instalação de serviço) só 


Capítulo 16 Modelagem por simulação 


ocorre quando um cliente chega ou sai da instalação, Isso significa 
que dois eventos principais controlam o modelo de simulação: che- 
gadas e partidas. Esses são os dois únicos instantes em que preci- 
samos examinar o sistema. Em todos os outros instantes não corre 
nenhuma alteração que afete a estatística do sistema. 


Exemplo 16.3-1 


A Metalco Jobshop recebe dois tipos de serviços: normais e ur- 
gentes. Todos os serviços são processados em duas máquinas conse- 
cutivas com amplas áreas de segurança. Serviços urgentes sempre 
supõem precedência na prioridade em relação aos serviços normais, 
Identifique os eventos da situação, 

A situação consiste em duas filas consecutivas correspondentes 
às duas máquinas. Na primeira, nossa tendência seria identificar os 
eventos da situação da seguinte mancira: 


All: Um serviço normal chega à maquina 1. 
A21: Um serviço urgente chega à máquina 1. 
D11: Um serviço normal sai da maquina 1. 
D21: Um serviço urgente sai da máquina 1. 
Al2: Um serviço normal chega à máquina 2, 
A22: Um serviço urgente chega à maquina 2. 
D12: Um serviço normal sai da maquina 2. 


D22: Um serviço urgente sai da máquina 2, 


Na verdade, temos apenas dois eventos: uma chegada de um 
(novo) serviço na oficina e a saída de um serviço (concluído) de uma 
máquina. Em primeiro lugar, observe que, na verdade, os eventos 
DII e Al2 são um só, o que também se aplica a D2] e A22. Em 
seguida, na simulação discreta podemos usar um único evento (che- 
gada ou partida) para ambos os tipos de serviços e simplesmente 
“rotular o evento com um atributo que identifica o tipo de serviço 
como normal ou urgente. (Nesse caso podemos considerar um atri- 
buto como um número de identificação pessoal, o que de fato ele 
é.) Dado esse raciocínio, os eventos do modelo se reduzem a: 1) uma 
chegada A (à oficina); e 2) uma saída D (da máquina). As ações 
associadas ao evento de partida dependerão da máquina em que os 
eventos ocorrem, 

Agora que já definimos os eventos básicos de um modelo de 
simulação, mostraremos como o modelo é executado. A Figura 16.4 
dá uma representação esquemática de ocorrências de eventos tipi- 
cas na escala cronológica da simulação. Após a execução de todas 
as ações associadas a um evento em questão, a simulação prossegue 
“saltando” para o próximo evento cronológico. Em essência, a execu- 
ção da simulação ocorre nos instantes em que os eventos ocorrem, 

Como a simulação determina o tempo de ocorrência dos even- 
tos? Os eventos de chegada são separados pelo periodo entre 
chegadas (o intervalo entre chegadas sucessivas), e os eventos de 
partida são uma função do tempo de serviço na instalação. Os tem- 
pos podem ser determinísticos (por exemplo, um trem chega a uma 
estação a cada cinco minutos) ou probabilísticos (por exemplo, a 
chegada aleatória de clientes a um banco). Se o tempo entre eventos 
for determinístico, a determinação de seus tempos de ocorrência é 
direta. Se for probabilistico, usamos um procedimento especial para 
coletar amostras da distribuição de probabilidade correspondente. 
Esse aspecto será discutido na próxima seção. 


Figura 16.4 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.3A 


1. Identifique os eventos discretos necessários para simular a se- 
guinte situação: dois tipos de serviços chegam de duas fontes 
diferentes. Ambos são processados em uma única máquina, com 
prioridade para os serviços da primeira fonte. 

2. Serviços chegam a uma taxa constante em um sistema de trans- 
porte do tipo carrossel, Há três estações de serviço distribui- 
das a espaços iguais ao redor do carrossel. Se o servidor estiver 
ocioso quando um serviço chegar à estação, ele é retirado do 
transportador para processamento, Caso contrário, continua a 
girar no carrossel até que um servidor esteja disponível. Um 
serviço processado é armazenado em uma área de expedição 
adjacente. Identifique os eventos discretos necessários para si- 
mular essa situação. 

3. Odrive-in de um banco tem duas pistas, e cada pista pode aco- 
modar no máximo quatro carros, Se as duas pistas estiverem 
cheias, os carros que chegam procuram atendimento em outro 
lugar. Se a qualquer instante uma pista tiver no minimo dois 
carros a mais do que a outra, o último carro que está na fila mais 
longa passará para a última posição da fila mais curta. O drive- 
in está aberto das § da manhã às 3 da madrugada, todos os dias 
úteis. Defina os eventos discretos para a situação. 

*4. A lanchonete da escola de educação infantil Elmdale oferece, 
a todos os seus alunos, almoço de cardápio fixo em uma única 
bandeja. As crianças chegam ao balcão da lanchonete a cada 30 
segundos. Demora 18 segundos para receberem a bandeja de 
almoço. Mapeie os eventos de chegada-partida em escala cro- 
nológica para os primeiros cinco alunos. 


16.3.2 Amostragem de distribuições de probabilidade 


A aleatoriedade em simulação surge quando o intervalo, +, entre 
eventos sucessivos, for probabilístico, Esta seção apresenta três mé- 
todos para gerar amostras aleatórias sucessivas (! = 4,,1,,...) de uma 
distribuição de probabilidade Mr): 


l. Método inverso, 
2. Método de convolução. 
3. Método de aceitação-rejeição. 


O método inverso é particularmente adequado para funções 
densidade de probabilidade que se prestam à análise, como a expo- 
nencial e à uniforme. Os outros dois métodos tratam de casos mais 
complexos, como a normal ¢ a de Poisson, Os três métodos têm suas 
raizes na utilização de números aleatórios com distribuição unifor- 
me (0,1) independentes e identicamente distribuídos. 


Método inverso. Suponha que queiramos obter uma amostra aleatória 
x da função densidade de probabilidade f(x) (continua ou discreta). 
O método inverso determina em primeiro lugar uma expressão de 
forma fechada da função densidade acumulada Fix) = Ply = x), onde 
Us F(x) 41 para todos os valores definidos de y. Dado que R é um valor 
aleatório obtido de uma distribuição uniforme (0, 1), e considerando 
que F” é a inversa de F, as etapas do método são as seguintes; 


Etapa 1. Gerar o número aleatório (0,1), R. 


Etapa 2. Calcular a amostra desejada, x = FHR). 


Exemplo da ocorrência de eventos de simulação na escala cronológica 


Evento? Evento3 


Evento | 


Evento 4 Evento 5 


2/6 


Figura 16.5 


Amostragem de uma distribuição de probabilidade pelo método inverso 


0 X] x 
(a) Continua em x 


(b) Discreta em x 


A Figura 16.5 ilustra os procedimentos para uma distribuição 
contínua e também para uma distribuição discreta. O valor aleató- 
rio uniforme (0,1), R, é projetado com base na escala vertical de 
F(x) para dar o valor da amostra desejada x, na escala horizontal. 

A validade do procedimento proposto depende de mostrar que 
a variável aleatória z = F(x) é uniformemente distribuída no inter- 
valo 0 £ z £ 1, como prova o seguinte teorema, 


Teorema 16,3-1. Dada a função densidade acumulado F(x) da varia- 
vel aleatória x cc < x < ca variavel aleatória z = Fix) 0 £ z £ 1, rem 
a seguinte função densidade uniforme 0-1: 


fiz)=1,057251 


Prova. À variável aleatória é uniformemente distribuida se, e so- 
mente se, 


PlisZ)=Z,0SZsil 
Esse resultado se aplica a F(x) porque 
Plzs£Z|=PMwosZ]=PrsF(Z)]=MF(4)|=Z 


Adicionalmente, 0 £ Z £ 1 porque 0 £ Plz <7} <1. 


Exemplo 16.3-2 (Distribuição exponencial) 
A função distribuição de probabilidade exponencial 
fA =e, t> 0 
representa o intervalo de tempo ft entre chegadas de clientes a uma 
instalação com um valor médio de L. Determine uma amostra 
aleatória ide Ñr). A 
A função densidade acumulada é determinada por 


f= f Ae*de=1-e* 1 >0 


Determinando K = F(r), podemos resolver para 1,0 que dá como 
resultado 


Pesquisa operacional 


; =-[4 m4- R) 


Como 1- R é o complemento de R, In(l - R) pode ser substi- 
tuído por In(R). 

Em termos de simulação, o resultado significa que o intervalo 
entre chegadas é t unidades de tempo. Por exemplo, para À = 4 clien- 
les por hora e R = 09,0 período até ocorrer a próxima chegada é 
calculado por 


p= JE Jima -0,9)=0,577 hora = 34,5 minutos 
4 


Os valores de R usados para obter amostras sucessivas devem 
ser selecionados aleatoriamente de uma distribuição uniforme (0,1). 
Mais adiante, na Seção 16.4, mostraremos como esses valores alea- 
tórios (0, 1) são gerados no decorrer da simulação. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.3B 


“1. No Exemplo 16,3-2, suponha que o primeiro cliente chegue no 
tempo Ü. Use os três primeiros números aleatórios da coluna | 
da Tabela 16.1 para gerar os tempos de chegada dos três próxi- 
mos clientes e represente os eventos resultantes em um gráfico 
em escala cronológica. 

*2. Distribuição uniforme. Suponha que o tempo necessário para 
fabricar uma peça em uma máquina seja descrito pela seguinte 
distribuição uniforme: 


l 


asteb 
b-a 


fit) = 


Determine uma expressão para a amostra ¢ dado o número 
aleatório K. 

3. Uma olicina que dispõe de uma única máquina recebe serviços 
aleatoriamente. O tempo entre chegadas segue uma distribui- 
ção exponencial com média de duas horas. O tempo necessário 
para executar um serviço se distribui uniformemente entre 1,1 
e 2 horas. Considerando que o primeiro serviço chega no tempo 
O determine o tempo de chegada e partida para os cinco primei- 
ros serviços usando os números aleatórios (0, 1) da coluna | da 
Tabela 16.1. 

4. A demanda para uma peça avulsa cara de um jato de passagei- 
ros é 0,1,2 ou 3 unidades por mês, com probabilidades 0,2: 0,3; 
0.4 e 0,1, respectivamente. A oficina de manutenção da linha 
aérea começa a funcionar com um estoque de cinco unidades, e 
este estoque será imediatamente reposto assim que o nível cair 
abaixo de duas unidades, 

*(a) Elabore 0 procedimento para amostrar a demanda. 
(b) Quantos meses passarão até ocorrer a primeira reposição 
de estoque? Use valores sucessivos de R da primeira coluna 
da Tabela 16.1. 

5. Em uma situação de simulação, aparelhos de TV são inspeciona- 
dos à procura de possíveis defeitos. Há uma chance de 80% de 
uma unidade passar pela inspeção, caso em que é enviada para 
embalagem. Caso contrário, a unidade volta para ser consertada. 
Há dois modos de representar a situação simbolicamente: 


Ir para CONSERTO/0,2, EMBALAGEM, 8 
Ir para EMBALAGEM/0,8. CONSERTO/0,2 


Essas duas representações parecem equivalentes. Porém, 
quando uma dada sequência de números aleatórios (0,1) é apli- 
cada às duas representações, podem resultar decisões diferentes 
(CONSERTO ou EMBALAGEM). Explique por qué. 

6. Um jogador lança uma moeda perfeita repetidas vezes até sair 
uma cara. O retorno associado é 2", no qual n é o número de 
lançamentos até sair uma cara, 

(a) Elabore um procedimento de amostragem para o jogo. 
(b) Use os números aleatórios da coluna 1 da Tabela 16.1 para 
determinar o retorno acumulado após sairem duas caras, 
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7. Distribuição triangular. Em simulação, a falta de dados pode 
impossibilitar a determinação da distribuição de probabilida- 
de associada a uma atividade de simulação. Na maioria dessas 
situações pode ser fácil descrever a variável desejada estiman- 


do seu menor valor, seu valor mais provável e seu maior valor. 


Esses três valores são suficientes para definir uma distribuição 
triangular que depois pode ser usada como uma estimativa 
“grosseira” da distribuição real, 
(a) Desenvolva a fórmula para amostrar a seguinte distribui- 
ção triangular, cujos parâmetros são a, b è c: 
Xx-1) 
f= (b-a\c-—a) 
i 2(c-—x) 
(c-—b\(c-a) 
(b) Gere três amostras de uma distribuição triangular com pa- 
râmetros (1,3, 7) usando os três primeiros números aleató- 
rios da coluna 1 da Tabela 16.1. 


asxeb 


, baxse 


8. Considere uma distribuição de probabilidade que consiste em 
um retângulo flanqueado nos lados direito e esquerdo por dois 
triângulos retângulos simétricos, As respectivas faixas para O 
triângulo da esquerda, o retângulo e o triângulo da direita são 
fe, b], [b.c] e [c d], a £ b ec e d. Os dois triângulos têm a mesma 
altura do retângulo. 

(a) Desenvolva um procedimento de amostragem. 

(b) Determine cinco amostras com (a,b, c,d) = (1,2,4,6) usan- 
do os cinco primeiros números aleatórios da coluna 1 da 
Tabela 16.1. 

*), Distribuição geométrica. Mostre como uma amostra aleatória 
pode ser obtida da seguinte distribuição geométrica: 


fix) = pl -py,x=0,1,2,... 


O parâmetro x é o número de falhas (Bernoulli) até ocorrer um 
sucesso, e p é a probabilidade de sucesso, 0 < p < 1. Gere cinco 
amostras para p = 0,6 usando os cinco primeiros números alea- 
tórios da coluna | da Tabela 16.1. 


10. Distribuição de Weibull. Mostre como uma amostra aleatória 
pode ser obtida da distribuição de Weibull com a seguinte fun- 
ção densidade de probabilidade: 


fix) = ofr te" x > 0 


onde œ > Ü éo parâmetro de forma e D > 0 é o parâmetro de escala. 


Método de convolução. A idéia básica do método de convolução 
é expressar a amostra desejada como a soma estatística de outras 
variáveis aleatórias fáceis de amostrar. Exemplos típicos dessas dis- 
tribuições são a de Erlang e a de Poisson, cujas amostras podem ser 
obtidas com base em amostras da distribuição exponencial. 


Exemplo 16.3-3 (Distribuição de Erlang) 


A variável aleatória mm de Erlang é definida como a soma esta- 
tística (convoluções) de sr variáveis aleatórias exponenciais inde- 
pendentes e identicamente distribuídas. Representando a variável 
aleatória m de Erlang por y, então 

+ = x, + F, F pd ih Yi 
onde y, i= 1, 2,..., #1 são variáveis aleatórias exponenciais inde- 
pendentes e identicamente distribuídas cuja função densidade de 
probabilidade é definida por 


fiy)= hey. SABIA cm 


Pelo Exemplo 16.3-2, uma amostra da i-ésima distribuição ex- 
ponencial é calculada por 


I : 
== — [inl Lith eek m 
y, (4) (R) 
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Assim, à amostra a de Erlang é calculada como 


y= [nro In(R,) + +In(R,, | 


| Le 
= (+ In BES 
À . fo] 
Para ilustrar a utilização da fórmula, suponha que m = 3,¢ A= 
4 eventos por hora. Os três primeiros números aleatórios da coluna 


| da Tabela 16.1 dão R RR, = (0,0589)(0,6733)(0,4799) = 0,0190, 
que dá como resultado 


y=-| Hino, 019) = 0,991 hora 


Exemplo 16.3-4 (Distribuição de Poisson) 


A Seção 15.3.1 mostra que, se a distribuição do tempo entre a 
ocorrência de eventos sucessivos é exponencial, a distribuição do nú- 
mero de eventos por unidade de tempo deve ser de Poisson, e vice- 
versa. Usamos essa relação para amostrar a distribuição de Poisson, 

Considere que a distribuição de Poisson tem um valor médio de 
A eventos por unidade de tempo. Portanto, o tempo entre eventos 
segue uma distribuição exponencial com média + unidades de tem- 


E aa E A i 
po, o que significa que uma amostra de Poisson, 11, ocorrerá durante 
i unidades de tempo se, e somente se, 


Período até o evento n ocorrer £ t < Período até o evento n + | ocorrer 
Essa condição é traduzida para 


tiro +i Sict ti toi) 
Osi<tan=0 


onde t.i=1,2,..,n + 1 é uma amostra da distribuição exponencial 
com média. Do resultado do Exemplo 16,3-3, temos que 


(efe eee) 


osi <-{} }in(R,).n=0 


que se reduz a 


i nel 
I] R,2e" > I] Rn>0 
fa] ia] 


lze">R,n=0 


Para ilustrar a implementagao do processo de amostragem, su- 
ponha que À = 4 eventos por hora e que queiramos obter uma amos- 
tra para um período ¢ = 0,5 hora. Isso dá e*™ = 0,1353. Usando os 
números aleatórios da coluna 1 da Tabela 16.1, observamos que K, 
= 0,0589 é menor do que e“ = 0,1353. Em conseqiiéncia, a amostra 
correspondente é n = 0, 


Exemplo 16.3-5 (Distribuição normal) 


O teorema do limite central (veja a Seção 12.4.4) afirma que a 
soma (convolução) de n variáveis aleatórias independentes e identi- 
camente distribuídas torna-se assintoticamente normal à medida que 
nse torna suficientemente grande. Usamos esse resultado para gerar 
amostras da distribuição normal com média u e desvio-padrão ð. 

Defina-se 


x=R,+R,+...+8, 
A variável aleatória é assintoticamente normal pelo teorema do 
limite central. Dado que o número aleatório uniforme (0,1), A, tem 
uma média de > e uma variância de 12º decorre que x tem uma 


dm” 
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média de £ e uma variância de pa Assim, uma amostra aleató- 
ria, y, de uma distribuição normal com média u e desvio-padrão 0, 
Nus"), pode ser calculada com base em x por 


y=u+O 


Na prática, tomamos n = 12 por conveniência, o que reduz a formula a 
v=u+o(x-6) 


Para ilustrar a utilização desse método, suponha que queiramos 
gerar uma amostra com base em N(10,2) (média u = 10 e desvio- 
padrão o = 2). Tomando a soma dos 12 primeiros números aleató- 
rios nas colunas 1 e 2 da Tabela 16.1, obtemos x = 6,1094. Portanto, 
y = 10+ 2(6,1094 - 6) = 10.2188. 

A desvantagem desse procedimento é que ele requer a geração 
de 12 números aleatórios para cada amostra da distribuição normal, 
o que é ineficiente em termos de cálculo. Um procedimento mais 
eficiente recomenda a utilização da transformação 


x=cos(27R,)J-2In(R,) 


Box e Muller (1958) provaram que x é uma N(0,1) padrão. As- 
sim, y = + ox produzirá uma amostra de N(n,5). O novo pro- 
cedimento é mais eficiente porque requer apenas dois números 
aleatórios (0, 1). Na verdade, esse método é ainda mais eficiente 
do que afirmamos, porque Box e Muller provaram que a fórmula 
precedente produzirá uma outra amostra N(0,1) se substituirmos 
cos(27R.,) por sin(2xk,). 

Para ilustrar a implementação do procedimento de Box-Muller 
à distribuição normal N(10, 2º), os dois primeiros números aleató- 
rios da coluna | da Tabela 16.1 dão as seguintes amostras N(0,1): 


x, = cos(27 x 0,6733),/—2 In(0,0589) = —1,103 
x, = sen(27 x 0,6733),/—2 In(0,0589) = 2,109 


Portanto, as amostras N(10, 2º) correspondentes são 


y; = 10 + 2(-1,103) = 7,794 
y, = 10 + 2(-2,109) = 5,782 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.3C' 


*1, No Exemplo 16.3-3, calcule uma amostra pela distribuição de 
Erlang, dado m = 4 e À = 5 eventos por hora, 


2. No Exemplo 16.3-4, gere três amostras pela distribuição de 
Poisson por duas horas, dado que a média de Poisson é de cinco 
eventos por hora, 


3. No Exemplo 16.4-5, gere duas amostras com base em uma dis- 
tribuição N(8, 1) usando o método da convolução e também o 
método de Box-Muller. 

4. Serviços chegam à oficina da Metalco de acordo com uma dis- 
tribuição de Poisson, cuja média é de seis serviços por dia. Os 
serviços recebidos são designados às cinco centrais de usinagem 
da oficina segundo uma disciplina estritamente rotativa, Deter- 
mine uma amostra do intervalo entre a chegada de serviços à 
primeira central de usinagem. 

5. As notas obtidas nos testes ACT pela turma do último ano da 
escola secundaria Springdale em 1994 são normais, com média 
de 27 pontos e desvio-padrão de 3 pontos. Suponha que reti- 
remos uma amostra aleatória de seis alunos dessa turma. Use 
o método de Box-Muller para determinar a média e o desvio- 
padrão da amostra. 


“6. O professor de psicologia Yataha está realizando um experi- 
mento de aprendizado no qual camundongos são treinados 


Pesquisa operacional 


para achar o caminho em um labirinto de base quadrada. Um 
camundongo entra no labirinto por um dos quatro vértices e 
tem de achar seu caminho lá dentro para sair no mesmo ponto 
onde entrou. O desenho do labirinto é tal que o camundongo 
deve passar por cada um dos três vértices restantes exatamente 
uma vez antes de sair. Os múltiplos caminhos do labirinto co- 
nectam os quatro vértices em um sentido estritamente horário. 
O professor Yataha estima que o tempo que o camundongo leva 
para alcançar um vértice partindo de um outro é uniformemen- 
te distribuído entre 10 e 20 segundos, dependendo do caminho 
que ele pegar. Desenvolva um procedimento de amostragem 
para o tempo que um camundongo gasta no labirinto. 


7. No Problema 6, suponha que, logo que um camundongo conse- 
gue sair do labirinto, um outro entra imediatamente. Desenvol- 
va um procedimento de amostragem para o número de camun- 
dongos que saem do labirinto em cinco minutos. 


8. Binomial negativa. Mostre como uma amostra aleatória pode 
ser determinada com base na binomial negativa cuja distribui- 
ção é dada por 


f(x)=C'™"p'(1- p)',.x=0, 1, 2, K 


onde x é o número de falhas até ocorrer o r-ésimo sucesso em 
uma sequência de tentativas de Bernoulli independentes e p é 
a probabilidade de sucesso, 0 < p < 1. (Sugestão: a binomial ne- 
gativa é a convolução de r amostras geométricas independentes. 
Veja o Problema 9, Conjunto 16.3B.) 


Método de aceitação-rejeição. O método de aceitação-rejeição é 
elaborado para funções densidade de probabilidade (pdf) comple- 
xas que não podem ser tratadas pelos métodos precedentes. A idéia 
geral do método é substituir a pdf f(x) complexa por uma pdf f(x) 
“substituta” que seja de melhor tratamento analítico. Então, amostras 
de hix) podem ser usadas para amostrar a pdf f(x) original. 

Defina-se uma função majoradora g(x) tal que ela domine f(x) 
em toda a sua faixa, isto é, 


glx) 2 f(x), <x < es 


Em seguida, defina-se a substituta, (x), normalizando g(x) por 
h(x)= - g(x) 
f e0) 


Assim, as etapas do método de aceitação-rejeição são dadas como: 


= Yoo 


Etapa 1. Obter uma amostra x =x, de A(x) usando o método inverso 

ou o de convolução. 

Etapa 2. Obter um número alcatório (0,1), R. 

Etapa 3. Se R= fx) , aceitar x, como uma amostra de f(x,). Caso 
gix) 

contrário, descartar x, e voltar à etapa 1. 


A validade do método é bascada na seguinte igualdade: 
a a 4 
Pla sax =x, €aceita,- <x, < œ} = | e(vidy e <a< es 


Essa declaração de probabilidade afirma que a amostra x = x, 
que satisfaz a condição da etapa 3 é, na realidade, uma amostra da 
pdf f(x) original, como desejado. 

A eficiência do método proposto é aperfeiçoada pelo decréscimo 
na probabilidade de rejeição da etapa 3. Essa probabilidade depen- 
de da escolha especifica da função majoradora g(x) e deve decrescer 
com a seleção de uma g(x) que ‘majora’ f(x) com maior “perfeição”. 


Exemplo 16.3-6 (Distribuição beta) 


Aplique o método de aceitação-rejeição à seguinte distribuição 
beta: 
f(x) =6x(1 —x),0sx81 


* Para todos os problemas deste conjunto, use os números aleatórios da Tabela 16,1 começando na coluna 1, 
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Figura 16.6 
Função majoradora, g(x), para a distribuição beta, fx) 


a(x) 


hix) 


0) LO x 


A Figura 16.6 representa f(x) e uma função majoradora gix). 
A altura da função majoradora g(x) é igual ao máximo de A) ry, 
que ocorre em x = 0,5. Assim, a altura do retângulo é /(0,5) = 
o que significa que 


a(x) =15,0exs1 


A pdf f(x) substituta, também mostrada na Figura 16.6, é cal- 
culada por 


e(x) o 1.5 


E E =], 02x2] 
EEFE 1x1,5 


h(x)= 
As etapas a seguir demonstram o procedimento usando a seqiién- 
cia aleatória (0, 1) da Tabela 16.1. 


Etapa 1. X = 0, sa dá a amostra x = 0,0589 de A(x). 
Etapa 2. K = 0,673 


, is 3326 
Etapa 3. Como fo dad = 


#(0,0889) = $ 
aceitamos a amostra x, = 0,0589. 


=0,2217 émenor do que R = 0,6733, 


Para obter uma segunda amostra, continuamos da seguinte maneira: 


Etapa 1. Usando A = 0,4799, obtemos x = 0,4799 de A(x). 
Etapa 2. R = 0,9486. 


f(0,4799) 


Etapa 3. Como (04755) = (),9984 é maior do que R = 0,9486, rejeita- 


mos x = 0,4799 como uma amostra válida de beta. Isso significa que 
as etapas devem ser repetidas mais uma vez com novos números 
aleatórios até que a condição da etapa 3 seja satisfeita. 


Comentarios. A eficiência do método de aceilação-rejeição é aper- 
feigoada pela seleção de uma função majoradora gefr) que “envolva” 
f(x) o mais justamente possível e, ao mesmo tempo, dê uma substitu- 
ta f(x) que se preste a tratamento analítico, Por exemplo, o método 
será mais eficiente se a função majoradora retangular g(x) da Figura 
16.6 for substituída por uma função escalonada em pirâmide (como 
Ilustração, veja o Problema 2, Conjunto 16.3D). Quanto maior for 
o número de etapas, melhor será a majoração de f(x) por g(x) e,em 
conseqüéncia, mais alta será a probabilidade de aceitação de uma 
amostra. Contudo, uma função majoradora “bem ajustada” em geral 
acarreta cálculos adicionais que, se excessivos, podem anular a eco- 
nomia resultante do aumento da probabilidade de aceitação. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.3D 


l. No Exemplo 16,3-5, continue as etapas do procedimento até 
obter uma amostra ee ida. Use os números aleatórios (0, 1) da 
Tabela 16.1 na mesma ordem em que são usados no exemplo. 

2. Considere a pdf beta do Exemplo 16.3-6. Determine uma fun- 
ção majoradora escalonada de duas etapas, g(x), com dois sal- 
tos iguais, cada um de altura L3 = 0,75. Obtenha uma amos- 


tra beta com base na nova função majoradora usando a mesma 
sequência aleatória (0, 1) da Tabela 16.1 empregada no Exem- 
plo 16.3-6. Em peral, à conclusão é que uma função majoradora 
mais ajustada aumentará a probabilidade de aceitação. Entre- 
tanto, observe que a quantidade de cálculos associada à nova 
função é maior. 


2/9 


3. Determine as funções e(x) e A(x 
tação-rejeição à seguinte função: 


f(x)= 


) para aplicar o método de acei- 


sen(x)+cos(x) 
2 
Use os números aleatórios (0, 1) da coluna 1 da Tabela 16.1 
para gerar duas amostras de fix). (Sugestão: por conveniência, 
use uma g(x) retangular sobre a faixa definida de flx).) 
4. O intervalo de tempo entre chegadas de clientes na HairKare é 
descrito pela seguinte distribuição: 


o<x<= 


f=" 12<1<20 


© tempo para um corte de cabelo é representado pela seguin- 
te distribuição: 


fLW= 


As constantes k e k, são aiii minadas de modo tal que fi) 

e fi) sejam funções de densidade de probabilidade. Use o mé- 
todo de aceitação- rejeição (e os números aleatórios da Tabela 
16.1) para determinar quando o primeiro cliente sairá da Hair 
Kare e quando o próximo cliente chegará. Considere que o pri- 
meiro cliente chega em F = 0. 


16.4 GERAÇÃO DE NÚMEROS ALEATÓRIOS 


Números aleatórios uniformes (0, 1) desempenham um papel 
fundamental na amostragem de distribuições. Números aleatórios 
(0, 1) verdadeiros só podem ser gerados por dispositivos eletrônicos, 
Contudo, como os modelos de simulação são executados no com- 
putador, a utilização de dispositivos eletrônicos para gerar números 
aleatórios é demasiadamente lenta para essa finalidade, Adicional- 
mente, dispositivos eletrônicos são ativados pelas leis da chance e,em 
decorrência, será impossível repetir a mesma sequência de números 
aleatórios quando quisermos. Esse ponto é importante porque muitas 
vezes a depuração, verificação e validação do modelo de simulação 
requer repetir a mesma sequência de números aleatórios. 

O único modo plausível de gerar números aleatórios (0, 1) para 
utilização em simulação é baseado em operações aritméticas. Tais 
números não são verdadeiramente aleatórios porque podem ser ge- 
rados repetidas vezes. Portanto, é mais apropriado nos referirmos a 
eles como números pseudo-aleatérios. 

A operação aritmética mais comum para gerar números aleato- 
rios (0,1) é o método congruente multiplicativo. Dados os parâme- 
tros u b, cem, um número pseudo-aleatorio R pode ser gerado de 
acordo com as fórmulas: 


ui = (bu, _, 


Ha 
R = 
I 


+ c) mod(nr),a= 1,2... 


=] Za 


O valor inicial u, é usualmente denominado semente do gerador, 
Variações do método congruente multiplicativo que melhoram a 
qualidade do gerador podem ser encontradas em Law e Kelton (1991). 


Exemplo 16.4-1 


Gere três números aleatórios com base no método congruente 
multiplicativo usando b=9,c=5em= 12, A semente é u0= 11, 


u, =(9x11+5)mod 12=8,R, = = 0,6667 
u,=(9x8+5)mod 12 =5, R, = = = 0,4167 
u,=(9x 545) mod 12 =2, R, = Z = 0,1667 
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Momento Excel 


O gabarito excelRN.xls é projetado para executar os cálculos do 
método congruente multiplicativo. A Figura 16.7 gera a sequência as- 
sociada aos parâmetros do Exemplo 16,4-1, Observe cuidadosamente 
que o comprimento do ciclo é exatamente 4, após o qual a seqiiência se 
repete. Aqui, a conclusão é que a escolha de u, b, cem é crítica na de- 
terminação da qualidade (estatística) do gerador e do comprimento de 
seu ciclo. Assim, a implementação ‘casual’ da fórmula congruente não é 
aconselhável. Em vez disso, devemos usar um gerador confiável e com- 
provado, Praticamente todos os programas computacionais comerciais 
são equipados com geradores de números aleatórios confiáveis. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.4A 


*1. Use a planilha excelRN.xls com os seguintes conjuntos de pará- 
metros ¢ compare os resultados com os do Exemplo 16.4-1: 


b=17,c=111.m = 103, semente = 7 


2. Ache um gerador de números aleatórios em seu computador è 
use-o para gerar 500 números aleatórios (0, 1). Monte um his- 
tograma com os valores resultantes (usando a ferramenta de 
histogramas da Microsoft, veja a Seção 12.5) e se convença vi- 
sualmente de que os números obtidos seguem razoavelmente a 
distribuição uniforme (0, 1). Na verdade, para testar a seqiién- 
cia adequadamente, você precisaria aplicar os seguintes testes: 
teste da qualidade da aderência de qui-quadrado (veja a Seção 
12.6), teste da independência de rodadas e teste de correlação 
(veja Law e Kelton (1991) para detalhes). 


Figura 16,7 
Resultado em Excel dos números aleatórios para os dados do 
Exemplo 16.4-1 (arquivo excelRN.xls) 


o. A | B 

l __ Multiplicative Congruential Method - 
2 | 0 
3 7 
4 
5 
6 m | 
7 How many numbers? 
8. Output results 
9 Press to Generate Sequence 
10 Generated random numbers: | 
11 1 0.66667: 
12 | 2 0.41667; 
13 3 0.16667: 
14 4 0.91667: 
15. q 0.66667; 
16 6 0.41667: 
17 | T 0.16667: 
18, 8 0.91667: 
19 g 0.66667: 
20 10 0.41667: 


16.5 MECANICA DA SIMULACAO DISCRETA 


Esta seção detalha como são coletados os dados estatísticos ti- 
picos em um modelo de simulação, O veiculo da explanação é um 
modelo de uma única fila. A Seção 16.5.1 usa um exemplo numérico 
para detalhar as ações e os cálculos que ocorrem em um modelo de 
simulação de fila com um único servidor. Devido aos cálculos tedio- 
sos, típicos da execução de um modelo de simulação, a Seção 16.5.2 
mostra como o modelo de servidor único é modelado e executado 
usando uma planilha em Excel. 


Pesquisa operacional 


16.5.1 Simulação manual de um modelo de servidor único 


O intervalo de tempo entre chegadas de clientes na HairKare Bar- 
bearia segue uma distribuição exponencial com média de 15 minutos. 
A barbearia, tem só um barbeiro, e um corte de cabelo demora entre 
10 e 15 minutos, uniformemente distribuídos. Clientes são atendidos 
segundo o critério “primeiro a chegar, primeiro a sair (Fito — first-in, 
first-out). O objetivo da simulação é calcular as seguintes medidas de 
desempenho: 


1. A utilização média da barbearia. 
2. O número médio de clientes à espera. 
3. O tempo médio que um cliente espera na fila. 


A lógica do modelo de simulação pode ser descrita em termos 
das ações associadas aos eventos de chegada e partida do modelo, 


Evento de chegada 


1. Gere e armazene em ordem cronológica o tempo de ocorrência 
do próximo evento de chegada (= tempo de simulação atual + 
intervalo de tempo entre chegadas). 


2. Se a instalação (barbearia) estiver ociosa: 

(a) Inicie o serviço e declare que a instalação esta ocupada. 
Atualize a estatística de utilização da instalação. 

(b) Gere e armazene em ordem cronológica o tempo do even- 
to de partida para o cliente (= Tempo de simulação atual + 
Tempo de serviço). 

3. Se a instalação estiver ocupada, coloque o cliente na fila e atua- 
lize a estatística da fila. 


Evento de partida 


l. Se a fila estiver vazia, declare que a instalação está ociosa. Atua- 
lize a estatística de utilização da instalação. 
2. Se a fila não estiver vazia: 
(a) Selecione um cliente da fila e coloque-o na instalação. Atua- 
lize a estatística da fila ¢ da utilização da instalação. 
(b) Gere e armazene em ordem cronológica o tempo de ocor- 
rência do evento de partida para o cliente (= Tempo de si- 
mulação atual + Tempo de serviço). 


Pelos dados do problema, o intervalo de tempo entre chegadas 
segue uma distribuição exponencial com média de 15 minutos, é o 
tempo de serviço é uniforme entre 10 e 15 minutos. Representando 
amostras aleatórias de intervalos de tempo entre chegadas e tempos 
de serviços por p è q, respectivamente, então, como explicado na 
Seção 16.3.2, obtemos 


Of Rs] 
Oskel 


p= —l5 In(R) minutos, 
g = 10+ 58 minutos, 


Para a finalidade deste exemplo, usamos R da Tabela 16.1, co- 
meçando com a coluna 1. Também usamos o símbolo T para repre- 
sentar o horário de relógio da simulação. Consideramos ainda que o 
primeiro cliente chega em T= 0 e que a instalação começa vazia, 

Como os cálculos da simulação costumam ser volumosos, a si- 
mulação é limitada apenas às cinco primeiras chegadas. O exemplo 
é elaborado para abranger todas as situações possíveis que pode- 
riam surgir no decurso da simulação. Mais adiante, nesta seção, 
apresentaremos o gabarito excelSingleServer.xls, que permite fazer 
experimentos com o modelo sem a necessidade de executar os cál- 
culos manualmente. 


Chegada do cliente 1 em 7 = 0. Gere a chegada do cliente 2 em 
T=0+p, =0+ [-15 In(0,0589)] = 42,48 minutos 


Como a instalação esta ociosa em T= 0,0 atendimento do cliente 1 co- 
meça imediatamente. Portanto, o tempo da partida é calculado como 


F=0+4,=0+(10+5 x 0,6733) = 13,37 minutos 


Capitulo 16 Modelagem por simulação 
Assim, à lista cronológica de eventos futuros é dada como na Tabela 16.2. 


Tabela 16.2 Lista cronológica de eventos futuros 


Tempo, T Evento 
13,37 Partida do cliente 1 
42.48 Chegada do cliente 2 


Partida do cliente 1 em F = 13,37. Como a fila está vazia, a instalação 
é declarada ociosa. Ao mesmo tempo, registramos que a instalação 
estava ocupada entre F=0e Ts 13,37 minutos. A lista atualizada de 
eventos futuros se torna como demonstrado na Tabela 16.3. 


Tabela 16.3 Lista cronológica de eventos futuros (partida do cliente 1) 


Tempo, T Evento 


42,48 Chegada do cliente 2 
Chegada do cliente 2 em T = 42,48. O cliente 3 chegará em 
T= 42,48 + [-15 In(0,4799)] = 53,49 minutos 


Como a instalação está ociosa, o atendimento do cliente 2 co- 
meça c a instalação é declarada ocupada, O tempo de partida é 


T = 42,48 + (10 + 5 x 0,9486) = 57,22 minutos 


A lista de eventos futuros é atualizada, como mostrado na Ta- 


bela 16.4. 


Tabela 16.4 Lista cronológica de eventos futuros (chegada do cliente 2) 


Tempo, T Evento 
53,49 Chegada do cliente 3 
57,22 Partida do cliente 2 


Chegada do cliente 3 em T = 53,49. O cliente 4 chegará em 
T= 53,49 + [-15 In(0,6139)] = 60,81 minutos 
Como a instalação está ocupada no momento em questão (até 


T= 57,22), o cliente 3 é colocado na fila em T = 53,49. A lista atuali- 
zada de eventos futuros fica como demonstrado na Tabela 16.5. 


Tabela 16.5 Lista cronológica de eventos futuros (chegada do cliente 3) 


Tempo, T Evento 
57,22 Partida do cliente 2 
60,81 Chegada do cliente 4 


Partida do cliente 2 em T = 57,22. 0 cliente 3 é retirado da fila para 
início de atendimento. O tempo de espera é 


W = 57,22 — 53,49 = 3,73 minutos 
O tempo de partida é 
T = 57,22 + (10 + 5 x 0,5933) = 70,19 minutos 


A lista atualizada de eventos futuros fica como demonstrado 
na Tabela 16.6. 


Tabela 16.6 Lista cronológica de eventos futuros (partida do cliente 2) 


Tempo, T Evento 


60,81 Chegada do cliente 4 
70,19 Partida do chente 3 
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Chegada do cliente 4 em T = 60,81. Cliente 5 chegará em 

T = 60,81 + [-15 In(0,9341)] = 61,83 minutos 
Como a instalação está ocupada até T = 70,19, 0 cliente 4 é colocado 
na fila. À lista atualizada de eventos futuros fica como demonstrado 


na Tabela 16.7. 


Tabela 16.7 Lista cronológica de eventos futuros (chegada do cliente 4) 


Tempo, T Evento 
61.83 Chegada do cliente 5 
70,19 Partida do cliente 3 


Chegada do cliente 5 em T = 61,83. A simulação é limitada a apenas 
cinco chegadas. Portanto, a chegada do cliente 6 nao é gerada. A 
instalação ainda está ocupada. Por isso, o cliente é colocado na fila 
em T= 61,83. A lista atualizada de eventos fica como demonstrado 


na Tabela 16.8. 

Tabela 16.8 Lista cronológica de eventos futuros (chegada do cliente 5) 
Tempo, T Evento 

70,19 *artida do cliente 3 


Partida do cliente 3 em T = 70,19. 0 cliente 4 é retirado da fila para 
início de atendimento. O tempo de espera é 


kW, = 70,19 - 60,81 = 9,38 minutos 
O tempo de partida é 
F=70,19+ [10 + 5 x (0,1782)] = 81,08 minutos 


A lista atualizada de eventos futuros fica como demonstrado 
na Tabela 16.9. 


Tabela 16.9 Lista cronológica de eventos futuros (partida do cliente 3) 


Tempo, T Evento 


81,08 Partida do cliente 4 


Partida do cliente 4 em T = 81,08. O cliente 5 é retirado da fila para 
Inicio de atendimento, O tempo de espera é 


W, = 81,08 — 61,83 = 19,25 minutos 
O tempo de partida é 
T = 81,08 + (10 + 5 x 0,3473) = 92,82 minutos 


A lista atualizada de eventos futuros fica como demonstrado 
na Tabela 16.10. 


Tabela 16.10 Lista cronológica de eventos futuros (partida do cliente 4) 


Tempo, T Evento 


92.82 Partida do cliente 5 


Partida do cliente 5 em T = 92,82. Não ha mais clientes no sistema 
(fila e instalação) e a simulação termina. 
A Figura 16.8 resume as mudanças no comprimento da fila e na 
utilização da instalação como uma função do tempo de simulação. 
O comprimento da fila e a utilização da instalação são conhecidos 
como variáveis baseadas em tempo porque sua variação é uma função 
do tempo. O resultado é que seus valores médios são calculados por 


Valor médio de uma |- Area sob a curva 
Periodo simulado 


variável baseada em tempo 


Implementando essa fórmula para os dados da Figura 16.8, ob- 
temos: 
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Figura 16.8 


Pesquisa operacional 


Mudanças no comprimento da fila e na utilização da instalação como uma função 


do tempo de simulação, T 


Comprimento da fila 


médioda fila | 9282 9282 


Utilização média) A,+A, 6371. eee 
l da instalação | 92.82 92.82 0,686 barbeiro 


Ferra = A, +A, pr 32,56 = (1,349 cliente 


O tempo médio de espera na fila é uma variável bascada em 
observação cujo valor é calculado por 


Valor médio de uma variável) _ Soma de observações 
baseada em observação =} Número de observações 


Um exame da Figura 16.8 revela que a área sob a curva do com- 
primento da fila é, na verdade, igual à soma do tempo de espera para 
os três clientes que se juntaram à fila, ou seja: 


WoW +W +W + W,=0+0+ 3,73 + 9,38 + 19,25 = 32,36 minutos 


Assim, o tempo médio de espera na fila para todos os clientes 
é calculado por 


W, = 32,36/5 = 6,47 minutos 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.54 


l. Suponha que a barbearia da Seção 16.5.1 funcione com dois bar- 
beiros é os clientes sejam atendidos segundo um critério FCFS. 
Suponha ainda mais que o tempo de um corte de cabelo seja 
distribuído uniformemente entre 15 e 30 minutos. O interva- 
lo de tempo entre chegadas de clientes segue uma distribuição 
exponencial, com uma média de 10 minutos. Simule o sistema 
manualmente para 75 unidades de tempo. Pelos resultados da 
simulação, determine o tempo médio que um cliente espera na 
fila, o número médio de clientes à espera e a utilização média 
dos barbeiros. Use os números aleatórios da Tabela 16.1. 

2. Classifique as seguintes variáveis como baseadas em observação 
ou baseadas em tempo: 

*(a) Tempo até a falha de um componente eletrônico, 
*(b) Nivel de estoque de um item. 
(c) Quantidade pedida de um item de estoque, 
(d) Número de itens defeituosos em um lote, 
(e) Tempo necessário para dar notas a exames. 
(f) Número de carros no estacionamento de uma locadora de 
automóveis. 


“3, A Tabela A representa a variação no número de clientes à espe- 
ra em uma fila como uma função do tempo de simulação. 


Tabela A 
Tempo de simulação, T (h) 


Os T=3 
3<Ts4 
4<T<6 
b<Ts7 
7T< 7210 
l0< T212 
l2eTs18 
I8 < T220 
20<7s25 


Nº de clientes à espera 


eh id bo he o 


Calcule as seguintes medidas de desempenho: 
(a) O comprimento médio da fila. 
(b) O tempo médio de espera na fila para os que têm de esperar. 
4. Suponha que a barbearia do Exemplo 16.5-1 funcione com três 
barbeiros. Considere ainda que a utilização dos servidores (bar- 
beiros) é resumida como mostrado na Tabela B. 


Tabela B 
Tempo de simulação, T (h) N° de servidores ocupados 
Q<T<i0 0 
l0<T<20 
20 < 7<30 2 
30 < T240 0) 
40< 7 <60 | 
60< T70 2 
70e T280 3 
80 < T290 | 
90 < 7 = 100 0) 


Determine as seguintes medidas de desempenho: 
(a) A utilização média da instalação. 
(b) O tempo médio em que a instalação está ocupada, 
(c) O tempo médio em que a Instalação está ociosa. 


16.5.2 Simulação do modelo de servidor único em planilha 


A apresentação dada na Seção 16.5.1 mostra que os cálculos de 
simulação costumam ser tediosos e volumosos. Por isso, a utilização 
do computador para executar modelos de simulação é imperativa. 
Esta seção desenvolve em planilha o modelo de servidor único. 


Capitulo 16 Modelagem por simulação 


O objetivo do desenvolvimento é reforçar as idéias apresentadas 
na Seção 16.5.1. Claro que um modelo de servidor único é uma si- 
tuação simples e, por essa razão, pode ser modelado prontamente 
em um ambiente de planilha. Outras situações exigem um esforço 
de modelagem mais complicado, o que é facilitado pelos pacotes de 
simulação disponiveis (veja a Seção 16.7). 

A apresentação na Seção 16.5.1 mostra que o modelo de simulação 
da instalação com um servidor único requer dois elementos básicos: 


1. A lista cronológica dos eventos do modelo. 


2. Um gráfico que acompanhe as mudanças na utilização da insta- 
lação e no comprimento da fila. 


Esses dois elementos permanecem essenciais no desenvolvimento 
do modelo de simulação em planilha (na verdade, de qualquer um 
baseado em computador). A diferença é que a implementação é rea- 
lizada de maneira compativel com a utilização do computador. Como 
na Seção 16.5.1, clientes são atendidos em ordem de chegada (Fifo). 

A Figura 16.9 apresenta o resultado do gabarito excelSingle- 
Server.xls. Há quatro modos de representar os dados de entrada 
referentes ao intervalo de tempo entre chegadas e ao tempo de 
serviço: constante, exponencial, uniforme e triangular. A distribui- 
ção triangular é útil porque pode ser usada como uma estimativa 
inicial grosseira de qualquer distribuição pela simples apresentação 
de três estimativas, a, b e c, que representam o menor valor, o valor 
mais provável e o maior valor do intervalo de tempo entre chegadas 
ou do tempo de serviço. A Única outra informação necessária para 
dirigir a simulação é o comprimento da rodada de simulação que, 
nesse modelo, é especificada pelo número de chegadas que podem 
ser geradas no modelo. 

Os cálculos da planilha reservam uma linha para cada chegada. 
O intervalo de tempo entre chegadas e o tempo de serviço para cada 
chegada são gerados com base em dados de entrada. Considera-se 
que a primeira chegada ocorra em T = 0. Como a instalação começa 
ociosa, o atendimento do cliente começa imediatamente. Assim, 


Tempo de partida | { Tempo de chegada É ‘Tempo de serviço) 
docente 1) | docliente 1 do cliente 1 


=0+12,83=12,83 


Tempo de chegada | | Tempo de chegada m Intervalo de tempo até 
do cliente 2 z do cliente 1 a chegada do cliente 1 


=0+3,37=3,37 


Figura 16.9 


| 


283 


Para determinar o tempo de partida de qualquer cliente /, usa- 
mos a seguinte fórmula: 


Tempo de partida 
do cliente É 
Tempo de | { Tempo de Tempo de 
=max;| chegada |. partida do |; +) serviço do 
do cliente é | | cliente à = 1 cliente į 


A fórmula diz que o atendimento de um cliente não pode co- 
meçar até que a instalação torne-se disponível, Para ilustrar a utili- 
zação dessa fórmula, na Figura 16.9, temos 


Tempo de partida do cliente 3 = max{9,09; 27,55] + 12,21 = 39,76 


Agora, voltemos nossa atenção à coleta dos dados estatísticos do 
modelo. Em primeiro lugar, observe que, para o cliente é, o tempo de 
espera na fila, W (ie no sistema inteiro, W (1), são calculados por 


Tempo de } { Tempo de Tempo de 
W (i)=| partida |-| chegada |-| serviço 
do cliente i) \doclieme i) \ do cliente é 
Tempo de 4 | Tempo de 
W(:)=| partida |-| chegada 


do cliente i do cliente i 


Em seguida, pode parecer que para calcular as estatísticas res- 
tantes do modelo seja preciso acompanhar as mudanças na utiliza- 
ção da instalação e no comprimento da fila (como fizemos na Seção 
16.5.1). Felizmente, os cálculos são simplificados por duas observa- 
ções que fizemos na Seção 16.5.1 e explicamos na Figura 16.8: 


1. Area sob a curva da utilização da instalação = Soma dos tempos 
de serviço de todas as chegadas 

2. Area sob a curva do comprimento da fila = Soma dos tempos de 
espera de todas as partidas 


Para explicar esse ponto, o resultado em Excel da Figura 16.9 
calcula essas duas somas, ou seja, 


Soma de tempos de serviço = 264,65 
Soma de W = 424,8 
Soma de W = Soma de W + Soma dos tempos de serviço 
= 689,44 (= 264,65 + 424,8) 


Resultado em Excel de um modelo de simulação com servidor único (arquivo excelSingleServer.xls) 


SAR E jJCòD]| E| F| G 


2 Nbr of arrivals = 

3 Enter x in column A to select interarrival 

4 Constanta | | 

5 x Exponential: [A= 0067 | 

6 Uniform: jam be | | 
7 i ; 

E Constants | | 

10 Exponential; (p= | 

lx (Uniform: |a= 10b= 15) 


Triangular: 


“15 Percent idieness (%) = 


16 

[17 Av. queue length, Lq = 157| Press F8to 
|18 Av. nbr in system Ls = 2.55 bigger a 
[19 Av. queue time, Wq = 21.24) new simulaton run. 
| 20 Av. system time, Ws = 


BE [|E6s) fts n OMNE O 
Simulation of a Single-Server Queueing Model 
| 


0.00 12.83 


1373 1283 0.001283 
2537 4m 5 94 nm 
3386 1221 OM 375 1845 306 
41440 11.18 1295 5094 26.80 37.98 
57.3% 1492 205 6585 238 3880 
63570 1422 UM BOOT 345 4567 
70.60 14.50 70.11 Us Og “UM 
8'425 "3.35 mr “os ug ma 
9/485 po ts BM RIAA 
10749 1157 TA 1994 4056 5213 
11899 1465 BTA 4559 GATO SOM 
124978 “285 wa 45843 50% 62 
13042 412 o "17955 949 TH 
14877 4389 4643 “MM 24 UM 
151119 10.50 15520 197.75 3205 4255 
16 42.82 "a78 "16638 2153 «31.36 45.14 
1719.87 Ro WA BR IR UM 
18 925 1295 “2907 “203 000 “29 
19'13.98 po nas 20 37 “66 
20 58.46 “14.88 25231; 26090 ‘271 “75 
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Dado que a última chegada (cliente 20) parte em 7 = 269,90, 
decorre que 


Utilização média) 264,65  aons 
da instalação |- 269.90 BO} 
| Comprimento | 424,80 _ 157 

médio da fila | 26990 *~ 


O percentual de ociosidade da instalação é calculado por (1 — 
0,98) x 100 = 1,945%, 
O restante dos dados estatísticos é calculado de modo direto, ou seja, 


Tempo médio IE soma de W, — 424,80 _ 5) 54 
de espera em fila} Número de chegadas 20 i 

ae erg Soma de W _ 689,44 _ 34.47 
no sistema | Númerode chegadas 20 i 


Outra planilha foi desenvolvida para simular modelos multis- 
servidores (excelMultiServer.xls). O projeto do gabarito é bascado 
nas mesmas idéias usadas no caso do servidor unico. Contudo, a de- 
terminação do tempo de partida não é tão direta e, em consequên- 
cia, requer a utilização de macros em VBA. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.5B 


1, Usando os dados de entrada da Seção 16.5.1, execute o simula- 
dor em Excel para dez chegadas e desenhe um gráfico represen- 
tando as variações na utilização da instalação e no comprimento 
da fila como uma função do tempo de simulação. Verifique que 
as áreas sob as curvas são Iguais à soma dos tempos de serviço ë 
dos tempos de espera, respectivamente, 
2. Simule o modelo M/M/1 para 500 chegadas dada a taxa de chegada 
À = 4 clientes por hora e a taxa de serviço u = 6 partidas por hora, 
Execute cinco repetições (renovando a planilha — pressionando a 
tecla F9) e determine um intervalo de confiança de 95% para todas 
as medidas de desempenho do modelo. Compare os resultados com 
os valores teóricos do estado de equilibrio do modelo MAMI. 
3. Unidades de aparelhos de televisão chegam a uma esteira trans- 
portadora a cada 15 minutos para inspeção em uma estação com 
um único operador. Não há dados detalhados disponíveis para 
a estação de inspeção, Contudo, o operador estima que leva 10) 
minutos ‘em média” para inspecionar uma unidade. Na pior das 
hipóteses, o tempo de inspeção não passa de 13 minutos ¢, para 
certas unidades, o tempo de inspeção pode chegar a 9 minutos. 
(a) Use o simulador em Excel para simular a inspeção de 200 
unidades de aparelhos de TV. 

(b) Com base em cinco repetições, estime o número médio de 
unidades que esperam inspeção e a utilização média da es- 
tação de inspeção. 


16.6 MÉTODOS PARA COLETAR OBSERVAÇÕES 
ESTATISTICAS 


Simulação é um experimento estatístico e seus resultados de- 
vem ser interpretados usando as ferramentas adequadas de infe- 
rência estatística (por exemplo, intervalos de confiança e testes de 
hipótese). Para executar essa tarefa, as observações do experimento 
de simulação devem satisfazer três condições: 

1, Observações são retiradas de distribuições estacionárias (idênticas). 

2. Observações são amostradas de uma população com distribui- 
ção normal. 

3. Observações são independentes. 


Porém, ocorre que, em sentido estrito, o experimento de simulação 
não satisfaz nenhuma dessas condições Não obstante, podemos garan- 
tir que essas condições permaneçam estatisticamente viáveis restrin- 
gindo a maneira como são coletadas as observações de simulação. 


Pesquisa operacional 


Em primeiro lugar, considere a questão da estacionariedade. 
© resultado da simulação é uma função do comprimento do perio- 
do simulado, O período inicial produz comportamento errático e 
é usualmente denominado periodo transiente ou de aquecimento. 
Quando o resultado se estabiliza, o sistema funciona em estado de 
equilíbrio. Infelizmente, não há maneira de prever com antecedên- 
cla o ponto inicial do estado de equilíbrio. Em geral, uma partida 
de simulação mais longa tem melhor chance de alcançar o estado 
de equilíbrio, Esse ponto é demonstrado no Exemplo 16.1-1, no qual 
a precisão da estimativa da área de um circulo por simulação de 
Monte Carlo aumenta com o tamanho da amostra. Assim, a não- 
estacionariedade pode ser levada em conta usando um tamanho da 
amostra suficientemente grande. 

Em seguida, consideramos o requisito de que observações de 
simulação devem ser retiradas de uma população com distribuição 
normal. Esse requisito é cumprido usando o teorema do limite cen- 
tral (veja a Seção 12.4.4), que afirma que a distribuição da média 
de uma amostra é assintoticamente normal independentemente da 
população da qual a amostra é retirada. Por isso, o teorema do limite 
central é a principal ferramenta que usamos para satisfazer a pre- 
missa da distribuição normal. 


Figura 16.10 
Coleta de dados de simulação usando o método do subintervalo 


Periodo transiente 


Lote n 


Medida de desempenho 


Tempo de simulação T 


A terceira condição trata da independência das observações. A 
natureza do experimento de simulação não garante independência 
entre observações de simulações sucessivas. Contudo, usando a mé- 
dia das amostras para representar uma observação de simulação, 
podemos amenizar o problema da falta de independência. Isso é 
válido em particular quando aumentamos a base de tempo utilizada 
para caleular a média das amostras, 

Agora que já discutimos as peculiaridades do experimento de 
simulação e modos de contorná-las, apresentamos os três métodos 
mais comuns para coletar observações em simulação: 


1. Método do subintervalo, 
2. Método da replicação. 


3. Método regenerativo (ou em ciclos). 


16.6.1 Método do subintervalo 


A Figura 16.10 ilustra a idéia do método do subintervalo, Su- 
ponha que a simulação seja executada para 7 unidades de tempo 
(isto é, comprimento da rodada = 7) e que queiramos coletar n ob- 
servacoes, Em primeiro lugar, o método do subintervalo trunca um 
período transiente inicial e então subdivide o restante da rodada 
de simulação em n subintervalos (ou lotes) iguais. Depois, a média 
da medida de desempenho desejada (por exemplo, comprimento da 
fila ou tempo de espera em fila) dentro de cada subintervalo é usada 
para representar uma única observação, Truncar o período transien- 
te inicial implica que não sejam coletados dados estatísticos durante 
o período, 

A vantagem do método do subintervalo é que o efeito das con- 
dições transientes (não estacionárias) é amenizado, em particular 
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Figura 16.11 
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Variação no comprimento da fila com o tempo de simulação no Exemplo 16.6-1 


Comprimento 
da fila Q 


Lote | Lote 2 


Periodo 
transiente 


— bo le ds 


15 


Lote 3 Lote 4 Lote 5 


20) 


Tempo de simulagao 


para as observações que são coletadas perto do final da rodada de 
simulação. A desvantagem do método é que os lotes sucessivos, cujas 
condições de fronteira são comuns, estão necessariamente correla- 
cionados. O efeito da correlação pode ser amenizado aumentando a 
base de tempo para cada lote. 


Exemplo 16.6-1 


A Figura 16.11 mostra a variação no comprimento da fila em 
um modelo de fila única como uma função do tempo de simulação, 
O comprimento da rodada de simulação é T = 35 horas e o com- 
primento do período transiente é estimado em 5 horas. Queremos 
coletar cinco observações, isto é, n = 5, Assim, à base de tempo cor- 
respondente para cada lote é iguala (355) = 6 horas. 

5 

Seja Ø, o comprimento médio da fila no lote i. Como o compri- 

mento da fila é uma variável baseada em tempo, temos 


O = A isi 2,K.5 
onde A, é a área sob a curva do comprimento da fila associada ao 
lote (observação) i et é a base de tempo por lote. No presente 
exemplo, ¢ = 6 horas, 

Os dados da Figura 16.11 produzem as observações constantes 
da Tabela 16.11. 


Tabela 16.11 Observações referentes aos dados da Figura 16.11 


Observação | | 2 3 4 5 
A, l4 10 11 6 15 
Q, fe) 1,67 1,83 1,00 25 


Média da amostra = 1,87 Desvio-padrão da amostra = 0,59 
A média e a variância da amostra podem ser usadas para calcular 
um intervalo de confiança, se desejado. O cálculo da variância da amos- 
tra no Exemplo 16,6-1 é baseado na seguinte fórmula, bem conhecida: 


Figura 16.12 


Essa formula é apenas uma aproximação da verdadeira variância 
porque ignora o efeito da autocorrelação entre os lotes sucessivos. À fór- 
mula exata pode ser encontrada em Law e Kelton (2000, p. 249-253). 


16.6.2 Método da replicação 


No método da replicação, cada observação é representada por 
uma rodada de simulação independente na qual o periodo transiente 
é truncado, como ilustrado na Figura 16.12. O cálculo das médias das 
observações para cada lote é o mesmo do método do subintervalo. 

A única diferença é que a fórmula-padrão da variância é aplicá- 
vel porque os lotes não são correlacionados. 

A vantagem do método da replicação é que cada rodada de si- 
mulação é dirigida por uma corrente distinta de números aleatórios 
(0, 1), o que resulta em observações que são verdadeiramente inde- 
pendentes em termos estatísticos. A desvantagem é que cada obser- 
vação pode ser influenciada pelo viés do efeito inicial das condições 
transientes. Esse problema pode ser amenizado com a escolha de 
um comprimento de rodada suficientemente grande. 


16.6.3 Método regenerativo (ou em ciclos) 


O método regenerativo pode ser considerado como uma ex- 
tensão do método do subintervalo. O motivo que fundamenta o 
novo método é que ele tenta reduzir o efeito da autocorrelação 
que caracteriza o método do subintervalo, exigindo condições ini- 
ciais semelhantes para cada lote. Por exemplo, se a variável em 
questão for o comprimento da fila, cada lote começaria em um ins- 
tante em que o comprimento da fila fosse zero, Diferentemente do 
método do subintervalo, a natureza do método regenerativo pode 
resultar em bases de tempo desiguais para lotes diferentes. 

Embora possa reduzir a autocorrelação, o método regenerativo 
tem a desvantagem de resultar em um número menor de lotes para 
um dado comprimento de rodada. Isso decorre porque não pode- 
mos prever quando um novo lote começará ou qual será o compri- 
mento de sua base de tempo. Entretanto, sob condições de estado 
estável, é de esperar que os espaços entre os pontos iniciais para os 
lotes sucessivos sejam mais ou menos regulares. 


Coleta de dados de simulação usando o método da replicação 


Medida de desempenho 
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De modo geral, o cálculo da média para o lote é no método re- 
generativo é definido como a razão entre duas variáveis aleatórias 
a e b, isto é, X = aa As definições de a, e b dependem da variável 
que está sendo calcúlada. Especificamente, se a variável for baseada 
em tempo, então a, representaria a área sob a curva, e b seria igual 
à base de tempo associada. Se a variável for baseada em observação, 
então a seria a soma total das observações dentro do lote i, e b seria 
o número de observações associado. 

Como x é a razão entre duas variáveis aleatórias, pode-se de- 
monstrar que uma estimativa sem viés da média da amostra é 


it 


Y, 
y= fo] 
É n 
onde 
na (n-Dna-a). 
= na Wiel ere) =1,2, K, n 
b nb-b, 
AA 
a= i=] 
H 
e 
$o 
bh = ral 
fl 


Nesse caso, um intervalo de confiança é baseado na média e no 
desvio-padrão de y. 


Exemplo 16.6-2 


A Figura 16.13 representa o número de servidores ocupados 
em uma instalação única com três servidores paralelos. O compri- 
mento da rodada de simulação é 35 unidades de tempo, € o com- 
primento do período transiente é 4 unidades de tempo, Descja-se 
estimar a utilização média da instalação com base no método re- 
generativo, 

Após truncar o periodo transiente, a Figura 16.13 dá quatro lo- 
tes cuja caracteristica comum é que começam com os três servidores 
ociosos. Os valores associados de a e b são dados na Tabela 16.12. 


Tabela 16.12 Valores associados de aeb, 


Lote í a, b 
| 12 9 
2 6 5 
3 10 10 
4 6 7 
Médias a = 8,50 b =7.75 


Com base nesses dados, temos 
4x85 (4-I)x(4=85-a,) an 102—3a. 
y= 8 39 - 
SD Se fará 4x7,75-6, H-b, 


Esses cálculos podem ser prontamente automatizados utilizan- 
do o gabarito excelRegenerative.xls. 


Figura 16.13 


Pesquisa operacional 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.6A 


1. No Exemplo 16.6-1, use o método do subintervalo para calcular 
o tempo médio de espera na fila para os que têm de esperar. 


“2. Em um modelo de simulação, o método do subintervalo é usado 
para calcular médias de lotes. O período transiente é estimado 
em 100 e cada lote tem uma base de tempo de 100 unidades 
de tempo também. Usando os dados apresentados na Tabela C, 
que dão os tempos de espera para clientes como uma função 
do tempo de simulação, estime o intervalo de confiança de 95% 


para o tempo médio de espera, 
Tabela € 


Intervalo de tempo Tempos de espera 


0-100 10,20, 13, 14,8, 15,6, 8 
100-200 12,30, 10, 14, 16 
200-300 15, 17,20, 22 
300-400 LO, 20, 30, 15, 25, 31 
400-500 15, 17,20, 14, 13 
500-600 25,30,15 


3. No Exemplo 16.6-2, suponha que o ponto inicial para cada ob- 
servação seja o ponto no tempo em que todos os servidores 
acabaram de ficar ociosos. Assim, na Figura 16.13, esses pon- 
tos correspondem a t = 10, 17,24 e 33, Calcule o intervalo de 
confiança de 95% para a utilização dos servidores com base na 
nova definição dos pontos regenerativos. 
d. Em uma situação de fila de servidor único, o sistema é simulado 
para 100 horas. Os resultados da simulação mostram que o ser- 
vidor estava ocupado somente durante os seguintes intervalos 
de tempo: (0, 10): (15.20): (25, 30); (35, 60); (70, 80) e (90,95). O 
comprimento do período transiente é estimado em 10 horas. 
(a) Defina o ponto inicial da observação necessário para imple- 
mentar o método regenerativo. 

ib) Calcule o intervalo de confiança de 95% para a utilização 
média do servidor com base no método regenerativo. 

(c) Aplique o método do subintervalo ao mesmo problema 
usando um tamanho de amostra # = 5. Calcule o intervalo 
de confiança de 95% correspondente e compare-o com o 
obtido pelo método regenerativo. 


16.7 LINGUAGENS DE SIMULAÇÃO 


A execução de modelos de simulação acarreta dois tipos de cálcu- 
los distintos: 1) manipulações de arquivo que lidam com a armazena- 
gem e o processamento cronológicos dos eventos do modelo; e 2) cál- 
culos aritméticos e de contabilização associados à geração de amostras 
aleatórias e coleta das estatísticas do modelo. O primeiro tipo de cal- 
culo envolve o desenvolvimento lógico extensivo no processamento de 
listas, ¢ o segundo tipo acarreta em cálculos tediosos e demorados. A 
natureza desses cálculos transforma o computador em uma ferramen- 
ta essencial para executar modelos de simulação e, por sua vez, instiga 
o desenvolvimento de linguagens computacionais especiais de simula- 
ção para executar esses cálculos de modo conveniente e eficiente. 


Variações no número de servidores ocupados como uma função do tempo no Exemplo 16.6-2 


Servidores 
ocupados 


Tempo de simulação 


Capitulo 16 Modelagem por simulação 


As linguagens de simulação discreta disponíveis são enquadra- 
das em duas categorias amplas: 


l. Programação de eventos. 


2. Orientadas para processo. 


Nas linguagens de programação de eventos, o usuário detalha as 
ações associadas à ocorrência de cada evento, de modo muito pare- 
cido como o apresentado no Exemplo 16.5-1. O papel principal da 
linguagem nesse caso é: 1) automação da amostragem com base nas 
distribuições: 2) armazenagem ¢ recuperação de eventos em ordem 
cronológica; e 3) coleta das estatísticas do modelo. 

Linguagens orientadas para processo usam blocos ou nós que 
podem ser ligados uns aos outros para formar uma rede que des- 
creve os movimentos de transações ou entidades (isto é, clientes) 
no sistema. Por exemplo, os três blocos/nés mais em destaque em 
qualquer linguagem de simulação de processo são uma fonte na qual 
são criadas as transações, uma fila em que elas podem esperar se 
necessário e uma instalação na qual o serviço é realizado. Cada um 
desses blocos/nds é definido com todas as informações necessárias 
para ativar a simulação automaticamente. Por exemplo, uma vez cs- 
pecificado o intervalo de tempo entre chegadas para a fonte, uma 
linguagem orientada para processo ‘sabe’ automaticamente quando 
os eventos de chegada ocorrerão. Na verdade, cada bloco/ná do mo- 
delo tem instruções permanentes que definem como e quando as 
transações são movimentadas na rede de simulação. 

Linguagens orientadas para processo são ativadas internamen- 
te pelas mesmas ações utilizadas em linguagens de programação de 
eventos, A diferença é que essas ações são automatizadas para livrar 
o usuário dos tediosos detalhes lógicos e de cálculos. De certo modo, 
podemos considerar linguagens orientadas para processo como ba- 
seadas no conceito de dados de entrada e resultados da abordagem 
da “caixa-preta”, O que, em essência, significa que essas linguagens 
trocam flexibilidade de modelagem por simplicidade e facilidade de 
utilização. 

Entre as principais linguagens de programação de eventos, cita- 
mos Simscript, Slam e Siman. Essas linguagens evoluíram ao longo 
dos anos e passaram a incluir capacidades orientadas para processo. 
As três linguagens permitem que o usuário escreva o (uma parte 
do) modelo em linguagens de nível mais alto, como Fortran ou C. 
Essa capacidade é necessária para permitir que o usuário modele 
alguma lógica complexa que, do contrário, não poderia conseguir 
diretamente com os recursos comuns daquelas linguagens. Uma im- 
portante razão para essa limitação é a maneira restritiva e talvez 
complicada como tais linguagens movimentam transações (ou enti- 
dades) entre as filas e instalações do modelo, 

Hoje, há vários pacotes comerciais modernos que dominam o 
mercado da simulação, entre os quais mencionamos apenas alguns: 
Arena, AweSim e GPSS/H. Esses pacotes utilizam extensivas in- 
terfaces ao usuário para simplificar o processo de criação de um 
modelo de simulação. Também fornecem recursos de animação que 
permitem a observação visual das mudanças no sistema. Contudo, 
ha usuários experientes que acham que essas interfaces reduzem o 
desenvolvimento de um modelo de simulação a um passo de ‘ca- 
mera lenta”. Não é surpresa que alguns deles prefiram escrever mo- 
delos de simulação em linguagens de programação gerais como €, 
Basic e Fortran. 
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CONJUNTO DE PROBLEMAS 16.7A? 


1. Clientes chegam aleatoriamente a uma agência de correio com 
três atendentes. O intervalo de tempo entre chegadas segue uma 
distribuição exponencial com média de 5 minutos. O tempo que 
um atendente gasta com um cliente segue uma distribuição ex- 
ponencial com uma média de 10 minutos. Todos os clientes que 
chegam formam uma única fila e esperam pelo primeiro aten- 
dente livre. Execute um modelo de simulação de sistema para 
480 minutos, a fim de determinar o seguinte: 

(a) O número médio de clientes à espera na fila, 

(b) A utilização média dos atendentes. 

(© Compare os resultados da simulação com os do modelo de 
fila MiMe (Capitulo 15) e com os da planilha MultiServer- 
Simulator.xls, 


2. Unidades de aparelhos de televisão chegam para inspeção em uma 
esteira transportadora à taxa constante de 5 unidades por hora, 
O tempo de inspeção demora entre 10 e 15 minutos, distribuídos 
uniformemente. À experiência anterior mostra que 20% das uni- 
dades inspecionadas devem ser ajustadas e em seguida devolvidas 
para passar por nova inspeção. O tempo de ajuste também é uni- 
formemente distribuído entre 6 e $ minutos Execute um modelo 
de simulação para 480 minutos para calcular o seguinte: 

(a) O tempo médio que uma unidade leva até passar pela inspeção, 
(b) O número médio de vezes que uma unidade tem de ser 
reinspecionada antes de sair do sistema. 


3. Um camundongo está preso em um labirinto e desesperado para 
sair. Após tentar entre | e 3 minutos, distribuídos uniformemente, 
há 30% de chance de encontrar o caminho correto, Caso contrário, 
ele seguirá desorientado entre 2 e 3 minutos, distribuídos uniforme- 
mente, e eventualmente voltará até onde começou para tentar mais 
uma vez. O camundongo pode tentar livrar-se do labirinto quantas 
vezes quiser, mas para tudo há um limite. Com tanta enerela gasta 
nas repetidas tentativas é certo que ele morrerá se não conseguir 
sair dentro de um periodo que é normalmente distribuido com uma 
média de 10 minutos e um desvio-padrão de 2 minutos, Escreva um 
modelo de simulação para estimar a probabilidade de o camundon- 
go escapar. Para o propósito de estimar a probabilidade, considere 
que 100 camundongos serão processados pelo modelo. 


4. No estágio final da fabricação de um automóvel, uma unidade 
está situada sobre um transportador entre duas estações de tra- 
balho paralelas que permitem a execução do serviço dos lados 
esquerdo e direito do carro simullaneamente. Os tempos de 
operação para os lados esquerdo e direito são uniformemente 
distribuídos entre 15 e 20 minutos e 18 e 22 minutos, respecti- 
vamente. O transportador chega à área das estações de trabalho 
a cada 20 minutos, Simule o processo para 480 minutos para 
determinar a utilização das estações da esquerda e da direita. 

5. Carros chegam a um lava-rápido de uma única baia no qual o 
intervalo de tempo entre chegadas segue uma distribuição ex- 
ponencial com uma média de 10 minutos. Os carros que chegam 
se alinham em uma única faixa de acesso que pode acomodar 
no máximo 5 carros à espera. Se a faixa estiver cheia, novos 
carros que chegarem terão de procurar outro lava-rápido, Lavar 
um carro demora entre 10 e 15 minutos, distribuídos uniforme- 
mente. Simule o sistema para 960 minutos e estime o tempo que 
um carro leva para passar na instalação. 
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* Resolva esses problemas usando uma linguagem de simulação de sua preferência, ou usando Basic, Fortran ou C. 


Capitulo 17 


Cadeias de Markov 


Guia do capítulo. Este capitulo dá a fundamentação básica sobre 
cadeias de Markov e sua utilização na prática, incluindo modelos 
bascados em custo. A notação de cadeia de Markov é “ncômoda” e 
seus cálculos são tediosos. Para amenizar esse problema, onde pos- 
sivel fol usada a notação matricial, mais fácil de ler. Com relação aos 
cálculos, são fornecidos dois gabaritos em Excel para executar os 
cálculos básicos para uma cadeia de Markov de qualquer tamanho, 
incluindo probabilidades de transição em n etapas e absolutas, pro- 
babilidades de estado no equilíbrio e tempos de primeira passagem 
em cadeias ergódicas e absorventes. Ambas as planilhas devem ser 
úteis para resolver os problemas de final de seção. 

Este capítulo inclui 17 exemplos resolvidos, 42 problemas de fi- 
nal de seção e 2 gabaritos em Excel. Os programas em AMPL/Excel 
Solver/TORA estão na pasta ch17Files. 


17.1 DEFINIÇÃO DE UMA CADEIA DE MARKOV 


Seja Xuma variável aleatória que caracteriza o estado do siste- 
ma em pontos discretos do tempos = 1,2,....A familia de variáveis 
aleatórias |X | forma um processo estocástico. O número de estados 
em um processo estocástico pode ser finito ou infinito, como de- 
monstram os dois exemplos apresentados a seguir. 


Exemplo 17.1-1 (Manutenção de máquinas) 


A condição de uma maquina na ocasião da manutenção preventiva 
mensal é caracterizada como razoável, boa ou excelente, Para o mês £,0 
processo estocástico para essa situação pode ser representado como: 


0, se a condição for ruim 
A, =41, sea condição for razoável +. ¢ = 1,2... 
2,sc a condição for boa 


A variável aleatória X é finita porque representa três estados: 
ruim (0), razoável (1) e bom (2). 


Exemplo 17.1-2 (Oficina mecânica) 


Serviços chegam a uma oficina mecânica à taxa de 5 por hora. 
O processo de chegada segue uma distribuição de Poisson que, te- 
oricamente, permite que qualquer número de serviços entre zero 
e infinito cheguem à oficina durante o intervalo de tempo (0,14), O 
processo de estado no limite que descreve o número de serviços 
que chegam é 


X,=0,1,2,..,1>0 


Um processo estocástico é um processo de Markov se a ocorrén- 
cia de um estado futuro depender somente do estado imediatamente 
precedente. Isso significa que dados os tempos cronologicosy,,f,,...1,. 
diz-se que a família de variáveis aleatórias LX, | = [Xp Eos XI 
éum processo de Markov se possuir a seguinte propriedade: 


| — — 4 —_— = | —_ | a. SA: 
PA, =, Ares ty = pa IX, =3JX, = Xl 
Em um processo markoviano com n estados (resultados) exaus- 
tivos e mutuamente exclusivos, as probabilidades em um ponto es- 
pecifico do tempos = 0,1,2,... são habitualmente expressas por: 


p,= P(X, =AX,=D)=1,2,.::,0,1=0,1,2,..,T 


Isso é conhecido como probabilidade de transição em uma eta- 
pa de passar do estado tem i- 1 ao estado f em ¢. Por definição, 


>P, =] =l E 


i 
p,, 20, (i, J) = 1, 2,.... A 


Um modo conveniente de resumir as probabilidades de transi- 
ção em uma etapa é usar a seguinte notação matricial: 


Po Po Po ‘| Pim 
P= Pa Pr Pu si Pray 


Em Pa Ps e Pan 


A matriz P define a denominada cadeia de Markov. Uma pro- 
priedade dessa matriz é que todas as suas probabilidades de transi- 
ção p são fixas (estacionárias) e independentes ao longo do tempo. 
Embora uma cadeia de Markov possa incluir um número infinito 
de estados, à apresentação neste capítulo será limitada apenas a ca- 
deias finitas, porque esse é o único tipo que precisaremos no texto. 


Exemplo 17.1-3 (O problema do jardineiro) 


Todo ano, no início da estação de plantio de mudas (março a se- 
tembro), um jardineiro usa um teste químico para verificar a condição 
do solo. Dependendo do resultado do teste, a produtividade para a 
nova estação cal em um de três estados: 1) bom: 2) razoável e 3) ruim. 
Ao longo dos anos, o jardineiro observou que a condição do solo no 
ano anterior causava um impacto sobre a produtividade no ano corren- 
le e que a situação podia ser descrita pela seguinte cadeia de Markov: 


estado do sistema 

no ano seguinte 

l sz s 

da 10,2 0,5 0,3 

p= Fem obema O 05 as 
i ae 0 |l 


As probabilidades de transição mostram que a condição do solo 
pode se deteriorar ou se manter, mas nunca melhorar. Se a condição 
do solo neste ano for boa (estado 1), há 20% de chance de não mu- 
dar no ano seguinte, 50% de chance de se tornar razoável (estado 
2) e 30% de chance de deteriorar até uma condição ruim (estado 3). 
Se a condição do solo neste ano for razoável (estado 2), a produtivi- 
dade no ano seguinte pode permanecer razoável com probabilidade 
0,5 ou tornar-se ruim (estado 3), também com probabilidade 0,5. Por 
fim, uma condição ruim neste ano (estado 3) só pode resultar em 
igual condição no próximo ano (com probabilidade 1). 

© jardineiro pode alterar as probabilidades de transição P 
usando fertilizante para melhorar a condição do solo. Nesse caso, a 
matriz de transição se torna: 


| 2 3 
1/0,30 0,60 0,10 
P,=2/ 0,10 0,60 0,30 
310,05 0,40 0,55 


Capitulo 17 Cadeias de Markov 


Agora, a utilização do fertilizante permite melhorias na condi- 
ção de deterioração. Há 10% de chance de a condição do solo mu- 
dar de razoável para boa (estado 2 para estado 1), 5% de chance de 
mudar de ruim para boa (estado 3 para estado 1) e 40% de chance 
de um condição ruim tornar-se razoável (estado 3 para estado 2), 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 17.1A 


1. Um professor de engenharia compra um novo computador a 


cada dois anos e tem preferência por três modelos: M1, W2 e M3. 


Se o modelo atual for M1, o próximo computador pode ser M2 
com probabilidade 0,2 ou M3 com probabilidade 0,15. Se o mo- 
delo atual for M2, as probabilidades de trocar para Ml e M3 são 
0,6 e 0,25, respectivamente, e. se o modelo atual for M3, então as 
probabilidades de trocar para W1 e M2 são 0,5 e 0,1, respectiva- 
mente. Represente a situação como uma cadeia de Markov. 
*2. Um carro de polícia está patrulhando uma região conhecida 
pelas atividades de gangues. Durante uma patrulha, ha 60% de 
chance de a localidade que precisar de ajuda ser atendida a tem- 
po, senão o carro continuará sua patrulha normal. Ao receber 
uma chamada, há 10% de chance de cancelamento (quando o 
carro volta a sua patrulha normal) e 30% de chance de o carro 
já estar atendendo a uma chamada anterior. 


Quando o carro de polícia chega à cena, há 10% de chance de os 
arruaceiros terem fugido (então o carro volta à patrulha) e 40% de 
chance de uma prisão imediata. Caso contrário, os policiais farão 
uma busca na área. Se ocorrer uma prisão, há 60% de chance de 
transportar os suspeitos até o distrito policial; caso contrário, serão 
liberados e o carro volta à patrulha. Expresse as atividades probabi- 
lísticas da patrulha policial sob a forma de uma matriz de transição. 


3. (Cyertet al., 1963) O Banco 1 oferece empréstimos que são pa- 
gos nas datas de vencimento ou ocorrem com atraso, Se o paga- 
mento de um empréstimo atrasar mais do que quatro trimestres 
(1 ano). o Banco | considera o empréstimo como um crédito 
em liquidação e o elimina da contabilidade. A Tabela A dá uma 
amostra da experiência passada do Banco 1 com empréstimos, 

Tabela A 


Quantia Trimestres 
emprestada de atraso Histórico de pagamento 

$ 10.000 0 $ 2.000 pagos, $ 3.000 atrasados mais 
que um trimestre, $ 3.000 atrasados 
mais que 2 trimestres e o restante 
atrasado mais que 3 trimestres. 

$ 25.000 | $ 4.000 pagos, $ 12.000 atrasados mais 
que um trimestre, $ 6.000 atrasados 
mais que 2 trimestres e o restante 
atrasado mais que 3 trimestres. 

$ 50,000 2 $ 7.500 pagos, $ 15.000 atrasados 
mais que | trimestre e o restante 
atrasado mais que 2 trimestres. 

+ 50.000 5 $ 42.000 pagos e o restante atrasado 
mais que 1 trimestre, 

$ 100.000 4 $ 50.000 pagos. 


Expresse a situação de empréstimo do Banco 1 como uma 
cadeia de Markov. 


4. (Pliskin e Tell, 1981) Pacientes que sofrem de falência renal podem 
fazer um transplante ou diálise periódica. Durante qualquer ano, 
30% conseguem transplantes de pessoas que morreram e 10% rece- 
bem rins de um doador vivo, No ano seguinte a um transplante, 30% 
dos transplantados com rins de pessoas mortas e 15% dos que rece- 
beram rins de doadores vivos voltam à diálise, Às porcentagens de 
óbitos entre os dois grupos são 20% e 10%, respectivamente. Entre 
os que continuam com a diálise, 10% morrem, e, entre os que sobre- 
vivem mais de um ano após o transplante, 5% morrem e 5% voltam 
à diálise. Represente a situação como uma cadeia de Markov. 
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17.2 PROBABILIDADES DE TRANSIÇÃO EM 
N-ETAPAS E ABSOLUTAS 


Dadas as probabilidades iniciais a™ = {a,""} de iniciar no estado j 
e a matriz de transição P de uma cadeia de Markov, as probabilida- 
des absolutas a™ = [a | de estar no estado j após n transições (n > 0) 
são calculadas da seguinte maneira: 


gi = gp 


a? = a™P = a PP = a P 
git) at gp = q Pp 2g gip 


Continuando da mesma maneira, obtemos 
a” =90P n=1,2,... 


A matriz P" é conhecida como matriz de transição em n etapas. 
Por esses cálculos, podemos ver que 


F" = PP 
ou 
P" = Pe P Qe men 


Essas equações são conhecidas como equações de Chapman- 
Kolomogoror. 


Exemplo 17.2-1 


A seguinte matriz de transição se aplica ao problema do jardi- 
neiro, com fertilizante (Exemplo 17.1-3): 


| 2 3 
170,30 0,60 0,10 
P,=2) 0,10 0,60 0,30 
540,05 0,40 0,55 


A condição inicial do solo é boa, isto é, a! = (1,0,0). Determine 
as probabilidades absolutas dos três estados do sistema após 1,8e 16 
estações de plantio de mudas. 


0,30 0,60 O10)/0,30 0,60 0,10 
P=)010 0,60 0,30] 0,10 0,60 0,30 
0,05 0,40 0,55/10,05 0,40 0,55 


0,1550 0,5800 0,2650 
0,1050 0,5400 0,3550 
0,0825 0,4900 0,4275 


0,1550 0,5800 0,2650 \/ 0,1550 0,5800 0,2650 | 
P' =| 0,1050 0,5400 0,3550 || 0,1050 0,5400 0,3550 
0,0825 0,4900 0,4275/10,0825 0,4900 0,4275) 
0,10679 0,53295 0,36026 
=| 0,10226 0,52645 0,37129 
0,09950 0,52193 0,37857 
0,10679 0,53295 0,36026\/ 0,10679 0,53295 0,36026 
P* =| 0,10226 0,52645 0,37129 || 0,10226 0,52645 0,37129 
0,09950 0,52193 0,37857 /\ 0,09950 0,52193 0,37857 
0,101753 0,525514 0,37273 
=| 0,101702 0,525435 0,372863 
0,101669 0,525384 0,372863 
P =| 0,101702 0,525435 0,372863 || 0,101702 0,525435 0,372863 


0101669 0,525384 0,372863/ 0,101669 0,525384 0,372863 


0,101659 0,52454 0,372881 
0,101659 0,52454 0,372881 


orn 0,525514 0,372733)/0,101753 0,525514 0,372733 
shot 0,52454 0,372881 
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Assim, 


0,30 0,60 O10 
a =(1 0 O) 0,10 0,60 0,30 
0,05 0,40 0,55 


=(0,30 0,60 0,1) 


0.101753 0,525514 0,372733 
a'=(1 0 O) O,101702 0,525435 0,372863 
0,101669 0,525384 0,372863 


=(0,101753 0,525514 0,372733) 


| [0,101659 0,52454 0,372881 
a =(1 0 0)/0,101659 0,52454 0,372881 
0,101659 0,52454 0,372881 


=(0,101659 0,52454 0,372881) 


As linhas de P*c o vetor de probabilidades absolutas a!” sao 
quase idênticos. O resultado é mais pronunciado para P”, Ele de- 
monstra que, à medida que aumenta o número de transições, as pro- 
babilidades absolutas são independentes da inicial a. Nesse caso, 
as probabilidades resultantes são conhecidas como probabilidades 
de estado no equilíbrio. 


Comentarios. Os cálculos associados às cadeias de Markov são bas- 
tante tediosos, O gabarito excelMarkovChains.xls fornece uma pla- 
nilha geral fácil de usar para executar esses cálculos (veja a seção 
“Momento Excel’ após o Exemplo 17.4-1). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 17.2A 


1. Considere o Problema 1, Conjunto 17.la. Determine a proba- 
bilidade de o professor comprar o modelo corrente dentro de 
quatro anos. 


+2 


Considere o Problema 2, Conjunto Vila. Se no momento em 
questão o carro de polícia estiver em uma cena para onde foi 
chamado, determine a probabilidade de ocorrer uma prisão em 
duas patrulhas. 


3. Considere o Problema 3, Conjunto 17.1a. Suponha que o Banco | 
tem hoje $ 500.000 de empréstimos pendentes, Desses, $ 100.000 
são novos, $ 50.000 estão com um trimestre de atraso, $ 150.000 
estão com dois trimestres de atraso, $ 100.000 estão com um três 
trimestres de atraso e o restante está com mais de quatro tri- 
mestres de atraso. Qual seria o quadro desses empréstimos após 
dois ciclos de empréstimos? 
4. Considere o Problema 4, Conjunto 17la, 
(a) Para um paciente que está atualmente em diálise, qual é a 
probabilidade de receber um transplante em dois anos? 
(b) Para um paciente que atualmente sobrevive há mais de um 
ano, qual é a probabilidade de sobreviver mais quatro anos? 


17.3 CLASSIFICAÇÃO DOS ESTADOS EM UMA CADEIA 
DE MARKOV 


Os estados de uma cadeia de Markov podem ser classificados com 
base na probabilidade de transição p, de P. 


l. Um estado j é absorvente se retornar para ele mesmo, com cer- 
teza, em uma transição, isto é, p, = 1. 

2. Um estado j é transiente se puder alcançar outro estado mas não 
puder voltar ao mesmo estado em que estava com hase em outro es- 


al 


tado. Matematicamente, isso acontecerá se lim P; = O para todo i 
3. Um estado j é recorrente se a probabilidade de voltar ao esta- 
do em que estava com base em outros estados for 1. Isso pode 
acontecer se, e somente se, o estado não for transiente. 
4. Um estado j é periódico com período 1 > 1 se um retorno só for 
possível em r, 2r, 3r... etapas. Isso significa que p,"’ = 0 sempre 
que n não for divisível por i. 


- Pesquisa Operacional 


Com base nas definições dadas, uma cadeia de Markov finita não 
pode consistir em estados que sejam todos transientes porque, por 
definição, a propriedade transiente requer entrar em outros estados 
‘capturadores’ e, portanto, nunca poder voltar ao estado transiente. 
O estado ‘capturador’ não precisa ser um único estado absorvente. 
Por exemplo, na cadeia 


g O 

1 0 
0,3 0,7 
0,4 0,6 


ooo ogo 
ooo = 


os estados 1 e 2 são transientes porque não podem ser entrados no- 
vamente uma vez que o sistema esteja “capturado” nos estados 3 e 4, 
Os estados 3 e 4 que, de certo modo, desempenham o papel de um 
estado absorvente, constituem um conjunto fechado, Por definição, 
todos os estados de um conjunto fechado devem se comunicar, O 
que significa que é possível ir de qualquer estado a qualquer outro 
estado do conjunto em uma ou mais transições, ou seja, p" > 0 para 
todo i*jenz 1, Observe que os dois estados, 3 e 4, podem ser 
estados absorventes se p., = pu = 1. Nesse caso, cada estado forma 
um conjunto fechado. 

Diz-se que uma cadeia de Markov fechada é ergódica se todos os 
seus estados forem recorrentes e aperiódicos (não periódicos). Mes- 
se caso, as probabilidades absolutas após » transições, a” = gP", 
sempre convergem exclusivamente para uma distribuição-limite 
(estado no equilibrio) à medida que n — s, que é independente das 
probabilidades iniciais a‘, como será demonstrado na Seção 17.4. 


Exemplo 17.3-1 (Estados absorvente e transiente) 


Considere a cadeia de Markov do jardineiro, sem fertilizante. 


0,2 0,5 0,3 
P=; 0 05 0,5 
O 0 | 


Os estados 1 e 2 são transientes porque alcançam o estado 3 mas 
nunca podem voltar ao estado anterior. O estado 3 é absorvente 
porque p, = 1. Essas classificações também podem ser vistas quan- 


fad 


do limp,” =0 é calculado. Por exemplo, 
po 


O 01 
p= ü 0 | 
001 


o que mostra que, no longo prazo, a probabilidade de alguma vez 
voltar ao estado transiente | ou 2 é zero, ao passo que a probabili- 
dade de ser “capturado” no estado absorvente 3 é certa. 


Exemplo 17.3-2 (Estados periódicos) 


Podemos testar a periodicidade de um estado calculando P" e 
observando os valores de p “para n = 2, 3,4,.... Esses valores serão 
positivos somente no período correspondente do estado, Por exem- 
plo. na cadeia 


0 06 04d 
P=|0 1 0 
0.6 04 0 
temos 
0,24 0,76 O 0 0,904 0,0960 
P=! 0 l o LP=| 0 l () 
O O76 0,24 0,144 01,856 0 
0,0576 0,9424 ü i 0 0,97696 0,2304 
Pp‘ = ü | 0) PP = 0) | 0 


ü 0,9424 0,0576 0,03456 0,96544 0) 

Continuando com n = 6,7,..., P" mostra que p, € p, são positi- 
vas com valores pares de n, e valor zero, caso contrário. Isso significa 
que o período para os estados | e 3 € 2. 


Capitulo 17 Cadeias de Markov 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 17.34 


1. Classifique os estados das seguintes cadeias de Markov. Se um 
estado for periódico, determine seu período: 


010 
+a) 10 0 1 
1 00 


| | ] 
T 
| ) 
*(b) |, o it 
3 33 
000 1 
Oo LO 00 0 
O 05 05 0 O ü 
w| %7 %30 0 0 
oO ùü ü 1 ü () 
00 0 0 04 0.6 
0 0 0 0 02 O8 
ol 0 09 
(d) 10,7 03 0 
0,2 07 01 


17.4 PROBABILIDADES DE ESTADO NO EQUILÍBRIO 
E TEMPOS MÉDIOS DE RETORNO DE CADEIAS 
ERGÓDICAS 


Em uma cadeia de Markov ergódica, as probabilidades de esta- 
do no equilíbrio são definidas por 


T, = lima,” 


pis 


, j=0, 1,2... 
Essas probabilidades, que são independentes de [a/”), podem 
ser determinadas com base nas equações 


x= xP 


> 7, =l 
À 


(Uma das equações em T = nP é redundante.) O que x = nP diz é que 
as probabilidades m permanecem inalteradas após uma transição c, 
por essa razão, representam a distribuição do estado no equilíbrio, 


Um subproduto direto das probabilidades de estado no equili- 
brio é a determinação do número esperado de transições antes de os 
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sistemas retornarem a um estado j pela primeira vez. Isso é conhecido 
como tempo médio do primeiro retorno ou tempo médio de recor- 
rência, ¢ é calculado em uma cadeia de Markov de n estados por 


| 
e—j=l,2..nH 
Mya al 


Exemplo 17.4-1 


Para determinar a distribuição de probabilidade de estado no 
equilíbrio do problema do jardineiro, com fertilizante (Exemplo 
17.1-3), temos 


03 06 01 
(mm m=(m mm) O 06 03 
0,05 0,4 0,55 


que dá como resultado o seguinte conjunto de equações: 
x, = 0,37, + O lx, + 0,057, 
x, = 0,67, + 0,67, + 04x, 
x, = 0,1n, + 0,37, + 0,557, 
m +R +R =] 


Lembrando que uma {qualquer uma) das três primeiras equa- 
ções é redundante, a solução é x, = 0,1017, m, = 0,5254 e m, = 0,3729. 
O que essas probabilidades dizem é que, no longo prazo, a condição 
do solo será boa aproximadamente 10% das vezes, razoável 52% 
das vezes ¢ ruim 37% das vezes. 

Os tempos médios do primeiro retorno são calculados por 

u zL o u A EO it, = Ee 
Qe TT 05254 "E 0,3729 

Isso significa que, dependendo do estado atual do solo, levará 
aproximadamente 10 estações de plantio de mudas para o solo vol- 
tar a um estado bom, 2 estações para voltar a um estado razoável e 
3 estações para voltar a um estado ruim. Esses resultados indicam 
uma perspectiva mais ‘sombria’ do que ‘promissora’ para a condição 
do solo sob o programa de fertilizante proposto. Um programa mais 
agressivo deve melhorar o quadro. Por exemplo, considere a seguin- 
te matriz de transição na qual as probabilidades de passar para um 
estado bom sejam mais altas do que na matriz anterior: 


0,35 0,6 0,05 
=| 05 06 01 


0,25 0,4 0,35 


Nesse cason = 0,31;m,=0,58e r, =0,11,0 que resulta emy, = 3,27 
i= lve py, = "8.9, uma inversão ‘da perspectiva “sombria” dada 
anteriormente. 


Figura 17.1 

Planilha em Excel para cálculos de cadeia de Markov 

o A B | C DO | E |] F G | H 
Markov Chains 


‘Click to enter Markov chain 


Number of transitions= É 


Click to seeds 


p 2a: Initial probabilities: 
o 1 | 3 
1 0 0 


Mes e meen chain: 


Output Results 
Absolute Steady Mean return i 
10 State (8-step) state time Output (8 step) transition matrix 
11 10.10176 0.101695 98.333264 1 2 3 
12 20.52551 0.525424 19.032248] 10.10175 0.525514 0.372733 
13 3'0.37273 0.372882 26.818168 210.1017 0.525435 0.372864 
14 | 3/0.10167 0.525384 0.372947 
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Momento Excel 


A Figura 17.1 mostra o resultado do exemplo do jardineiro com 
a utilização do gabarito geral excelMarkovChains.xls para calcular 
probabilidades em n etapas, absolutas e de estado no equilibrio bem 
como o tempo médio de retorno para uma cadeia de Markov de 
qualquer tamanho, As ctapas são auto-explicativas Na etapa Za 
você pode desprezar os códigos de estado padronizados do progra- 
ma (1,2,3,...) é utilizar um código de sua preferência. Esses códigos 
serão atualizados automaticamente em todos os lugares da planilha 
quando você executar a etapa 4. 


Exemplo 17.4-2 (Modelo de custo) 


Considere o problema do jardineiro, com fertilizante (Exemplo 
17.1-3). Suponha que o custo do fertilizante seja $ 50 por saco e que 
o jardim precise de dois sacos se o solo estiver bom. A quantidade 
de fertilizante é 25% mator se o solo estiver razoável e 60% maior 
se o solo estiver ruim. O jardineiro estima que o rendimento anual 
será de $ 250 se não for utilizado fertilizante é $ 420 se ele for apli- 
cado. Vale a pena utilizar o fertilizante? 

Usando as probabilidades de estado no equilíbrio do Exemplo 
17.4-1, obtemos 


Custo anual esperado do fertilizante 
=2 x $50 x n + (1,25 x 2) x $50 x m, + (1,60 x 2) x $50 xr 
= 100 x 0,1017 + 125 x 0,5254 + 160 x 0,3729 
=$ 135,51 


Aumento no valor anual do rendimento = $ 420 - $ 250 = $ 170 


Os resultados mostram que, na média, a utilização de fertilizan- 
te dá um rendimento líquido de 170 — 135,51 = $ 34,49. Portanto, a 
utilização de fertilizante é recomendada. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 17.4A 


+. Em um domingo ensolarado de primavera, o MiniGolf pode ob- 
ter $ 2.000 de receita bruta. Se o dia estiver nublado, a receita cai 
20%. Um dia chuvoso reduz a receita em 80%, Se o dia de hoje 
estiver ensolarado, há 80% de chance que amanhã o tempo tam- 
bém val estar ensolarado, sem nenhuma chance de chuva. Se o 
dia estiver nublado, há 20% de chance de chover amanhã e 30% 
de chance de fazer sol. À chuva continuará no dia seguinte com 
uma probabilidade de 0,8, mas há 10% de chance de fazer sol, 
(a) Determine a receita diária esperada para o MiniGolf. 

(b) Determine o número médio de dias em que o tempo não 
estará ensolarado, 

2. Joe adora jantar em restaurantes de comida típica. Seus pratos favo- 
ritos são os mexicanos, italianos, chineses e tallandeses Na média, ele 
paga $ 10,00 por uma refeição mexicana, $ 15,00 por uma refeição 
italiana, $ 9,00 por uma refeição chinesa e $ 11,00 por uma re- 
feição tailandesa. Os hábitos alimentares de Joe são previsíveis: 
há 70% de chance de a refeição de hoje ser uma repetição da de on- 
tem e probabilidades iguais de trocar para uma das três restantes 
(a) Quanto Joe pagará em média por seu jantar diário? 

(b) Com que fregiência Joe come um prato mexicano? 

3. Alguns ex-detentos passam o resto de suas vidas em um de 
quatro estados: em liberdade, em julgamento, na prisão ou em 
liberdade condicional, As estatísticas mostram que, no inicio de 
cada ano, há 50% de chance de um ex-detento em liberdade 
cometer um novo crime e ir a julgamento. O juiz pode mandá-lo 
para a prisão com probabilidade 0,6 ou lhe conceder liberdade 
condicional com probabilidade 0,4. 

Uma vez na prisão, 10% dos ex-detentos serão postos em 
liberdade por bom comportamento. Dos que estão em liber- 


“a. 


Pesquisa Operacional 


dade condicional, 10% cometem novos crimes ¢ são levados a 
novos julgamentos, 50% voltarão para a prisão para cumprir o 
resto de suas sentenças por violação das condições da liberda- 
de condicional e 10% serão postos em liberdade por falta de 
provas. Os contribuintes de imposto de renda financiam os cus- 
tos associados à punição de ex-condenados. Estima-se que um 
julgamento custará aproximadamente $ 5.000, uma sentença de 
prisão média custará $ 20.000 e um período de liberdade condi- 
cional médio custará $ 2.000, 
(a) Determine o custo esperado por ex-detento. 
ib) Quantas vezes um ex-detento volta para a prisão? Quantas 
vezes vai a Julgamento! Quantas vezes é posto em liberdade? 
Uma loja vende um item especial cuja demanda diária pode ser 
descrita pela pdf da Tabela B. 


Tabela B 
Demanda diária, D 0 l 2 3 
PID) 01 03 04 02 


A loja está comparando duas políticas de emissão de pedi- 
dos: 1) pedir até 3 unidades a cada 3 dias se o nível de estoque 
for menor do que 2; caso contrário, não emitir pedido, e 2) pedir 
3 unidades a cada 3 dias se o nível de estoque for zero; caso con- 
trário, não emitir pedido. O custo fixo de emissão de um pedido 
por embarque é $ 300, e o custo de estocagem de unidades exce- 
dentes por unidade por dia é $ 3. Espera-se entrega imediata. 
(a) Qual das políticas a loja deve adotar para minimizar o custo 

total diário esperado de emissão de pedido e de permanên- 

cla em estoque? 

(b) Compare as duas políticas em termos do número médio de 
dias entre esgotamentos sucessivos do estoque. 

Há três categorias de contribuintes do Imposto de Renda nos 

Estados Unidos: os que nunca sonegam impostos, os que sone- 

gam às vezes € OS que sempre sonegam. Um exame de audito- 

rias de declarações de Imposto de Renda de um ano para o ano 
seguinte mostra que 95% dos que não sonegaram impostos no 
ano anterior continuam na mesma categoria no ano corrente, 

4% passam para a categoria “as vezes’ e o restante passa para 

a categoria ‘sempre’. No caso dos que sonegam às vezes, 6% 

passam para ‘nunca’, 90% continuam na mesma categoria e 4% 

passam para “sempre”. Quanto aos que ‘sempre’ sonegam, as 

porcentagens respectivas são 0%, 10% e 909%, 

(a) Expresso o problema como uma cadeia de Markov. 

(b) No longo prazo, quais seriam as porcentagens de sonegado- 
res nas categorias “nunca” “às vezes” e “sempre”? 

(c) Estatísticas mostram que o contribuinte da categoria “às ve- 
zes’ sonega impostos de aproximadamente $ 5.000 por de- 
claração, e os da categoria ‘sempre’, de aproximadamente $ 
12.000. Considerando uma taxa de imposto sobre a renda 
de 12% e uma população de contribuintes de 70 milhões, 
determine a redução anual no recolhimento de impostos 
devida à sonegação. 

A Warchouzer é proprietária de uma fazenda de reflorestamen- 

to de pinheiros. As árvores são classificadas em uma de quatro 

categorias dependendo de sua idade: brotos (0 a 5 anos), jovens 

(5a 10 anos), maduras (11 a 15 anos) e velhas (mais de 15 anos). 

Dez por cento dos brotos e árvores jovens morrem antes de 

chegar ao próximo grupo de idade. No caso das árvores madu- 

ras e velhas, 50% são cortadas e somente 5% morrem. Devido 

à natureza renovável da operação, todas as árvores cortadas e 

mortas são substituídas por novos brotos ao final do próximo 

ciclo de 5 anos. 

(a) Expresse a dinâmica da floresta como uma cadeia de Markov. 

(b) Se a capacidade total da fazenda de reflorestamento for 
500.000 árvores, determine a composição da floresta no lon- 
go prazo. 

(c) Se o custo de plantio de uma árvore nova for $ 1 por árvore 
e o valor de mercado de uma árvore cortada for $ 20, deter- 
mine a renda média anual da operação florestal. 
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7. 


10. 


ll. 


A dinâmica das populações sofre o impacto da continua movi- 

mentação de pessoas que procuram melhor qualidade de vida 

ou melhor emprego. A cidade de Mobile tem uma população 
urbana, uma população suburbana e uma população rural nos 
arredores. O censo realizado em intervalos de 10 anos mostra 

que 10% da população rural se muda para os subúrbios e 5%, 

para a área urbana. No caso da população suburbana, 30% se 

muda para áreas rurais e 15%, para a área urbana. À população 
urbana não se muda para os subúrbios, mas 20% se muda para 

a pacata vida rural. 

(a) Expresse a dinâmica da população como uma cadeia de 
Markov. 

(b) Se a área da grande Mobile incluir atualmente 20.000 resi- 
dentes rurais, 100.000 habitantes suburbanos e 30.000 urba- 
nos, qual será a distribuição da população em 10 anos? E 
em 20 anos? 

(e) Determine o quadro populacional de longo prazo da cidade 
de Mobile. 


Uma locadora de automóveis tem filiais em Phoenix, Denver, 

Chicago e Atlanta. À locadora permite aluguel de carros com 

devolução na mesma cidade ou em outra cidade, de modo que 

um carro alugado em uma localidade pode acabar em outra. 

As estalísticas mostram que, ao final de cada semana, 70% de 

todos os carros são alugados e devolvidos na mesma cidade. No 

caso de aluguel com devolução em outras cidades o quadro é: 

de Phoenix, 20% são devolvidos em Denver, 60% em Chicago 

co restante em Atlanta; de Denver, 40% são devolvidos em 

Atlanta e 60% em Chicago; de Chicago, 50% são devolvidos em 

Atlanta e o restante em Denver; e, de Atlanta, 80% são devolvi- 

dos em Chicago, 10% em Denver e 10% em Phoenix. 

(a) Expresse a situação como uma cadeia de Markov. 

(b) Se a locadora começar a semana com 100 carros em cada 
localidade, como será a distribuição em duas semanas? 

(e) Se cada localidade estiver prevista para manusear um må- 
ximo de 110 carros, no longo prazo haveria algum problema 
de espaço em qualquer uma das localidades? 

(d) Determine o número médio de semanas transcorridas antes 
de um carro ser devolvido a sua localidade de origem. 


Uma livraria acompanha diariamente o nível de estoque de um 

livro popular para repor o estoque de 100 exemplares no início 

de cada dia. Os dados para os últimos 30 dias fornecem a se- 
guinte posição de estoque ao final do dia: 1,2,0,3,2,1,0,0,3,0, 
1,1,3,2,3,3,2,1,0,2,0,1,3,0,0,3,2,1,2,2. 

(a) Represente o estoque diário como uma cadeia de Markov. 

(b) Determine a probabilidade de estado no equilíbrio de a li- 
vraria ficar com falta de estoque de livros em qualquer dia. 

(c) Determine o estoque diário esperado. 

(d) Determine o número máximo de dias entre níveis de esto- 
(lle Zero SUCESSIVOS, 

No Problema 9, suponha que a demanda diária possa ultrapas- 

sar a oferta, o que dá origem à escassez (estoque negativo). O 

nível de estoque ao final do dia nos últimos 30 dias é dado como: 

1,2,0,=2,2,2.-=1,-1,3,0,0,1,-1,-=2,3,4,=2,-1,0,2,0,-1,3,0,0, 
3,-1,1,2,-2. 

(a) Expresse a situação como uma cadeia de Markov. 

(b) Determine a probabilidade de longo prazo de excesso de 
estoque em qualquer dia. 

(ec) Determine a probabilidade de longo prazo de falta de esto- 
que em qualquer dia. 

(d) Determine a probabilidade de longo prazo de a oferta diá- 
ra suprir exatamente a demanda diária. 

(e) Se o custo de estocagem por livro excedente (ao final do 
dia) for $ 0,15 por dia e o custo da multa por falta do livro 
for $ 4,00 por dia, determine o custo de estoque esperado 
por dia. 


Uma loja inicia uma semana com no minimo 3 PCs, A demanda 
por semana é estimada em 0 com probabilidade 0,15; 1 com pro- 
babilidade 0,2:2 com probabilidade 0,35; 3 com probabilidade 0,25 
e 4 com probabilidade 0,05. Demandas não atendidas ficam pen- 
dentes. A política da loja é emitir um pedido para entrega no início 


12. 


13. 
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da semana seguinte sempre que o nivel de estoque cair abaixo de 3 

PCs A nova reposição sempre restaura o estoque a 5 PCs, 

(a) Expresse a situação como uma cadeia de Markov. 

(b) Suponha que a semana comece com 4 PCs, Determine a 
probabilidade da emissão de um pedido no final de duas 
semanas, 

(ec) Determine a probabilidade de longo prazo de nenhum pe- 
dido ser emitido em qualquer semana. 

(d) Se o custo fixo da emissão de um pedido for $ 200, o custo 
de permanência de um PC por semana for $ 5, ¢ o custo de 
multa por falta de PC por semana for 5 20, determine o cus- 
to esperado de estoque por semana, 


Resolva o Problema 11 considerando que o tamanho do pedido, 
quando emitido, č exatamente 5 peças, 


No Problema 12, suponha que a demanda para os PCs seja 0, 1, 

2,3,4 ou 5 com probabilidades iguais. Considere também que a 

demanda não cumprida não é adiada, mas ainda assim incorre 

em um custo de multa. 

(a) Expresse a situação como uma cadeia de Markov. 

(b) Determine a probabilidade de longo prazo de ocorrer falta. 

(c) Se o custo fixo da emissão de um pedido for $ 200,0 custo de 
permanência por PC por semana for $ 5,e a multa por falta 
por PC por semana for $ 20, determine o custo esperado de 
emissão de pedido e de manutenção de estoque por semana. 


*14. O governo federal tenta auxiliar as atividades de pequenas em- 


15. 


presas concedendo financiamentos anuais para projetos. Todas 
as propostas são competitivas, mas a chance de receber financia- 
mento é mais alta se o proprietário não recebeu nenhum nos úl- 
limos três anos, e mais baixa se recebeu financiamentos em cada 
um dos últimos três anos. Especificamente, a probabilidade de 
obter um financiamento se não conseguiu nenhum nos últimos 
três anos é 0,9: 0,8 se obteve um financiamento: 0,7 se obteve 
dois financiamentos; e apenas 0,5 se recebeu 3. 
(a) Expresse a siluação como uma cadeia de Markov. 
(b) Determine o número esperado de financiamentos por pro- 
prietário por ano. 
Jim Bob tem um vasto histórico de multas de trânsito, Infeliz- 
mente para ele, a moderna tecnologia permite o acesso às suas 
multas anteriores. Logo que ele acumular 4 multas, sua carteira 
de motorista sera cassada até ele concluir um curso educati- 
vo para novos motoristas, quando recomeçará com uma ficha 
limpa. Jim Bob fica mais afoito imediatamente após concluir o 
curso para novos motoristas e é invariavelmente detido pela po- 
lícia com 50% de chance de ser multado. Após cada nova multa, 
ele tenta ser mais cuidadoso, o que reduz em 0,1 a probabilidade 
de uma multa. 
(a) Expresse o problema de Jim Bob como uma cadeia de Markov. 
(b) Qual é o número médio de vezes que Jim Bob será detido 
pela polícia antes de sua carteira de motorista ser cassada 
mais uma vez? 
(ce) Qual é a probabilidade de Jim Bob perder definitivamente 
sua carteira de motorista? 
(d) Se cada multa custa $ 100, quanto Jim Bob paga em média 
entre sucessivas suspensões de sua carteira? 


17.5 TEMPO DA PRIMEIRA PASSAGEM 


Na Seção 17.4, usamos as probabilidades de estado no equilíbrio 


para calcular u, O tempo médio do primeiro retorno para o estado 
i. Nesta seção, nos preocuparemos com a determinação do tempo 


médio da primeira passagem, u — número esperado de transições 
necessárias para chegar ao estado j pela primeira vez, partindo do 
estado i A raiz desses cálculos está na determinação da probabi- 
lidade f. de no minimo uma passagem do estado é para o estado j 


por f 


=57 1," onde f é a probabilidade de uma primeira pas- 


ty 


E ` Castle i para i stad j E: SIÇÕES z "essa 
sagem do estado į para o estado j em n transições. Uma expressão 


para f pode ser determinada recursivamente por 


r=] 
in} opie) ik} tne) =1 
yy = Ji + paip Py ati= ledina 
k=l] 
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Considera-se que a matriz de transição P = lp || tem m estados. 
L. Se f; < 1, não é certeza que o sistema alguma vez passará do 
estado i para o estado j, e p, = es, 


2. Se f; = 1, a cadeia de Markov é crgódica e o tempo médio da 
primeira passagem do estado i para o estado j é calculado por 


Mt, e ¥ nf” 
n=l 


Um modo mais simples de determinar o tempo médio da pri- 
meira passagem para todos os estados em uma matriz de m transi- 
ções. P, é usar a seguinte fórmula baseada em matriz: 


WJ = A-N) jai 


onde 


I = matriz identidade (im = 1) 

N, = matriz de transição F menos sua j-ésima linha e sua 
f-ésima coluna do estado visado j 

1 = vetor coluna {m — 1) com todos os elementos iguais a | 


Em essência, a operação matricial (1 - 
de (I-N}". 


N)'1 soma as colunas 


Exemplo 17.5-1 


Considere mais uma vez a cadeia de Markov do jardineiro, com 
fertilizante. 
0,30 0,60 0,10 
P=) 0,10 0,60 0,30 
0,03 0,40 0,35 


Figura 17.2 


Pesquisa Operacional 


Para demonstrar o cálculo do tempo da primeira passagem para 
um estado específico partindo de todos os outros, considere a pas- 
sagem dos estados 2 e 3 (razoável e ruim) para o estado 1 (bom). 
Assim, j= le 


(0,60 030) a wa (04 037 [750 5,00 
N=( Sap Ke arse y se a fi ee 


Portanto, 
E Vo p S 001) _ (12,50 
Ha) 16,67 6671) (13,34 
Isso significa que, na média, levará 12,5 estações para o solo 
passar de razoável para bom e 13,34 estações para o solo passar de 
ruim para bom. 
Cálculos semelhantes podem ser executados para obter pt, € My 
de (I-N,) ey, eu, de (I - N,), como mostraremos a seguir. 


Momento Excel 


Os cálculos dos tempos médios da primeira passagem podem ser 
executados com conveniência pelo gabarito excelFirstPass Time.xls. 
A. Figura 17.2 mostra os cálculos associados ao Exemplo 17,5-1. A 
etapa 2 da planilha inicializa automaticamente a matriz de tranaiçao 
P com valores zero para o tamanho dado na etapa 1. Na etapa 2a 
você pode desprezar os códigos de estado padronizados do progra- 
ma que aparecem na linha 6 e substitui-los por um codigo de sua 
preferência. O código será transferido automaticamente para toda a 
planilha. Após você digitar as probabilidades de transição, a etapa 3 
cria a matriz I- P. A etapa 4 é executada inteiramente com a utiliza- 
ção de I- P como a fonte para criar I- N, (j=1,2e 3). Você também 
pode fazer isso copiando I = P inteira e seus códigos de estado, e 
colando-os no local visado e depois usando as operações Cortar e 


Cálculos do tempo de primeira passagem do Exemplo 17.5-1 na planilha em Excel 


(arquivo excelFirstPassTime.xls) 


Ei 1| 2| 
EA aa 0.6] 
8 | J ).1| 0.6] 


EJ 3 05] 0.4] 
Matrix LP: | 
a EE Ss as 
1 | -0.6] 
0.4) 


-0.4 


EN 


T 
mi 
>M 
fad 


| 
ho 
= | 
uw 


[= Ji alolc|-Jslenlon| Eel ala 


4 !| Step 3: hate 
‘Matrix P: (Blank cell may result in ‘Type mismat aich” compiler EOD 


3 6.666667 6.6666667 


1| 1.451613) 0.3225906 
0.16129) 2.2500645 


2| 0.454545] 3.1818182 


Step 4: Perform first passage time calculations below: 


inv(l. N) | ‘Mu 


1l 3 | 2 


1.818182) 2.7272727 
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Colar adequadas do Excel para livrar I = P da linha j e da coluna j. 
Por exemplo, para criar I - N,, em primeiro lugar copie I- P e seus 
códigos de estado para o local visado, Em seguida, selecione a colu- 
na 3 da matriz copiada, corte-a e cole-a na coluna 2,0 que elimina a 
coluna 2. De maneira semelhante, destaque a linha 3 da matriz re- 
sultante, corte-a e cole-a na linha 2,0 que elimina a linha 2. A I- N, 
criada tem automaticamente seus códigos de estado corretos. 

Uma vez criada I — N, a inversa, (I = NJ, é calculada no local 
visado. As operações associadas são demonstradas invertendo (I - 
N,) na Figura 17,2: 


1. Digite a fórmula =MATRIZ.INVERSO(B18:C19) em EIS. 
2. Selecione E18:F19, a área onde a inversa ficará. 

3. Pressione F2. 

4, Pressione CTRL + SHIFT + ENTER. 


Os valores dos tempos da primeira passagem dos estados 2 e 3 
para o estado | são então calculados com a soma das linhas da inver- 
sa, isto é, ao se digitar =SOMA(E18:F18) em H18 e depois copiar 
HIS para H19., Após criar I- N para i=2 e {= 3, os cálculos restantes 
são automatizados copiando E18:F19 em E22:F23 e em E26:F27, e 
copiando H18:H19 em H22:H23 e em H26:H27. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 17.5A 


1. Um labirinto para camundongos consiste nos caminhos mostra- 
dos na Figura 17.3. A interseção | é a entrada do labirinto è a 
interseção 5 é a saída. Em qualquer interseção, o camundongo 
tem probabilidades iguais de selecionar qualquer um dos cami- 
nhos disponíveis. Quando chegar na interseção 5, o camundon- 
go poderá voltar a circular no labirinto, 

(a) Expresse o labirinto como uma cadeia de Markov. 

(b) Determine a probabilidade de o camundongo chegar à saí- 
da após três tentativas se começar na interseção 1, 

(c) Determine a probabilidade de longo prazo de o camundon- 
go localizar a interseção de saída. 

(d) Determine o número médio de tentativas necessárias para 
chegar ao ponto de saída partindo da interseção 1. 


Figura 17.3 


Labirinto para camundongos para o Problema 1, Conjunto 17,5a 


2 | 5 


2. Por dedução, se forem adicionadas mais opções (rotas) ao labi- 
rinto do Problema |, o número médio de tentativas necessárias 
para alcançar o ponto de saída aumenta ou diminui? Demons- 
tre a resposta adicionando uma rota entre as interseções 3 e 4. 


3. Jim e Joe iniciam um jogo com cinco fichas: três para Jim e duas 
para Joe. Uma moeda é lançada e, se o resultado for cara, Jim dá 
uma ficha a Joc; caso contrário, Jim ganha uma ficha de Joe. O 
jogo termina quando Jim ou Joe tiverem todas as fichas. Nesse 
ponto, há 30% de chance de Jim e Joe continuarem a jogar mais 
uma vez, começando com três fichas para Jim e duas para Joe, 
(a) Represente o jogo como uma cadeia de Markov. 

(b) Determine a probabilidade de Joc ganhar com três lançamentos 
da moeda. E de Jim ganhar com três lançamentos da moeda. 

(© Determine a probabilidade de o jogo terminar a favor de 
Jim. E de terminar a favor de Joe. 


295 


(d) Determine o número médio de lançamentos de moeda ne- 
cessários antes de Jim vencer. E antes de Joe vencer. 


4d. Um jardineiro amador que entende de botânica está fazendo 
experimentos científicos de polinização cruzada de íris rosadas 
com iris vermelhas, alaranjadas e brancas. Seus experimentos 
anuais mostram que as rosadas podem produzir 60% rosadas 
e 40% brancas; as vermelhas podem produzir 40% vermelhas, 
50% rosadas e 10% alaranjadas; as alaranjadas podem produzir 
25% alaranjadas, 50% rosadas e 25% brancas; e as brancas po- 
dem produzir 50% rosadas e 50% brancas. 
(a) Expresse a situação do jardineiro como uma cadeia de Markov, 
(b) Se o jardineiro tivesse iniciado a polinização cruzada com 
números iguais de cada tipo de íris, qual seria a distribuição 
após 5 anos? E no longo prazo? 
(c) Quantos anos em média uma iris vermelha levaria para 
produzir uma floração branca? 


*5. Clientes tendem a demonstrar fidelidade a marcas de produ- 
tos, mas podem ser persuadidos a trocar de marcas por meio 
de marketing e propaganda inteligentes. Considere o caso de 
três marcas: A, B e C. A fidelidade “inabalável” do cliente a uma 
dada marca é estimada em 75%, o que dá aos concorrentes 
uma margem de apenas 25% para conseguir uma troca. Os con- 
correntes lançam suas campanhas publicitárias uma vez por 
ano. Para os clientes da marca A, as probabilidades de trocar 
para as marcas B e C são 0,1 e 0,15; respectivamente. Clientes 
da marca 5 têm probabilidades 0,2 e 0,05, respectivamente, de 
trocar para A e € Clientes da marca C podem trocar para as 
marcas 4 è B com probabilidades iguais. 

(a) Expresse a situação como uma cadeia de Markov. 

(b) Qual será a participação de mercado de cada marca no lon- 
go prazo? 

(ce) Quanto tempo levará em média para um cliente da marca A 
trocar para a marca #? E para a marca C? 


17.6 ANÁLISE DE ESTADOS ABSORVENTES 


No problema do jardineiro, sem fertilizante, a matriz de transi- 
ção é dada por 


(02 05 0,3 
P=| 0 05 0,5 
() Q | 


Os estados | e 2 (condições do solo boa e razoável) são iran- 
sientes è o estado 3 (condição do solo ruim) é absorvente porque. 
uma vez nesse estado, o sistema ali permanecerá indefinidamente. 
Uma cadeia de Markov pode ter mais de um estado absorvente. Por 
exemplo, um profisstonal pode continuar empregado na mesma em- 
presa até se aposentar ou pode sair alguns anos antes (dois estados 
absorventes). Nesses tipos de cadeias, estamos interessados em de- 
terminar a probabilidade de chegar à absorção e o número espera- 
do de transições até a absorção dado que o sistema começa em um 
estado transiente específico. Por exemplo, na cadeia de Markov do 
jardineiro que acabamos de considerar. se a condição atual do solo 
for boa, estaremos interessados em determinar o número médio de 
estações de plantio de mudas até o solo tornar-se ruim, e também a 
probabilidade associada a essa transição. 

A análise de cadeias de Markov com estados absorventes pode 
ser executada convenientemente usando matrizes. Em primeiro lu- 
gar, a cadeia de Markov é repartida da seguinte maneira: 


NIA 
P= 
O arranjo requer que todos os estados absorventes ocupem o 


canto sudeste da nova matriz. Por exemplo, considere a seguinte 
matriz de transição: 


| 2@ 34 
(0,2 0,3 0,4 041 

sd 1. 8) 
3105 03 0 0,2 
4 o q 
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A matriz P pode ser rearranjada e repartida como 


| 2 3 4 
If0,2 0,4 0,3 01 
p=? 05 0 03 0,2 
30 0 1 0 
4\ 0 O ü | 


Nesse caso, temos 
fhe Way . Tee 08) TED 
Ne ge 0 | Alo: | t=(4 4 


Dada a definição de Ae N. e o vetor coluna unitário 1 de todos 
os elementos 1, pode-se mostrar que: 


Tempo esperado no estado j começando no estado i 
= Elemento (7, /) de (1 = Ny 


Tempo esperado para absorção = (1- Ny 
Probabilidade de absorção = {I - N)'A 


Exemplo 17.6-1' 


Um produto é processado em duas máquinas seqiienciais, I e H. 
A inspeção ocorre após uma unidade de produto ser concluída em 
uma máquina. Há 5% de chance de a unidade ser descartada antes 
da inspeção. Após a inspeção, há 3% de chance de a unidade ser 
descartada e 7% de chance de ser devolvida à mesma máquina para 
retificação. Caso contrário, uma unidade que passa pela inspeção 
nas duas máquinas é boa. 


(a) Determine o número médio de passagens em cada estação 
para uma peça que começa na maquina I, 

(b) Se um lote de 1.000 unidades for iniciado na máquina 1, 
quantas unidades boas serão produzidas? 


Para a cadeia de Markov, o processo de produção tem 6 estados: 
inicio em I (sl), inspeção após | (Fl), início em IT (s2), inspeção após 
I] (12), descarte após inspeção | ou 11 (J) e boa após II (G). Unida- 
des que entram em J e G são terminais e, em consegiiência,fe G são 
estados absorventes. À matriz de transição é dada por 

T dl 2 2 J G 
si, O 095 0 0 | 005 0 
A007 0 0,9 0| 003 O 
p= s2) 0 Q O 0,95) 0,05 0 
0) O O07) OO | 0,03 0,9 
Tj 0 ü 0 0 | ü 
0 


G ü 0) 0 ü | 
Assim, 

sl il s2 i? J G 
si 0 095 ü 0 005 0 
il | 0.07 0) 0,9 0) 0.03 Ü 

N= , E | aa] 00 
s2| 0 g QO 095 A 0,05 0 
Za Q 0) 0,07 {) 0,03 0,9 


Usando os cálculos convenientes da planilha excelEx17.6-1.xls 
(veja a seção “Momento Excel’ após o Exemplo 17.5-1), obtemos 


| -095 ù O Y' (1,07 102 0,98 0,93 
(I-Ny'= 0,7 | -0,9 () | O07 107 1,03 0,98 
0 0 DO -095| | 0 0 107 102 
A 0) -0,07 IOo 0) O 0,07 1.07 
L07 LO 0,98 0,93)/0,05 0 0.16 0,84 
; aa _|0,07 1,07 1,03 0,98|/0,03 O | |0,12 0,88 
Ny a=] o Ò 107 102| 005 O | |008 0,92 


0 O 007 1071003 0,9) 10,04 0,96 


Pesquisa Operacional 


A linha superior de (I-— Ny! dá o número médio de passagens 
em cada estação para uma peça que começa na máquina |. Especi- 
ficamente, uma peça passa pela maquina I 1,07 vez; pela inspeção I, 
1,02 vez; pela maquina II, 0,98 vez; e, pela inspeção II, 0,93 vez. A 
razão por que o número de passagens na maquina I e na inspeção I 
é maior do que 1 se deve à retificação e à nova inspeção. 

Por outro lado, os valores correspondentes para a maquina II 
são menores do que | porque algumas peças são descartadas antes 
de chegar à máquina I. De fato, sob perfeitas condições (nenhuma 
peça descartada è nenhuma retificação), a matriz (I — NJ! mostra- 
rá que o número de vezes que uma peça passa em cada estação é 
exatamente 1 (experimente designando uma probabilidade de tran- 
sição 1 para todas as estações). Claro que a duração da estadia em 
cada estação pode ser diferente. Por exemplo, se os tempos de pro- 
cessamento nas máquinas | e Il são 20 e 30 minutos, e se os tempos 
de inspeção em le Il são 5 e 7 minutos, então uma peça que começa 
na máquina 1 será processada (isto é, descartada ou concluída) em 
1.07 x 20 + 1,02 x 5 + 0,98 x 30 + 0,93 x 7 = 62,41] minutos 

Para determinar o número de peças concluídas em um lote ini- 
cial de 1.000 peças, a linha superior de (I - NJ nos mostra que 


Probabilidade de uma peça ser descartada = 0,16 


Probabilidade de uma peça ser concluída = 0,84 


Isso significa que 1.000 x 0,84 = 840 peças serão concluídas em 
um lote inicial de 1.000. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 17.6A 


1. No Exemplo 17.6-1, suponha que o custo da mão-de-obra para 
as máquinas I e I seja $ 20 por hora e que o custo da inspeção 
seja apenas $ 18 por hora. Considere ainda que o processamen- 
to de uma peça nas máquinas I e TI demora 30 minutos e 20 
minutos, respectivamente. O tempo de inspeção em cada uma 
das estações é 10 minutos. Determine o custo da mão-de-obra 
associado a uma peça (boa) concluída. 

*2. Quando eu tomo emprestado um livro da Biblioteca Municipal, 
em geral tento devolvê-lo após uma semana. Dependendo do 
tamanho do livro e de meu tempo livre, há 30% de chance de eu 
conservá-lo por mais uma semana. Se eu ficar com o livro por 
duas semanas, há 10% de chance de cu conservá-lo por mais 
uma semana. Sob nenhuma condição eu fico com o livro por 
mais do que três semanas, 

(a) Expresse a situação como uma cadeia de Markov, 

(b) Determine o número médio de semanas que eu fico com 
um livro antes de devolvê-lo à Biblioteca. 


= 


3. No Cassino del Rio, um jogador pode apostar apenas dólares 
inteiros. Cada aposta ganhará $ 1 com probabilidade 0,4 ou per- 
derá $ 1 com probabilidade 0,6. Começando com 3 dólares, o 
jogador desistirá se perder todo o seu dinheiro ou se dobrar a 
quantia acumulada. 

(a) Expresse o problema como uma cadeia de Markov. 

(b) Determine o número médio de apostas até o jogo terminar. 

(0) Determine a probabilidade de o jogador chegar ao final do 
jogo com $ 6. E de perder os 3 dólares iniciais. 


d. Jim tem de estudar o equivalente a 5 anos para concluir seu 
doutorado na Universidade ABC. Contudo, ele adora a vida de 
estudante ¢ não tem nenhuma pressa de terminar seus estudos 
de doutorado. Em qualquer ano acadêmico há 50% de chance 
de ele folgar o ano inteiro e 50% de chance de ele estudar o 
tempo todo para o doutorado. Após concluir três anos acadêmi- 
cos, há 30% de chance de Jim desistir do doutorado e simples- 
mente optar pelo mestrado, 20% de chance de folgar no ano 
seguinte, mas prosseguir com o programa de doutorado e 50% 
de chance de frequentar a escola em tempo integral, tendo em 
vista o doutorado. 


“Adaptado de J. Shamblin e G. Stevens, Operations research: a fundamental approach, Nova York: McGraw-Hill, Capítulo 4, 1974, 


Capitulo 17 Cadeias de Markov 


+R. 


(a) Expresse a situação de Jim como uma cadeia de Markov. 

(b) Determine o número esperado de anos acadêmicos antes 
de a vida de estudante de Jim chegar ao fim. 

(c) Determine a probabilidade de Jim concluir sua jornada 
acadêmica apenas com o mestrado, 

(d) Se a bolsa de estudos de Jim pagar um valor anual de 
$ 15.000 (mas só se ele frequentar as aulas), quanto ele rece- 
berá antes de obter o mestrado ou o doutorado? 

Um profissional que tem agora 55 anos de idade planeja se 

aposentar com 62 anos, mas não descarta a possibilidade de pa- 

rar mais cedo. Ao final de cada ano, ele pondera suas opções 

(e estado de espírito em relação ao trabalho). A probabilidade 

de desistir após um ano é de apenas 0,1, mas parece aumentar 

aproximadamente 0,01 a cada ano adicional. 

(a) Expresse o problema como uma cadeia de Markov. 

(b) Qual é a probabilidade de o profissional ficar na empresa 
até a aposentaria planejada, aos 62 anos? 

(c) Qual é a probabilidade de o profissional parar aos 57 anos? 

(d) Aos 58 anos de idade, qual é o número esperado de anos 
antes de o profissional sair da folha de pagamento? 


No Problema 3, Conjunto Tila: 

(a) Determine o número esperado de trimestres até um emprés- 
limo ser pago ou considerado um crédito em liquidação, 

(b) Determine a probabilidade de um novo empréstimo ser escri- 
turado como crédito em liquidação. E de ser totalmente pago. 

(c) Se um empréstimo foi concedido há seis meses, determine o 
número de trimestres até ser liquidado. 


Em um torneio masculino de tênis, André e John estão decidin- 

do o campeonato, O jogo será ganho quando qualquer um dos 

dois jogadores vencer três de cinco sets. As estatísticas mostram 

que há 60% de chance de André vencer qualquer set. 

(a) Expresse o jogo como uma cadeia de Markov. 

(b) Qual será a duração média do jogo e qual é a probabilidade 
média de André ganhar o campeonato? 

(c) Se o placar for | seta 2 a favor de John, qual é a probabili- 
dade de André vencer? 

(d) Na Parte (c), determine o número médio de sets até o jogo 
terminar e interprete o resultado. 

Estudantes da Universidade A exprimiram insatisfação com a 

rapidez com que o departamento de matemática deu o curso de 

um semestre de Cálculo I. Para enfrentar esse problema, agora 

o departamento de matemática está oferecendo Cálculo | em 

4 módulos. Os estudantes estabelecerão seu ritmo individual 

para cada módulo e, quando estiverem prontos, farão um teste 

que os levará para o próximo módulo. Os testes são aplicados 

uma vez a cada 4 semanas, de modo que um estudante aplicado 

pode concluir os 4 módulos em um semestre. Após dois anos 

de aplicação desse programa autocontrolado observou-se que 

20% dos estudantes não concluem o primeiro módulo a tempo, 

As porcentagens para os módulos 2 a 4 são 22%, 25% e 30%, 

respectivamente. 

(a) Expresse o problema como uma cadeia de Markov, 

(b) Na média, um estudante que começa com o módulo 1 no ini- 
cio do semestre corrente poderia fazer Cálculo IT no semes- 
tre seguinte (Cálculo | é um pré-requisito para Cálculo 11)? 


#10 


11 


12 
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(c) Um estudante que concluisse somente um médulo no se- 
mestre anterior conseguiria terminar Calculo I ao final do 
semestre corrente? 

(d) Você recomendaria que a utilização da idéia do módulo fosse 
estendida a outras matérias básicas de matemática? Explique. 


Na Universidade A, a promoção de professor assistente a pro- 
fessor associado requer o equivalente a 5 anos de serviço. Ava- 
liações de desempenho são realizadas uma vez por ano e o can- 
didato recebe uma classificação: média, boa ou excelente, Uma 
classificação média é o mesmo que uma aprovação condicional, 
e o candidato não ganha pontos em termos de tempo de ser- 
viço para promoção. Uma classificação boa equivale a ganhar 
um ano em termos de promoção e uma classificação excelente 
adiciona dois anos. As estatísticas mostram que, em qualquer 
ano, 10% dos candidatos são classificados como médios, 70% 
como bons e o restante como excelentes. 
(a) Expresse o problema como uma cadeia de Markov. 
(b) Determine o número médio de anos até um novo profes- 
sor assistente ser promovido, 
(Pfeifer e Carraway, 2000) Uma empresa atrai seus clientes por 
meio de propaganda por mala direta. Durante o primeiro ano, 
a probabilidade de um cliente fazer uma compra é 0,5, que se 
reduz a 0,4 no ano 2,0,3 no ano 3 e 0,2 no ano 4. Se nenhuma 
compra for realizada em quatro anos consecutivos, o cliente é 
eliminado da lista de mala direta. A realização de uma compra 
retorna à contagem a zero. 
(a) Expresse a situação como uma cadeia de Markov, 
(b) Determine o número esperado de anos que um novo clien- 
te permanecerá na lista de mala direta. 
(c) Se um cliente não fez uma compra em dois anos, determi- 
ne o número esperado de anos na lista de mala direta. 


Uma máquina NC é projetada para funcionar adequadamente com 

tensão entre 108 e 112 volts. Se a tensão sair dessa faixa, a máquina 

pára. O regulador de tensão da máquina pode detectar variações 

em incrementos de um volt. À experiência mostra que variações de 

tensão ocorrem uma vez a cada 15 minutos e que, dentro da faixa 

admissível (118 a 112 volts), a tensão pode subir um volt, permane- 

cer inalterada ou baixar um volt, todas com probabilidades iguais. 

(a) Expresse a situação como uma cadeia de Markov. 

(b) Determine a probabilidade de uma máquina parar porque 
a tensão está baixa. Idem, se a tensão estiver alta. 

(c) Qual seria o ajuste ideal de tensão que resultaria no maior 
tempo de vida útil para a máquina? 

Considere o Problema 4, Conjunto 17.1a, que trata de pacientes 

que sofrem de falência renal, Determine as seguintes medidas; 

(a) O número esperado de anos que um paciente ficará em diálise. 

(b) A longevidade de um paciente que começa a diálise. 

(c) A expectativa de vida de um paciente que sobrevive um 

ano ou mais após um transplante. 

O número esperado de anos antes de um paciente que so- 

brevive a um transplante há no minimo um ano voltar à 

diálise ou morrer. 

A qualidade de vida para os que sobrevivem a um trans- 

plante há um ano ou mais (presume-se que passar alguns 

anos em diálise signifique melhor qualidade de vida). 


(d) 


(e) 
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Capitulo 


Teoria classica da otimizacao 


Guia do capítulo. A teoria clássica da otimização usa cálculo dife- 
rencial para determinar pontos de máximos e mínimos (extremos) 
para funções irrestritas e restritas. Os métodos podem não ser ade- 
quados para cálculos numéricos eficientes, mas a teoria subjacente 
fornece a base para a maioria dos algoritmos de programação não 
lingar (veja Capítulo 19). Este capítulo desenvolve as condições 
necessárias e suficientes para determinar extremos irrestritos, os 
métodos jacobiano e lagrangeano para problemas com restrições 
de igualdade e as condições de Karush-Kuhn-Tucker (KET) para 
problemas com restrições de desigualdade. As condições de KKT 
fornecem a teoria mais unificadora para todos os problemas de pro- 
gramação não linear. 

Este capítulo inclui 10 exemplos resolvidos, 1 planilha Excel e 
23 problemas de final de capítulo. Os programas AMPL/Excel Sol- 
ver/TORA estão na pasta chl Files. 


18.1 PROBLEMAS IRRESTRITOS 


Um ponto extremo de uma função AX) define um máximo ou 
um minimo da função. Matematicamente, um ponto N, = (XP... 


ah 


Kisses x.) é um máximo se 

A(X, + he AX) 
para todo h = (fs... As... A) em que Ih é suficientemente pequeno 
para todo j. Em outras palavras, X, é um máximo se o valor de f 
em todo ponto na vizinhança de X, não exceder MA). De maneira 
semelhante, X, é um minimo se 


KX, + h) 2 fCX,) 


A Figura 18.1 ilustra os máximos e mínimos de uma função fx) 
de uma única variável no intervalo [a, b]. Os pontos x,, x, x, x€ 


Figura 18.1 


x, são todos extremos de f(x), sendo x, x, e x, máximos e x, € x, 
minimos. Como 


fx) = max x) Ma) Md 


fix) é um máximo global ou absoluto e f(x,) e f(x,) são máximos 
locais ou relativos. De modo semelhante, fx) é um mínimo local è 
fx) é um mínimo global, 

Embora x, (na Figura 18.1) seja um ponto máximo, ele é dife- 
rente dos máximos locais restantes no sentido de que o valor de f 
correspondente a no minimo um ponto na vizinhança de x, é 
igual a f(x,). Quanto a isso, x, é um máximo fraco, ao passo que 
x, € x, são máximos fortes, Em geral, para h como definido antes, 
A, é um máximo fraco se AX, + h) = AX) e um máximo forte se 
FX, +h) < AX). 

Na Figura 18.1, a primeira derivada (inclinação) de fé igual a 
zero em todos os extremos. Contudo, essa propriedade também é 
satisfeita em pontos de inflexão e de sela, como x,. Se um ponto com 
inclinação (gradiente) zero não for um extremo (máximo ou mini- 
mo), então deve ser um ponto de inflexão ou um ponto de sela. 


18.1.1 Condições necessárias e suficientes 


Esta seção desenvolve as condições necessárias e suficientes 
para que uma função /(X) de n variáveis tenha extremos. Consi- 
dera-se que as derivadas parciais primeira e segunda de NX) sejam 
contínuas para todo X. 


Teorema 18.1-1. Uma condição necessária para X, ser um ponto ex- 
tremo de f(X) é que 


VAX) = 0 


Exemplos de pontos extremos para uma função de uma única variável 


fx) 


Capitulo 18 Teoria clássica da otimização 
Prova. Pelo teorema de Taylor, para 0 < @< 1, 
f(X, th) = f(X,)=V/(X, a+ 5h" Ab, 


T Mae : 
Paraum|/t|suficientemente pequeno,o termo restante 5 h'Hhéda 


ordem he, então 


FOX, + b) = AX) = VAX, )h + OG) = VAX, )h 


Mostramos, em contradição, que VAX) deve desaparecer em 
um ponto mínimo X Porque, supondo que não desapareça, então, 
para um j específico, a seguinte condição será valida. 


AX.) <0 ou aX.) >0 
dx, dx, 


Selecionando h com sinal adequado, é sempre possível ter 


n AX o 


‘ay 


i 


Igualando todos os outros h, a zero, a expansão de Taylor 
resulta em 


KX, + hy < AX) 


Esse resultado contradiz a premissa de que X, é um ponto mi- 
nimo. Assim, VfCX,) deve ser igual a zero. Uma prova semelhante 
pode ser estabelecida para o caso da maximização. 


Como a condição necessária também é satisfeita para pontos 
de inflexão e pontos de sela, é mais adequado nos referirmos aos 
pontos obtidos da solução de VAX) = 0 como pontos estacionários. 
O próximo teorema estabelece as condições de suficiência para X, 
ser um ponto extremo, 


Teorema 18.1-2. A condição suficiente para um ponto estacionário 
X, ser um extremo é que a matriz hessiana H avaliada em X, satisfa- 
ça as seguintes condições: 


(i) H é positiva definida se X, for um ponto minimo, 
(ii) H é negativa definida se X, for um ponto máximo. 


Prova. Pelo teorema de Taylor, para 0 < @< 1, 


AX, +) =X) = VAX) + Sh Hh 


tp + 


Dado que X, é um ponto estacionário, então Vf(X,) = 0 (Leore- 
ma 18.1-1). Assim, 


AX, t h) — fUX,) ca à hºHhi,, is] 
Se X, é um ponto mínimo, então 
AX +h) AX) h0 


Portanto, para X, ser um ponto mínimo, deve ser verdade que 
| 
=! 
zh Hhly os >) 


Dado que a segunda derivada parcial é continua, a expressão 
| i 
zh'Hh deve ter o mesmo sinal tanto em X, quanto em X, + 8h. 


Como h'Hh], define uma forma quadrática (veja Seção D.3, dispo- 
nivel em inglês no site do livro), essa expressão (e, em consequência, 
h’Xh|, , on) É positiva se, e somente se, Hl, tor positiva definida. 
Isso significa que uma condição suficiente para o ponto estacionário 
X, ser um mínimo é que a matriz hessiana, H, avaliada no mesmo 
ponto seja positiva definida. Uma prova semelhante para o caso de 
maximização mostra que a matriz hessiana correspondente deve ser 
negativa definida, 


299 


Exemplo 18.1-1 
Considere a função 


7 


MERETE AEEA + 20, + xx, — x? — ads 


A condição necessária VAX) = O da 


Du 1= 8x0 


dN, 


Y ax, -2,=0 
dx 7 


+ 


i E 0 
Y, - i 


A solução dessas equações simultâneas é 


2 4 
“33 


Para determinar o tipo de ponto estacionário, considere 


eg 
il 
| 
tad | Pao 


Pr of Ff 
d? dxdr, dxdx, T 
af öf af e 
Hix ZE EE oa 
"| axar axs dx,dr, 012 


Of MS, as 
dxdx, ddr, dx 


Os valores dos determinantes menores principais de H|, são-2,4 

Mh 
e —6, respectivamente. Assim, como mostrado na Seção D.3, HI 
| 24 
ryg 


NE 


negativa definida e X, =| | representa um ponto máximo. 


Em geral, se HJ, for indefinida, X, deve ser um ponto de sela. 
Para casos não conclusivos, X, pode ser ou não um extremo, ¢ a con- 
dição de suficiência torna-se bastante complicada porque devem ser 
considerados termos de ordem mais alta na expansão de Taylor. 

A condição de suficiência estabelecida pelo teorema 18.1-2 apli- 
ca-se a funções de uma única variável da seguinte maneira. Dado 
que y, é um ponto estacionário, então 


(i) Yo É um máximo se f(y) <0. 
(ii) y, é win mínimo se f"(y,) > 0. 


Se f"(y,) = 0,¢ preciso investigar derivadas de ordem mais alta, 


como requer o teorema a seguir. 


Figura 18.2 
Pontos extremos de f(y) = vie g(y) =v" 


Teorema 18.1-3. Dado y,, um ponto estacionário de flv), se as primei- 


or 


ras {n — 1) derivadas forem zero e f'"'(y,) #0, então 


(i) Sen for ímpar, y, é um ponto de inflexão. 
(ii) Sen for par, então Fa É UT MINO SE Pty) > Ü e nM maxuno se 


P'a <0. 
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Exemplo 18.1-2 


O gráfico da Figura 18.2 representa as duas funções seguintes; 
fo) = 
sty) =y 


Para fly) = v fo) =4y = 0,0 que resulta no ponto estacionário 
y, =0. Agora 


HO =f""(0) = F° 0) = 0, (0) = 24 > 0 


Em decorrência, y, = Ü é um ponto mínimo (veja a Figura 
18.2). 


Para gly) = vw. g(v) = 37 = 0,0 que dá como resultado y = 0 
como um ponto estacionário. Além disso, 


(0) =g (0), 90) = 6 #0 


Portanto, y, = 0 é um ponto de inflexão, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 18.1A 


1. *(a) fix)=x° +x 
*(b) fix) =x" + x* 
(c) Mx)=dr-x+5 
(d) f(x) = (3x -2)(2x - 3) 
*(e) fix) =6x° -—4x° + 10 
2. Determine os pontos extremos das seguintes funções. 
(a) AX) =x) + x) - 4x,x, 
(b) AX) = 2x? + x5 + xi + G(x, + x, + ¥,) + 2x xX, 
3. Verifique se a função 
Fy Xp X,) = ON XK, — dx, 2x + xP + xP + x} - 2x, -dy + dr, 


tem os pontos estacionários (0, 3, 1), (0, 1,-1), (1.2, 0), (2, 1, 1) 
e (2,3,-1). Use a condição de suficiência para identificar os pon- 
Los extremos. 


Figura 18.3 


Pesquisa operacional 
*4, Resolva as seguintes equações simultâneas convertendo o siste- 
ma a uma função objetivo não lincar sem nenhuma restrição. 
X = 2730 
X,-xX,=2 
(Sugestão: min F(x,,x,) ocorre em P(x,, x.) = 0.) 


5. Prove o teorema 18.1-3. 


18.1.2 Metodo de Newton-Raphson 

Em geral, as equações de condição necessárias, VAX) = 0, po- 
dem ser dificeis de resolver por métodos numéricos. O método de 
Newton-Raphson é um procedimento iterativo para resolver equa- 
ções não lineares simultâneas. 

Considere as equações simultâneas 

HA)=0, i=1,2,.0,m 
Seja X* um ponto dado. Então, pela expansão de Taylor, 


FEX) =X) + VIKA MAR) i=1,2,...,m 


Portanto, as equações originais f(X) = 0,i = 1,2,....11 podem ser 
aproximadas como 


F(X,) + VAX NAX- X,) =0,i=1,2,..,m 
Essas equações podem ser expressas em notação matricial como 
A+ BIA-A)=0 
de B, for não singular, então 
A, =] 
A=X,-B/'A, 

A idéia do método é começar de um ponto inicial X, e então 

usar a equação anterior para determinar um novo ponto. O proces- 


so continua até que dois pontos sucessivos, X, e X, sejam aproxi- 
madamente iguais. 


Ilustração do processo iterativo no método de Newton-Raphson 


f(x) 


fixe) 


Tangente para fix) 


Ponto convergente 
(solução ) 
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Uma interpretação geométrica do método é ilustrada por uma 
função de uma única variável na Figura 18.3. A relação entre x, ë 
x,,, para uma função f(x) de uma única variável se reduz a 


Cll 


A figura mostra que x, é determinado com base na inclinação 
de fx) em x, em que tg 9 = Pix). 

Uma dificuldade do método é que a convergência nem sempre 
é garantida a menos que a função fseja bem comportada. Na Figura 
18.3, se o ponto inicial for a, o método divergirá. Em geral usa-se 
tentativa-e-erro para localizar um ponto inicial ‘bom’, 


Exemplo 18.1-3 


Para demonstrar a utilização do método de Newton-Raphson, 
considere a determinação dos pontos estacionários da função 


e(x) = (3x -—2)(2%-3/ 
Para determinar os pontos estacionarios, precisamos resolver 
fix) = gix) = 72x - 234xº+ 241x- 78 =0 
Assim, para o método de Newton-Raphson, temos 


P(x) = 216xº — 468x + 24] 


72x° —234x* + 241x-78 


tase - 
“O 916x7 -468x4 241 


Começando com x, = 10,a Tabela 18.1 fornece as iterações sucessivas. 


Tabela 18.1 Ierações sucessivas 


k Y: H x) Y. 
k Fx) k=l 
0 10,000000 2,978923 7,032108 
| 7.032108 1,976429 5,055679 
2 5.055679 1.314367 3,741312 
3 3,741312 0,871358 2,869995 
4 2,869995 0.573547 2,296405 
5 2,296405 0,371252 1,925154 
6 1,925154 0.230702 1,694452 
7 1.694452 0,128999 1,565453 
8 1,565453 0,054156 1,511296 
9 1511296 0,0108641 1 500432 
10 1,500432 0,0004313] 1,500001 


O método converge para x = 1,5. Na verdade, f(x) tem três 
a 


nim 


| tn 


pontos estacionários em x = 5,X = 


=i 


=> ex= ; . Os dois pontos restantes 
podem ser encontrados com a seleção de diferentes valores para 
x, inicial. Na realidade, x, = 0,5 e x, = 1 devem resultar nos pontos 
estacionários que faltam. 


Momento Excel 
O gabarito NewtonRaphson.xls pode ser usado para resolver 
qualquer equação de uma única variável. Ele requer digitar f(x)/ 


P(x) na célula C3. Por exemplo, em 18.1-3 digitamos 


=(72"A343-234*A3°2+241"A3-78)/(216*A3"2-468"A3+241) 
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A variável x é substituída por A3. O gabarito permite estabele- 
cer um limite de tolerância A, que especifica a diferença permissivel 
entre x, cx, que sinaliza o término das iterações, Recomendamos 
que você use x, Iniciais diferentes para ter uma boa idéia de como 
o método funciona. 

Em geral, o método de Newton-Raphson requer várias tenta- 
tivas antes que ‘todas’ as soluções sejam encontradas. No Exemplo 
18.1-3, sabemos de antemão que a equação tem três raízes. Entre- 
tanto, Isso não acontecerá no caso de funções complexas ou de múl- 
liplas variáveis. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 18.1B 


1. Use a planilha NewtonRaphson.xls para resolver o Problema 
l(c), Conjunto 181A. 


2. Resolva o Problema 2(b), Conjunto 18.1A, pelo método de 
Newton-Raphson, 


18.2 PROBLEMAS RESTRITOS 


Esta seção trata da otimização de funções contínuas restritas. A 
Seção 18.2.1 apresenta o caso de restrições de igualdade, e a Seção 
18.2.2 trata de restrições de desigualdade. Grande parte da apresen- 
tação da Seção 18.2.1 é discutida em Beightler et al. (1979, p. 45-55). 


18.2.1 Restrições de igualdade 

Esta seção apresenta dois métodos: o jacobiano c o lagrangea- 
no. O método lagrangeano pode ser desenvolvido logicamente com 
base no jacobiano. Essa relação resulta em uma interessante inter- 
pretação econômica do método lagrangeano. 
Método das derivadas restritas (jacobiano). Considere o problema 

Minimizar z = AX) 
sujeito a 
a(X)=0 

em que 
) 
E = (E. E. n.4 g) 7 


x= (£ Xa wang ot 


fl 


As funções HA) e g(A), = 1,2,..., 00 são duas vezes diferencia- 
veis continuamente. 

A idéia de usar derivadas restritas é desenvolver uma expressão 
de forma fechada para as primeiras derivadas parciais de AX) em 
todos os pontos que satisfazem as restrições g(X) = 0. Os pontos 
estacionários correspondentes são identificados como os pontos nos 
quais essas derivadas parciais desaparecem. Então, as condições de 
suficiência apresentadas na Seção 18.1 podem ser utilizadas para 
verificar a identidade de pontos estacionários. 

“ara esclarecer o conceito proposto, considere fx. x,) ilustrada 
na Figura 18.4. Essa função deve ser minimizada sujeito à restrição 


g(x,.x,) =x,-b=0 


na qual b é uma constante. Pela Figura 18.4, a curva desenhada pelos 
três pontos, A, Be C, representa os valores de f(x. x,) para os quais 
a restrição dada é sempre satisfeita. O método das derivadas restri- 
tas define o gradiente de fix, x,) em qualquer ponto sobre a curva 
ABC. O ponto B no qual a derivada restrita desaparece é um ponto 
estacionário para o problema restrito, 

Agora, o método é desenvolvido matematicamente. Pelo teore- 
ma de Taylor, para X + AX na vizinhança viável de X temos 


f(X + AX) = AX) = VAX) AX + O(A) 


g(X + AX) = g(X = Vge(X)AX + O( Ar) 
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A medida que Ax, — Ü, as equações se reduzem a 


AX) = VAXN)OIX 
dg(X) = Ve(X)dX 


Figura 18.4 
Demonstração da idéia do método jacobiano 


f(xy, ¥3) 


Curva restrita 


Minimo restrito 


xy 


Contorno do valor da 
função objetivo ótima 
restrita 


Para viabilidade, devemos ter g(X) = 0, dg(X) = 0, e decorre que 


IX) - VAX) aX =0 
Vg(X) aX = 0 


Isso dá (m + 1) equações em (n + 1) incógnitas, d(X) e dX. 
Observe que JAX) é uma variável dependente e, em consequência, 
é determinada tão logo AX seja conhecida. Isso significa que, na ver- 
dade, temos mm equações em n incógnitas. 

Sem >n, no mínimo (m — n) equações são redundantes. Elimi- 
nando a redundância, o sistema se reduzam Sn. Se m = n, a solução 
é dX = 0, e X não tem nenhuma vizinhança viável, o que significa 
que o espaço de solução consiste em apenas um ponto, O caso res- 
tante, no qual mm < n, requer mais elaboração. 

Defina-se 


X=(Y,Z) 
tal que 


Y = (Yp Yes Ya) Z = (Ep; Zirai Zond 


“ae 


Os vetores Y e Z são denominados variáveis dependentes ¢ in- 
dependentes, respectivamente. Expressando os vetores de gradien- 
tes de fe g em termos de Y e Z, obtemos 


VAY, Z) = (VAVN 
Val ¥, Z) = (Vg. V2) 


Pesquisa operacional 


Delinam-se 


Vg, 
J=V,e= 

Vas: 

Vagi 
C=V,2= z 

VBa 


J „~ é denominada matriz jacobiana,e C matriz de controle, 
Considera-se que o J jacobiano é não singular. Isso é sempre pos- 
sivel porque as m equações dadas são independentes por definição. 
Assim, os componentes do vetor Y devem ser selecionados entre os 
de X tal que J seja não singular. 

O conjunto original de equações em AX) e dX pode ser ex- 
presso como 


IY, Z) = VAY + VZ 


JdY = -CZ 
Como J é não singular, sua inversa Jr! existe. Em consequência, 
JY =-I'CaZ 


A substituição de dY na equação para df(X) dá df como uma 
função de dZ, isto é, 


NY, Z) = (V,f- V ACZ 


Por essa equação, a derivada restrita em relação ao vetor indepen- 
dente £ é dada por 


É 
Vf= Le! = E-VATC 
na qual V fé o vetor de gradiente restrito de fem relação a Z. As- 
sim, V MY, Z) deve ser nulo nos pontos estacionários, 

As condições de suficiência são semelhantes às desenvolvidas 
na Seção 18.1. A matriz hessiana corresponderá ao vetor indepen- 
dente Z, e os elementos da matriz hessiana devem ser as derivadas 
segundas restritas. Para mostrar como isso é obtido, seja 


Ví=Vf-WC 


a b t m i 1 r . y = : 
Daidecorre que a/-ésima linha da matriz hessiana (restrita) é a É 

z 
Observe que W é uma função de Y, e Y é uma função de Æ. Assim, a 
derivada parcial de V fem relação a z, é baseada na seguinte regra 

da cadeia: 

dw. dw, dy, 
az, dy, dz, 


Exemplo 18.2-1 
Considere o seguinte problema: 


AX) =x? + 3x7 + Sx xi 
g (MX) = x,x, + 2x,+x7-11=0 


+ 


x, 
SAX) or x? + LX, + x: -14=0 
Dado o ponto viável X” = (1,2,3), queremos estudar a variação 
em f(= d f) na vizinhança viável de X”. 
Seja 
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Assim, 


staal 
ar 
V,f= ax, = 6x, 
g OB) 
l= dy, dr, | [ x, x, 
it og, dg, i, sa) es 
dx, dx 
dr, 2x,+2 
od | 
a, 


Suponha que precisemos estimar d f na vizinhança viável do 
ponto viável X, = (1,2,3) dada uma pequena variação dx, = 0,01 na 
variável independente x,. Temos 


2 , ú 1 ; 
cape (3 BI TR] ee e 
o c=({ é] [5)- E POEA 
l F 


Consequentemente, o valor incremental da f restrita é dado por 


d f=(V,f-VyfI'C)a = 6(2) (47,305 eA = -46,0 làr, 


Especificando o valor de dx, para a variável independente a 
valores viáveis de dx, e dx, são determinados para as variáveis de- 
pendentes x ex, usando a fórmula 


dY = -J CIZ 


Portanto, para dx, = 0,01, 


7 sa 0,0283 
(= Con seven 


Agora, comparamos o valor de d fcomo calculado antes com a 
diferença AX, + dX) — AX), dado dx, = 0,01. 


X,+ dX = (1 - 0,0283;2 + 0,01;3 + 0,025) = (0,9717; 2,01; 3,025) 


Essa expressão resulta em 
AX) =58, AX, + 0X) = 57.523 
ou 


FX, + OX) — AX )= 0,477 


A comparação entre as quantidades -0,477 e d f = -460ldx, = 
-0,4601 é favorável à primeira. A diferença entre os dois valores é o 
resultado da aproximação linear no cálculo de d fem X, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 18.2A 


1. Considere o Exemplo 18.2-1. 

(a) Calcule ð f pelos dois métodos apresentados no exemplo, 
usando dx, = 0,001 em vez de dx, = 0,01, O efeito dessa 
aproximação linear torna-se mais desprezível com o cresci- 
mento do valor de dx,? 

*(b) Especifique uma relação entre os elementos de dX = (dx, 
dx, dx,) no ponto viável X, = (1,2,3,) que manterá o ponto 
X + ie viável, 

(ce) Se Y= (x.x) e Z= x, qual é o valor de dx, que produzirá 

o mesmo valor de ð Ri dado no exemplo? 
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Exemplo 18.2-2 


Esse exemplo ilustra a utilização de derivadas restritas. Consi- 
dere o problema 


Minimizar f(X) = x? + xi + x; 
sujeito a 

(X) =x, +r t 3x,-2=0 

EAX) = 5r + 2x, + x,-5=0 


Determinamos os pontos extremos restritos da seguinte maneira. 
Seja 


T=(xx)eZ=a, 


Assim, 


Yf — Ea = (2x5 2%; ), Yf due, a. 2x, 


ax, dx, 
2 
41 Amos 5 3 
1-{! JE =|; 3 hee(?) 
a sê 3.3, o 
Em conseqüència, 


Portanto, as equações para determinar os pontos estacionários 
são dadas por 


V f=0 
84X) =0 
24X) =0 

Ou 

0 -28 (x fo 
L 1 3x |=|2 
5 fe Agha 5 


A solução é 
X, = (0,81; 0,35; 0,28) 
A identidade desse ponto estacionário é verificada usando a 


condição de suficiência. Dado que x, é a variável independente, de- 
corre com base em Y fque 


dx, 
arf of dx, | 28/ dr, 10 28 dx, 
a =| — |+2=(—->= aa Ro 
du F E - * La, (5 5) de, 
dx, 


Pelo método jacobiano, 


“dx, 
dr, ; E 
2 e a e é 
dx, da 
SE 3 
dr, 
ete af _ 46 É é ae 
Substituindo, temos aL = se > 0. Por isso, X, é o ponto mínimo. 
E 


304 


Análise de sensibilidade no método jacobiano. O método jacobiano 
pode ser usado para estudar o efeito de pequenas variações no lado 
direito das restrições sobre o valor ótimo de f. Especificamente, qual 
é o efeito da variação de g (X) = 0 para g (X) = dg sobre o valor ótimo 
de f? Esse tipo de invesligação é denominado análise de sensibilida- 
de, e é semelhante ao executado em programação linear (veja capitu- 
los 3 e 4). Entretanto, a análise de sensibilidade em programação não 
linear é válida somente na pequena vizinhança do ponto extremo, O 
desenvolvimento será util no estudo do método lagrangeano. 
Já mostramos que 


AY, Z) = V SAY + V JOZ 
dg = JAY + COZ 
Dado que dg #0, então 
dY = F'dg—-J'Cae 
A substituição na equação para JA Y.Z) da 
AY, Z) =VArdg+Vidz 
em que 
V_f=V,f-V Fic 


como definido anteriormente. A expressão para df(¥Y, Z) pode ser 
usada para estudar a variação em fna vizinhança viável de um pon- 

to viável X, resultante de pequenas alterações dg e JZ. 
No ponto extremo (na verdade, em qualquer ponto estacioná- 
rio) X, = (Y,, Z), 0 gradiente restrito Vf deve desaparecer, Assim, 
ACY 


Fr 


Z) = VL fF ‘dg (YZ) 
ou 


Fy fr 
g wW 


O efeito da pequena alteração dg sobre o valor órimo de f pode 
ser estudado avaliando a taxa de variação de fem relação a g. Essas 
taxas costumam ser denominadas coeficientes de sensibilidade, 
Exemplo 18.2-3 

Considere o mesmo problema do Exemplo 18.2-2. O ponto óti- 


mo é dado por X, = (X p Xor Xa) = (0,81;0,35, 0,28). Dado Y = (x,,. 
Xh então 


Vil = a L (2%, 2x.) =(1,62; 0,70) 


Conseqtientemente, 


= (0,876; 0,3067) 


£ £) =V, fT" =(1,62; 0,70) 


Isso significa que, para dg, = 1, f aumentará em aproximada- 
mente 0,0867. De modo semelhante, para dg, = 1, f aumentará em 
aproximadamente 0) 3067. 


Aplicação do método jacobiano a um problema de PL. Considere o 
problema de programação linear 


Maximizar z = 2x, + 3x, 


sujeito a 


| 


Mit =: 
+, = +, + vy =. 


É 
+ 
x. Xa Xp 0 


Pesquisa operacional 


Para levar em conta as restrições de não-negatividade x, 2 0, 
substitua x = w7, Com essa substituição, as condições de não-negati- 
vidade tornam-se implícitas ¢ o problema original torna-se 

Maximizar z = 2w? + 33 


sujeito a 


Wwhtw>+wi=5 


da pè 


w? — w+ Ww 
Para aplicar o método jacobiano, seja 
Y=(wwijye2Z= (w,,w,) 


(Na terminologia de programação linear, Y e Z correspondem às 
variáveis básica e não básica, respectivamente.) Assim 


| l 


Jw 2w, | Aw, Awg 
ya(2% m | pret | wy ew, #0 
dwy ding 


= 
he 


a 


alia 0 by, f =(4w,, 6w,),V,f=(0, 0) 


de modo que 


a4, RD 


Vf =(0, 0)= (4w, 6w,)} * 


A solução das equações abrangidas por V_f = 0 e pelas restri- 
ções do problema dá como resultado o ponto estacionário (w, = 2, 
w= lw,=0,w,=0).A hessiana é dado por 


arf anf 
_{-5 0 
Tha | 


H= d, wi d. wdw, 
gwd w, dw: 

Como He é indefinido, o ponto estacionário não resulta em um 
máximo. 

A razão por que a solução anterior não resulta na solução 
ótima é que as escolhas específicas de Y e £ não são ótimas. Na 
verdade, para achar a solução ótima, precisamos continuar alte- 
rando nossas escolhas de Y e Z até que a condição de suficiência 
seja satisfeita. Isso será equivalente a localizar o ponto extremo 
ótimo do espaço de soluções da programação linear. Por exemplo, 
considere Y = (w, w,) e Z= (ww). O vetor gradiente restrito 
correspondente torna-se 


4 
se 0 : : 
Vif = (dm, 0)—(6w,, 0) Iwa Eu Iw, 


| | 2 W ü 


| = (-2m, 6w,) 


Iwa Iwa 


O ponto estacionário correspondente é dado por w, =D, w, = 5, 
w,=0, w= V8. Uma vez que 


{3 2y 
H,=(% | 


é negativa definida, a solução é um ponto máximo. 

O resultado é verificado graficamente na Figura 18.5. A primei- 
ra solução (x, = 4,x, = 1) não é ótima, e a segunda (x, = 0, x, = 5) é. 
Você pode verificar que os dois pontos extremos (viáveis) restantes 
do espaço de soluções não são ótimos. Na verdade, pode-se mostrar 
pela condição de suficiência que o ponto extremo (x, = 0, x, = 0) 
resulta em um ponto mínimo. 
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Os coeficientes de sensibilidade V via quando aplicados à pro- 
gramação lincar, resultam nos valores duais. Para ilustrar esse pon- 
to para o exemplo numérico dado, sejam u, e m, as variáveis duals 
correspondentes. No ponto ótimo (w, = 0, w, = 5, w,=0, w= J8 i 
essas variáveis duais são dadas por 


a 
(u,,u,)=V, J" =(6w,, 0) Es , |=(3,0) 


O valor da função objetivo do problema dual correspondente 
É Sur, + Su, = 15, que é igual ao valor da função objetivo primal 
ótima. A solução dada também satisfaz as restrições duais e, em 
conseqiiência, é ótima e viável, Isso mostra que os coeficientes de 
sensibilidade são os mesmos que as variáveis duais. De fato, ambos 
têm a mesma interpretação. 


Figura 18.5 
Pontos extremos do espaço de soluções do problema de 
programação linear 


X] 


Podemos tirar algumas conclusões gerais da aplicação do mé- 
todo jacobiano ao problema de programação linear. Pelo exemplo 
numérico, as condições necessárias requerem que as variáveis inde- 
pendentes sejam iguais a zero, Além disso, as condições de suficiên- 
cia indicam que a hessiana é uma matriz diagonal. Portanto, todos 
os seus elementos diagonais devem ser positivos para um minimo 
e negativos para um máximo. As observações demonstram que a 
condição necessária é equivalente a especificar que, para localizar 
a solução ótima, são necessárias apenas soluções básicas (viáveis). 
Nesse caso, as variáveis independentes são equivalentes às variáveis 
não básicas no problema de programação linear. Além disso, a con- 
dição de suficiência demonstra a forte relação entre os elementos 
diagonais da matriz hessiana e o indicador de otimalidade z - c (veja 
a Seção 7.2) do método simplex,’ 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 18.2B 


l. Suponha que o Exemplo 18.2-2 seja resolvido da seguinte ma- 
neira: em primeiro lugar, use as restrições para expressar x, 
e x, em termos de x, então, use as equações resultantes para 
expressar a função objetivo em termos de x, apenas. Tomando 
a derivada da nova função objetivo com relação x, podemos 
determinar os pontos de máximos e mínimos. 
(a) A derivada da nova função objetivo (expressa em termos 
de x.) seria diferente da obtida pelo método jacobiano? 
(b) Qual é a diferença entre o procedimento sugerido e o mé- 
todo jacoblano? 


a nee o método jacobiano ao Exemplo 18.2-1 selecionando 
= (x,,¥,)e Z= (x). 
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*3, Resolva pelo método jacobiano: 
di 
Minimizar f(X)= 5 x 
fel 


sujeito a 


fel 


em que C é uma constante positiva. Suponha que o lado direito 
da restrição seja alterado para C + 6, no qual 6 é uma quantidade 
positiva pequena. Ache a variação correspondente no valor ótimo 
de f. 

4. Resolva pelo método jacobiano: 


Minimizar AX) = 5x + x, + 2n,x, 


sujeito a 
aX) =x,x,-10=0 
(a) Ache a variação no valor ótimo de AX) se a restrição for 
substituída por xx,- 9,99 = 0, 


(b) Ache a variação no valor de f(X) na vizinhança do ponto 
viável (2,5) dado que vx, = 9,99 e dx, = 0,01. 


5. Considere o problema: 
Maximizar AX) = x7 + 2x5 + 10x, + Sx x, 
sujeito a 
g(X) =x, +42 + Sxx,-5 =0 
B(X) =x} + 5r x, + x-7 =O 
Aplique o método jacobiano para achar df(X) na vizinhan- 


ça do ponto viável (1, 1, 1). Considere que essa vizinhança é 
especificada por dg, = —0,01; dg, = 002 e dx, = 0,01. 


6. Considere o problema 
Minimizar AX) =x) +x +i +43 
sujeito a 
BCX) =x, + 2x, + 3x, + 5x,-10=0 
B(X) =x, + 2x, + 5x, + 6x,-15=0 


(a) Mostre que, selecionando x, ¢ x, como variáveis indepen- 
dentes, o método jacobiano não fornece uma solução e ex- 
plique a razão. 

*(b) Resolva o problema usando x, e x, como variáveis indepen- 
dentes e aplique a condição de suficiência para determinar 
o tipo do ponto estacionário resultante. 

(ce) Determine os coeficientes de sensibilidade dada a solução 

em (b). 


7. Considere o problema de programação linear 
Maximizar f(X) = Lies 
= 


sujeito a 


g4X)= > ao -=b =0 i=1,2,.. m 
fai 


420, J=1,2, nt 
Desprezando a restrição de não-negatividade, mostre que as 
derivadas restritas V HX) para esse problema dão como resul- 
tado a mesma expressão para |z,- c ] definida pela condição de 
otimalidade do problema de programação linear (Seção 7.2), isto é 


Iz,-c)=[C,B'P -c) para todo j 


O método da derivada restrita pode ser aplicado diretamen- 
te ao problema de programação lincar? Explique sua resposta. 


Se quiser uma prova formal da validade desses resultados para o problema geral de programação linear, consulte H. Taha e G. Curry. “Classical derivation of the necessary and sufficient 
conditions for optimal linear programs”. Operations Research, w 19, po 1045-1049, 1971, O artigo mostra que as idéias fundamentais do método simplex podem ser derivadas pelo método 


jacobiano, 
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Método lagrangeano. No método jacobiano, faça o vetor À represen- 
tar os coeficientes de sensibilidade, isto é, 


a=v ya 
| dg 
ASSIM., 
df- A dg=0 


Essa equação satisfaz as condições necessárias para pontos estacio- 
nários porque = é calculada de modo tal que V_f= 0. Uma forma 


mais conveniente de apresentar essas equações é tomar suas deriva- 
das parciais em relação a todo x, Isso resulta em 


a U1-A9=0 d=1,2, am 


As equações resultantes junto com as equações de restrição 
e(X)= 0 dão os valores viáveis de X e À que satisfazem as condições 
necessárias para pontos estacionários. 

© procedimento dado define o método lagrangeano para iden- 
tificar os pontos estacionários de problemas de otimização com res- 
trições de igualdade. Seja 


L(X, A) = X) = Ag(X) 


A função L é denominada função lagrangeana e os parâmetros 
são denominados multiplicadores de Lagrange. Por definição, esses 
multiplicadores têm a mesma interpretação que os coeficientes de 
sensibilidade do método jacobiano, 

Às equações 

db aL 


dA dx 
dão as condições necessárias para determinar pontos estacionários 
de AX) sujeitos a g(X)= 0. Existem condições de suficiência para 


o método lagrangeano mas, de modo geral, clas são intrataveis do 
ponto de vista computacional, 


Exemplo 18.2-4 
Considere o problema do Exemplo 18.2-2. A função lagrangeana é 
LA, A) = x2 + 3 + x7 - A +x, + 3x, -2) -A,(5x, + 2x, + x,-5) 


Essa expressão da as seguintes condições necessárias: 


an. 

—=27 SA, = 

dx, x A, 

Ge sf 04 

dx, 

Bh -3A,-A, =0 

dx, a 

dx An +1+38-2)=0 
=. = —(35x,+2x,+%,-3)=0 


A solução para essas equações simultaneas resulta em 
X = (xp xx) = (0,8043; 0,3478; 0,2826) 
A = (A,.A,) = (0,0870; 0,3043) 


Esta solução combina com os resultados dos exemplos 18.2-2 
e 18.2-3. Os valores dos multiplicadores de Lagrange, À, são iguais 
aos coeficientes de sensibilidade obtidos no Exemplo 18.2-3. O re- 
sultado mostra que esses coeficientes são independentes da escolha 
específica do vetor dependente Y no método jacobiano. 


Pesquisa operacional 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 18.2C 


À. Resolva o seguinte problema de programação linear pelos mé- 
todos jacobiano e lagrangeano: 
Maximizar AX) = 5x, + 3x, 
sujeito a 
g(X) =x, + 2x, 4%4,-6=0 
g,(X) = 3x, +x,+x,-9=0 
x, E A t20 
*2. Ache a solução ótima para o problema 
Minimizar AX) = x; + 2x2 + 10x: 
sujeito a 
glA)=x, +a;+1,-5=D 
g (XN) =x, + 3x,4+4,-7=0 
Suponha que g (X) = 0.01 e g(X) = 0,02. Ache a variação 
correspondente no valor ótimo de AX). 


3. Resolva o Problema 6, Conjunto 18.2B, pelo método lagrangea- 
no e verifique se os valores dos multiplicadores de Lagrange são 
iguais aos coeficientes de sensibilidade obtidos no Problema 6, 
Conjunto 18.2B, 


18.2.2 Restrições de desigualdade — Condições de 
Karush-Kuhn-Tucker (KKT)? 


Esta seção estende o método lagrangeano a problemas com 
restrições de desigualdade. A principal contribuição da seção é o 
desenvolvimento das condições necessárias gerais de Karush-Kuhn- 
Tucker {KKT} para determinar os pontos estacionários. Essas condi- 
ções também são suficientes sob certas regras que serão enunciadas 
mais adiante. 

Considere o problema 


Maximizar z = AX) 
sujeito a 
e(X)=0 
As restrições de desigualdade podem ser convertidas em equa- 
ções com a utilização de variáveis de folga não negativas. Seja 57 (> 


0) a quantidade de folga adicionada à i-ésima restrição g(X) = 0, e 
defina-se 


S = (S Spee SE RE 353-059! 


em que m é o numero total de restrições de desigualdade, Assim, a 
função lagrangeana é dada por 


L(X, 8,4) = AX) - Mg(X) + S7] 
Dadas as restrições 
g(X)<0 


uma condição necessária para a otimalidade é que À seja não nega- 
tiva (não positiva) para problemas de maximização (minimização). 
Esse resultado é justificado observando que o vetor À mede a taxa 
de variação de fem relação a g, isto é 


= 


dg 


* Historicamente, W., Karush foi o primeiro a desenvolver as condições de KKT, em 1939, como parte de sua tese de mestrado na Universidade de Chicago, Às mesmas condições foram 


desenvolvidas independentemente, em 1951, por W Kuhn e A. Tucker. 


Capitulo 18 Teoria clássica da otimização 


No caso da maximização, como o lado direito da restrição g(X) 
= 0 aumenta com base em 0) até o vetor dg, o espaço de soluções tor- 
na-se menos restrito e, por isso, f não pode diminuir, o que significa 
que à = 0. De modo semelhante para a minimização, à medida que o 
lado direito das restrições aumenta, fnão pode crescer, o que implica 
que 45 0. Se as restrições forem de igualdade, isto é, g(X) = 0, então À 
torna-se irrestrita em sinal (veja o Problema 2, Conjunto 18.2D). 

As restrições impostas a À são válidas como parte das condições 
necessárias de KKT. Agora, desenvolveremos as condições restan- 
Les. 

Tomando as derivadas parciais de L com relação a X, S e À, 
obtemos 


aL p 

—— = VHAM)-AVg(X)=0 

x f(X)-AVg(X) 

L 

——=-24,5,=0, 1=1,2,..., 

as Ao, =, i=1,2 m 

QL + 
==-(g(X)+5°)=0 

a FS) 


O segundo conjunto de equações revela os seguintes resultados: 


1. Se A, * 0, então $ = 0,0 que significa que a fonte de recurso cor- 
respondente está em falta e, portanto, é totalmente consumida 
(restrição de igualdade). 

2. Se £ > 0, então À = 0,0 que significa que o recurso į não está em 


falta e, em decorrência, não afeta o valor de f (isto é, À = £ = 0). 
vi iF 
Do segundo e terceiro conjuntos de equações, obtemos 
ABIX) =O0,f=1,2,...,m 


Em essência, essa nova condição repete o argumento preceden- 
te porque, se A, > 0,g (X) = 0 ou $? = 0;e,se g(X)<0,57>0€%, = 0. 

As condições necessárias de KKT para o problema de maximi- 
zação são resumidas como: 


L20 
VAX) —2V9(X) =0 
ig (X) =0, 

g(X) <0 


i= 1-25 


Essas condições também se aplicam ao caso da minimização, 
exceto que À deve ser não positivo (Verifique!). Tanto na maximiza- 
ção quanto na minimização, os multiplicadores de Lagrange corres- 
pondentes às restrições de igualdade são irrestritos em sinal. 


Suficiência das condições de KKT. As condições necessárias de 
Kuhn-Tucker também são suficientes se a função objetivo e o espa- 
ço de soluções satisfizerem condições específicas. Essas condições 
são resumidas na Tabela 18.2. 

É mais simples verificar se uma função é convexa ou côncava do 
que provar que um espaço de soluções é um conjunto convexo. Por 
essa razão, fornecemos uma lista de condições que são mais fáceis 
de aplicar na prática no sentido de que a convexidade do espaço de 
soluções pode ser determinada com a verificação da convexidade 
ou concavidade das funções de restrição, Para dar essas condições, 
definimos os problemas não lincares generalizados como 


Maximizar ou minimizar z = AX) 
sujeito a 
2(X)s0,i= 1,2,...,7 
EX) 20,i= r+ seguir 
2) =0,i=p+1,.sm 


L(X, S, a)= [00-54 [8,00+57]- ¥ A [8,00-87]- ¥ 48,00) 


i fort 1= pa] 
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em que 4 é o multiplicador de Lagrange associado à restrição i As 
condições para estabelecer a suficiência das condições de KKT es- 
tão resumidas na Tabela 18,3, 

As condições da Tabela 18.3 representam apenas um subcon- 
junto das condições da Tabela 18.2 porque um espaço de soluções 
pode ser convexo sem satisfazer as condições da Tabela 18.3. 


Tabela 18.2 Condições necessárias de KKT 


Condições requeridas 
Sentido de 


otimização Função objetivo Espaço de soluções 
Maximização Côncava Conjunto convexo 
Minimização Convexa Conjunto convexo 


Tabela 18.3 Estabelecimento de suficiência das condições de KKT 


Condições requeridas 
Sentido de S q 


otimização AX) g, (X) A, i 


(l<isr) 
(r+1lsi sp) 


Convexa 20 


Maximização Côncava Côncava =Ü 


Linear lrrestrito (p+Isism) 
Convexa £0 (leer) 
Minimização Convexa Côncava =0 {r+1sisp) 


Linear Irestrito (p+risism) 


A Tabela 18.3 é válida porque as condições dadas resultam em 
uma função lagrangeana côncava L(X, S, 4) no caso de maximiza- 
ção e em uma convexa LCX, 8, À) no caso de minimização. Esse re- 
sultado é verificado observando que, se g(x) é convexa, então Ag (x) 
é convexa se À = 0 e côncava se À £ 0, Interpretações semelhantes 
podem ser estabelecidas para todas as condições restantes. Observe 
que uma função linear é côncava, bem como convexa. Além disso, se 


r 


uma função fé côncava, então (-f) é convexa, ¢ vice-versa, 


Exemplo 18.2-5 

Considere o seguinte problema de minimização: 
Minimizar f(X) = x? +x} + x; 

sujeito a 


g (X) =24,+4,-550 
g(X)=x, +x,-2<0 
e(X)=1 -x <0 
g(Ã)=2 -x, 50 
ga(X)= -x <0) 


Esse é um problema de minimização, portanto À = 0. Assim, as 
condições de KKT são dadas por 


(AAA, Ags hg) SO 
2 | () 
Il 0 J 
(2x,, 2x,, 2X,)-(A,.4,,4,,4,,4,)]}-1 0 0 ]=0 
O -l ü 
0 Ü -l 
A, = Ag. =E AE: = O 
g(X) SO 
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Essas condições se reduzem a 


Ah As Ap Ae SO 
2x,-2A,-A,+4,=0 
2x, -A +A, =0 
2x,-A,+A,=0 

A, (2x, +4,-5)=0 
A(x, +x,—2)=0 
A(1-x,)=0 


A solução é x, = 1,+,=2,x,=0,A, =A, =A, =0, À, =-2, à, = A. 
Como ambos, AX) e o espaço de soluções g(X) < 0, são convexos, 
L(X, S, 4) deve ser convexa, e o ponto estacionário resultante dá 
um minimo global restrito. As condições de KKT são fundamentais 
para o desenvolvimento de algoritmos de programação não linear 
do Capítulo 19. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 18.2D 


l. Considere o problema: 


Maximizar AX) 


sujeito a 
o(X)20 
Mostre que as condições de KKT são as mesmas da Seção 18.2.2, 
exceto que os multiplicadores de Lagrange 4 são não positivos, 
2. Considere o seguinte problema: 


Maximizar AA) 
sujeito a 


g(X)=0 


Pesquisa operacional 


Mostre que as condições de KKT são 
VAX)-hVe(X)=0 
g(X) = 0 
À irrestrito em sinal 


Escreva as condições necessárias de KKT para os seguintes pro- 
blemas. 
(a) Maximizar AX) =x) -x3 + wx; 

sujeito al 


x taf +x, =5 
5x7 -x2-4,22 
XXa X, > () 
inira = yt E z E 
ib) Minimizar RX) =x} 4x3 + Say, 
sujeito a 
Xi e + e 
x 4x; + 4x52 20 
Considere o problema 


Maximizar (A) 


sujeito a 
g(X) = 1) 

Dado que f(X) é côncava e g(X)(! = 1,2,...,1n) é uma função 
linear, mostre que as condições necessárias de KKT são tam- 
bém suficientes, Esse resultado é válido se g (X) for uma função 
convexa não linear para todo i? Por quê? 


Considere o problema 
Maximizar AX) 
sujeito a 
SUN) 20, ¢,(%) = 0, ¢,(X) <0 


Desenvolva as condições de KKT e estipule sob quais con- 
dições elas são suficientes. 
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Capitulo 149 


—— lll 


Algoritmos de programacao 


nao linear 


Guia do capítulo. Os métodos de solução de programação nao linear 
podem ser classificados em algoritmos diretos ou indiretos. Exem- 
plos dos métodos diretos são os algoritmos de gradiente, nos quais 
o máximo (mínimo) de um problema é encontrado seguindo a taxa 
de crescimento (decréscimo) mais rápida da função objetivo. Nos 
métodos indiretos, o problema original é substituído por um auxiliar 
com base no qual a solução ótima é determinada. Entre os exemplos 
dessas situações citamos programação quadrática, programação se- 
parável e programação estocástica. 

Este capitulo inclui nove exemplos resolvidos, um modelo em 
AMPL, dois em Solver e 24 problemas de final de seção. Os progra- 
mas em AMPL/Excel Solver TORA estão na pasta ch19Files. 


19.1 ALGORITMOS IRRESTRITOS 


Esta seção apresenta dois algoritmos para o problema irrestrito: 
o algoritmo de busca direta è o algoritmo de gradiente. 


19.1.1 Método de busca direta 


O método de busca direta se aplica primordialmente a funções 
de uma única variável estritamente unimodais. Embora possa pare- 
cer trivial, a Seção 19.1.2 mostra que o caso da otimização de fun- 
ções de uma única variável é fundamental no desenvolvimento dos 
algoritmos multivariáveis mais gerais. 

A idéia dos métodos de busca direta é identificar o intervalo de 
incerteza no qual se sabe estar incluído o ponto de solução ótima. 
O procedimento localiza a solução ótima reduzindo iterativamente 
o intervalo de incerteza a qualquer nível de precisão desejado, Dois 
algoritmos que guardam estreita relação entre si são apresentados 
nesta seção: os métodos de busca dicotômico e da seção de ouro. 
Ambos os algoritmos buscam a maximização de uma função uni- 
modal f(x) no intervalo as x £ b, no qual se sabe que o ponto ótimo 
x* está incluído. Os dois métodos começam com J, = (a,b) represen- 
tando o intervalo de incerteza inicial. 


Etapa geral i Seja [| = (x,, x,) 0 intervalo de incerteza atual (na 
iteração 0,x, = ae x, = 6). Em seguida, identifique x, e x, como 
demonstrado na Tabela 19.1. 


Tabela 19.1 Identificação de x e x, 
Método dicotômico Método da seção de ouro 


RR pe 
x, = (Mp +4, - À) 


X =X" E E PEE FF. 


i f 
X = AL” +x, +A) x, =X, + (==) E PEE, 


4 


A seleção de x, e x, garante que 
+ = +, = + = ne 
O próximo intervalo de incerteza, J. é determinado da seguinte 
maneira: 


1. Se f(x,) > Hx). então x, < x* < x. Seja x, = x, e determine 
F = (x,,x,) (veja a Figura 19.1(a)). 

2. Se fix) < fix). então x, < x" < x, Seja x, = x, e determine 
I= (X Xp) (veja a Figura 19.1(b)). 


3. Se f(x) = flx,), entaio x, <x* <x, Sejax, =x, ex, =x, determine 
i = (x,,x,). 


A maneira pela qual x, e x, são determinados garante que 
I < l, como veremos em breve. O algoritmo termina na iteração k 
se f, = A onde A é um nível de precisão especificado pelo usuário, 

No método dicotômico, os valores x, e x, encontram-se simetri- 
camente ao redor do ponto médio do intervalo de incerteza atual. 
Isso significa que 


a = 05(1,+ A) 


A aplicação repetida do algoritmo garante que o comprimento 
do intervalo de incerteza se aproximara da precisão desejada, A. 

No método da seção de ouro, a idéia é mais complexa. Obser- 
vamos que cada iteração do método dicotémico requer calcular os 
dois valores, f(x,) e flx,), mas acaba descartando um deles, À seção 
de ouro propõe economizar cálculos reutilizando o valor descartado 
na iteração imediatamente sucessiva. 

Defina-se para 0 < agl, 


A =A 


i ET a(x, a x) 


X =X, + a(x, -x,) 


Então, o intervalo de incerteza J na iteração é é igual a e x,) 
ou (x fe el Considere O caso = (X,, x,), que significa que x, esta in- 
cluído em F. Na iteração é + 1, selecionamos x, igual a x, na iteração 
i, o que resulta na seguinte equação: 


a iteração i + 1) =x (iteração i) 


substituindo, temas 


x, + ax {iteração i) - x, ] =x- a(x, —x,) 
ou 


x, + ajx, +0(x,-x,)-x,]=%p 


o que, por fim, é simplificado para 


ef +a-1=0 


-1445 


sm Como 0< @ £ 1, selecionamos a raiz 


Essa equação dá œ = 
a ee za 
RE = 0,681. 
A estrutura dos cálculos da seção de ouro garante uma redução 
œ em intervalos de incerteza sucessivos, isto É 


fy = Ou, 


O método da seção de ouro converge mais rapidamente do que 
o método dicotômico porque, no método dicotômico, a velocidade 
da redução do intervalo de incerteza diminui apreciavelmente à me- 
dida que / — A. Além disso, cada iteração no método da seção de 
ouro requer metade dos cálculos porque o método sempre recicla 
um conjunto de cálculos da iteração imediatamente precedente. 


positiva & = 


Exemplo 19.1-1 


Maximizar f(x)= 
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Figura 19,1 


Pesquisa operacional 


Ilustração da etapa geral dos métodos dicotômico/da seção de ouro 


F(x) 


a Xp XI X Xp b 
1 
pets 
Į. 
n 
ly 


(a) 


O valor máximo de f(x) ocorre em x = 2. A Tabela 19.2 demons- 

tra os cálculos para iterações | e 2 usando os métodos dicotômico e 
da seção de ouro, Consideraremos que 4 = 0,1. 
Tabela 19.2 Cálculos para iterações 1 e 2 

Método dicotômico Método da seção de ouro 
iteração l 
L = (0, 3)= ETTET 
x, =3- 06183-0) = 1,146, 


iteração 1 
I, = (0,3) =(x,,x,) 
x, =0+ 05(3-0-0,1) = 145, 


fx) = 4.35 Hx) = 3.438 
x, =0+0,5(3-04 01) = 1,55, x, = 0+ 0,618(3 - 0) = 1.854, 
flx,) = 4.65 fix,) = 5,562 


fada) => x, =145,/,=(145,3) fly) > fle) =x, = 1,146, 4, = (1,146.3) 
iteração 2 


J = (1,146, 3) = (x, .x,) 


iteração 2 
L=(145,3)=(x,.x,) 


X= 145+ 053- 1.45- 0,1) = 2,175. 
f(x) = 5.942 


x, =x, na Iteragao 0 = 1854, 
fix,) = 5,562 


x, = 1,146 + 0,618(3 — 1,146) = 2.292, 
flx,) = 5,903 


qu + 1,45+0,1 =2275. 


fix,) = 5,908 


f\x,) > Nx) = X_ = 2.215, 
i, = (1.45,2.275) 


flx,) > flx,) = x, = 1,854, 
I, = (1,854, 3) 


Continuando da mesma maneira, por fim o intervalo de incerte- 
za será reduzido à tolerância desejada A. 


Momento Excel 


O gabarito excelDiGold.xls lida com qualquer um dos dois mé- 
todos. Os dados de entrada incluem f(x), a, b e A. À função fix) é 
digitada na célula E3 como 


=SE(C3<=2,3*C3, (-C34+20) /3) 


A célula C3 desempenha o papel de x em f(x). Os limites a e b 
são digitados nas células B4 e D4 para representar a faixa de busca 
admissível para f(x). Além disso, o limite de tolerância, A, é digitado 
na célula B3. O método de busca é selecionado digitando a letra x 
em D5 (dicotômico) ou FS (seção de ouro). 


(b) 


A Figura 19.2 compara os dois métodos O método da seção 
de ouro requer menos do que a metade de iterações que o método 
dicotômico. Adicionalmente, cada iteração requer metade dos cál- 
culos, como já explicamos. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 19.1A 


L Use o gabarito em Excel excelDiGold.xls para resolver o 

Exemplo 19.1-1 assumindo que A = 0,01. Compare a quantidade 

de cálculos e a precisão dos resultados com os da Figura 19.2. 
2. Ache o maximo de cada uma das seguintes funções pelo méto- 

do de busca dicotômica. Considere que A = 0,05. 

(a) f(x) = E yr? <xs4 

(x-3) 
(b) fix)=xcosx,0exen 
*(c) flxj=xsentx, l5sxs2s 
id) fix) =-(n-3). 22x54 


ù ” dx, U<xs2 
(e) f(x) be x, 22554 


19.1.2 Método do gradiente 


Esta seção desenvolve um método para otimizar funções que 
são duas vezes diferenciáveis continuamente. À idéia é gerar pontos 
sucessivos na direção do gradiente da função, 

O método de Newton-Raphson apresentado na Seção 18.1.2 é 
um método de gradiente para resolver equações simultâneas. Esta 
seção apresenta outra técnica, denominada método do crescimento 
mais acentuado. 

© término do método de gradiente ocorre no ponto em que o 
vetor gradiente torna-se nulo. Essa é apenas uma condição necessá- 
ria para a otimalidade. A otimalidade não pode ser verificada a me- 
nos que se saiba com antecedência se (A) é côncava ou convexa. 

Suponha que AX) seja maximizada. Seja X, o ponto inicial onde 
o procedimento começa e defina-se VAX Jcomo o gradiente de fno 
ponto X,. A idéia é determinar um caminho particular p ao longo do 
qual dffdp é maximizada em um ponto dado. Esse resultado é conse- 
guido se forem selecionados pontos sucessivos X, e X, tais que 


Xa =X +r YAX, 


onde r, é o tamanho ótimo do degrau em X.. 
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Figura 19.2 
Resultado em Excel dos métodos de busca dicotômico e da seção 
de ouro aplicados ao Exemplo 19.1-1 (arquivo excelDiGold.xIs) 


e A 5 Č D E F 
E 
4 2 
3 
14 1 
5 RATOS 
ë 
Ti 
[8 S R o xi B E Tixi) fix) 
9 0.000000 3.000000 1.450000 1. d, 4.650000 
10 1.450000 3.000000 2.175000 2.275000 5.041667 5 008343 
[li 1.450000 2275000 1.812500 1.912500 5.437500 5.737500 
12 1.812500 2275000 1.583750 2.033750 5.981250 5 669750 
: 13 1.812500 2.093750 1.903125 2.003125 5.70375 5008958 
14 1.803125 2.053750 1.645438 2S 5845313 5.BE8S4 | 
[15 1.948438 2.053750 1.97104 2.071094 5.913281 5.976302: 
| 16 1.971054 2.093750 1.982422 2.082422 5.47268 5.072526, 
117 1 5B2472 2083750 1.355066 2.085056 5.254 5.970638; 
‘18 1.988086 2.093750 1.000918 2.000918 5.072754 5.069604 ' 
114 1.568086 2090918 1.989502 2.089502 5 GEASDB 5.970166: 
| 20 1.89502 2.000918 1.900210 2 090210 5 970630 § 69930: 
(21 1.989502 2.050210 1 89856 2.089855 5 989568 5.970048: 
[22 1.253655 2 050210 1900033 2.050033 5.970089 5.050969 


8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 . 
RE 1.957428 212612 2.021286 2060753 SS a.9T5749 
16 1.557428 2.060753 1.596854 2.021266 5.980683 5.962505 
17 1556804 2060753 2.021286 2.036351 5952905 5.987880 


O tamanho do degrau r, é determinado de modo tal que o pró- 
ximo ponto, X, resulta na maior melhoria em f Isso equivale a 
determinar r= r,, que maximiza a função 


A(r) =X, + "VAIO 


Como Afri é uma função de uma única variável, o método de 
busca da Seção 19.1.1 pode ser usado para achar a solução ótima, 
contanto que /i(r) seja estritamente unimodal. 

O procedimento proposto termina quando dois pontos sucessi- 
vos de tentativa, X, e X, são aproximadamente iguais, Isso equi- 
vale a ter 

r, VÄX) =0 


Como r, # 0, a condição necessária V/(X,) = 0 é satisfeita em 
A. 


k 


Exemplo 19.1-2 
Considere o seguinte problema: 
Maximizar Mx, x,) = 4x, + 6x,- 2x7 —2x,x, — 2x; 


e + mg 14 
A solução ótima exata ocorre em (x, *,x,*) = É z | 
Mostramos como o problema é resolvido pelo método do cres- 
cimento mais acentuado. O gradiente de fé dado por 


V(X) = (4- 4x, - 2x,,6-2x, - 4x.) 
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A natureza quadrática da função impõe que os gradientes em 
quaisquer dois pontos sucessivos sejam ortogonais (perpendiculares 
um ao outro), 

Suponha que comecemos no ponto inicial X, = (1,1). A Figura 19.3 
mostra os pontos de solução sucessivos. 


Iteração 1 
VRX) = (-2, 0) 
O próximo ponto X, é obtido considerando 


X = (1,1) + r(-2,0) = (1 —2r, 1) 
Assim, 
f(r) = Ñl —2r, 1) =-2(1 —2r)? + 2(1 -2r) +4 

O tamanho ótimo do degrau é obtido com utilização das condi- 
ções necessárias clássicas do Capítulo 18 (você também pode usar 
os algoritmos de busca da Seção 19.1.1 para determinar a solução 
ótima). O valor máximo de h(r) é n= x que dá como resultado 
X = (- , |} como o próximo ponto de solução. 


Heração 2 
Vf(X,) = (0, 1) 
x =(4,1}+1(0, )=(4, 1+7] 
h(r)=—2(l+r) +5(1+r)+- 


Isso dá r,=te X,=(1,2 
Isso dá r= Ze x, =(5, ‘| 


Bo | Lee 


Iteração 3 


A(r)=-5(I-r)*+2(1-r) +2 


ie ok Ed 3 5 
Em consegiência, h=7 € X, =[5 5) 


Figura 19.3 
Maximização de fix, x,) = dx, + 6x,- 2r? - 2x x, - 2x? pelo método 
do crescimento mais acentuado 


FX) = 4x, + 6x, — 2xj — 2x — 2x5 


Ótima 


Id | ea 
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Iteracao 4 
v/(x,)=(0, 1) 
x= (5-3) +7(0.3)-(5- 5) 
h(r)=-LG4ry +2G4n42 


Iteragao 5 
Vf(X,)=(-4, 0 


x=(2,)44-1,0)=(%, 2) 


= 16-0"+ 86-15 


F Lo u 21 
Isso dá z=: X5 a 


Iteracao 6 


Como V/(X,) = 0,0 processo pode terminar neste ponto. O pon- 
to máximo aproximado é dado por X, = (0,3438; 1,3125). A solução 
ótima exata é X* = (0.3333; 1,3333). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 19.1B 


*1. Mostre que, em geral, o método de Newton-Raphson (Seção 
18.1.2), quando aplicado a uma função quadrática estritamente 
côncava, convergirá em exatamente uma etapa. Aplique o mé- 
todo à maximização de 


AX) = dx, + 6x, —- 2x? - 2x x, — 2x; 


2. Execute no máximo cinco ilerações para cada um dos seguintes 
problemas usando o método do crescimento mais acentuado. 
Considere que X” = Ü em cada caso. 

(a) min AX) = min AX) =(x-xP+(l-x,) 
(b) max f(X) = cX + X'AX 


onde 
c=(1,3,5) 
o fa im 
2 
A=/-3 -2 Ü 
404 


(c) min AX) =x, -x, +a nr, 


19.2 ALGORITMOS RESTRITOS 


O problema geral de programação não linear restrita é definido 
COMO 


Maximizar (ou minimizar) z = AX) 
sujeito a 
g(X)=0 


As condições de não-negatividade X > 0 são parte das restri- 
ções. Além disso, ao menos uma das funções AX) e g(X) é não linear 
è todas as funções são diferenciáveis continuamente, 

Não existe um algoritmo único para tratar dos modelos não li- 
neares gerais devido ao comportamento errático das funções não 
lineares. Talvez o resultado geral mais aplicável ao problema sejam 
as condições de KKT (Seção 18.2.2). A Tabela 18.3 mostra que, a 
menos que /(X) e g(Ã) sejam bem-comportadas (com base nas con- 
dições de convexidade e concavidade), as condições de KKT são 
somente necessárias para garantir a otimalidade. 

Esta seção apresenta vários algoritmos que podem ser classifi- 
cados de modo geral como métodos indiretos e diretos. Os métodos 
indiretos resolvem o problema não linear lidando com um ou mais 


Pesquisa operacional 


problemas de programação linear derivados do problema de progra- 
mação original. Métodos diretos lidam com o problema original. 

Entre os algoritmos indiretos apresentados nesta seção figu- 
ram os de programação separável, quadrática e restrita pela chan- 
ce. Entre os algoritmos diretos estão o método de combinações 
lineares e uma breve discussão da SUMT, técnica de maximização 
irrestrita sequencial. Outras técnicas não lineares importantes po- 
dem ser encontradas na lista de referências bibliográficas no final 
do capítulo. 


19.2.1 Programação separável 


Uma função fix, Xy- 4,) É separável se puder ser expressa 
como a soma de n funções de uma única variável f(x). XD... 
fix J isto é, 


Rx es) = fl) + Bla) + + fixo) 
Por exemplo, a função linear 


Lj É meo CURADO a E A + OX, + Fa, 
é separável (os parâmetros ai= 1,2,...,n são constantes). De forma 
contrária, a função 


Alx xx )=r]+a sen(x, +x)+x,e5 


| 
não é separável. 
Algumas funções não lineares não são diretamente separáveis, 
mas podem ser transformadas em separáveis por meio de substitui- 
ções adequadas. Considere, por exemplo, o caso de maximizar z =x X. 
Determinando y = xx, In y = In x, + In x, e o problema torna-se 


Maximizar z =y 
sujeito a 
In y= ln x +Inx, 
que é separável. A substituição pressupõe que x, e.v, sejam variáveis positi- 
vas porque a função logaritmica é indefinida para valores não positivos. 
O caso em que x, e x, assumem valor zero (isto é, x.x, 20) pode 


ser tratado da seguinte maneira. Sejam 6, e 6, constantes positivas 
e definam-se 


= 
II 


X+ 6, 


= 
P 
Il 


Xa+ Ô, 
Na substituição 
XX, = wW,- OM, -= bw, + 6,6, 


as novas variáveis, w, ¢ w, são estritamente positivas. Determinan- 
do y = w w, O problema é expresso como 


Maximizar z = y =- w| — 6,1, + 6,6, 
sujeito a 
Inv=Inw, +Inw, 


w 20,W,26, 


que é separável. 


Esta seção mostra como se pode obter uma solução aproxi- 
mada para qualquer problema separável por aproximação linear 
e o método simplex de programação linear. A função f(x) de uma 
única variável pode ser aproximada por uma função linear seg- 
mentada com a utilização de programação inteira mista (Capítulo 
9). Suponha que f(x) deva ser aproximada em um intervalo [a, b]. 
Defina-se a, k = 1,2,..., K como o k-ésimo ponto de quebra do 
eixo x tal que a, < a, <. <a. Os pontos a, ed, coincidem com os 
pontos terminais a e b do intervalo designado. Assim, f(x) é apro- 
ximada da seguinte maneira: 
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f(x)= 5 Mac, 
kel 


E 
YX =>, fl, I. 
k=] 


onde w, é um peso não-negativo associado ao k-ésimo ponto de 
quebra tal que 
K 
> weal, w20, ka 2, K 
kzi 
A programação inteira mista assegura a validade da aproxima- 
ção impondo duas condições: 


1. No máximo dois w, são positivos. 


2. Se w, for positivo, então só um w, ou w, adjacente pode as- 
sumir um valor positivo, 


Para mostrar como essas condições são satisfeitas, considere o 
problema separável 


Maximizar (ou minimizar) z= > f (x) 
jal 
sujeito a a 
¥2, (4) <b, F=1;25... r 
j= i 
Esse problema pode ser aproximado para um problema de pro- 
gramação inteira mista da seguinte maneira. Seja’ 


a, = ponto de quebra k para a variável x, 


wa = peso com ponto de quebra k da variável x, | E =1,2....K 
| ; 


a 


peHl,2,..n 
Portanto, o problema misto equivalente é 
^ k, 
Maximizar (ou minimizar) z= Pee ACE yw, 
i=l = 


sujeito a 


R 
Li 
S y Bula Wwy Sh, i=l hm 


j=l kal 
Osw, Sy, 


amy fy pity, KZ KM, fel 2a 


Swe S Vie as j=l A.A 
> y =l j=1,2 fi 
kel 
K; 
| Ww, =l, jal, Ash 
k=l 


Ye =O YR 2 Ky Pelagia 


As variáveis para o problema de aproximação são w, € y, 

Essa formulação mostra como qualquer problema separável 
pode ser resolvido, ao menos em princípio, por programação inteira 
mista. À dificuldade é que o número de restrições aumenta muito 
rapidamente com o número de pontos de quebra. Em particular, a 
viabilidade computacional do procedimento é questionável porque 
não há programas de computador consistentemente confiáveis para 
resolver grandes problemas de programação inteira mista. 

Outro método para resolver o modelo aproximado é o método 
simplex normal (Capítulo 3) usando bases restritas. Nesse caso, as 
restrições adicionais que envolvem y, são descartadas O método de 
base restrita modifica a condição de otimalidade do método simplex 
selecionando a variável que entra na base, w, que tenha o melhor 
(z,— Cu). tal que duas variáveis w só possam ser positivas se forem 
adjacentes. O processo é repetido até que a condição de otimalida- 
de seja satisfeita ou até que seja impossivel introduzir um novo w 
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sem violar a condição de base restrita. A última tabela simplex dá a 
solução ótima aproximada para o problema, 

O método da programação inteira mista dá como resultado uma 
solução ótima global para o problema aproximado, mas o método 
da base restrita só pode garantir uma solução ótima local. Ademais, 
nos dois métodos a solução aproximada pode não ser viável para o 
problema original. De fato, o modelo aproximado pode dar origem 
a pontos adicionais que não são parte do espaço de soluções do pro- 
blema original, 


Exemplo 19.2-1 


Considere o problema 


Maximizar z =x, + x} 
sujeito a 


3x, + 2r <9 
see = 0) 


A solução ótima exata para esse problema, obtida com a uti- 
lização do AMPL ou do Solver, é x, = 0, x, = 2,12132 e 2* = 20,25. 
Para mostrar como o método de aproximação é usado, considere as 
funções separáveis 


fx) =, 

fil) =x 

E = a = 

g) = 3x, 

g) = 2x3 
As funções f(x) e g (x) permanecem as mesmas porque 
ja são lineares. Nesse caso, x, é tratada como uma das variáveis. 
Considerando f(x.) e g (x), pressupomos quatro pontos de que- 
bra: a, =0,1,2¢3 para k = 1,2,3 ¢ 4, respectivamente, Como o 


valor de x, não pode passar de 3, decorre o que é mostrado na 
Tabela 19.3, 


Tabela 19.3 Funções 


k ax fan) = ak glan) = 205 
l () () 0) 
2 1 | 2 
43 a2 Ló 8 
4 3 ol 18 


Isso da como resultado 


Ax.) = wa) + mala) + wi fia.) + w,fi(a,,) 


= Om, + lw, + 16w,, + SIW, = w,, + low,, + elwy 
De modo similar, 
g.(x,) =2w,, + 8w,,+ 18w,, 
Portanto, o problema de aproximação se torna 


Maximizar z = x, + w,, + 16w, + Sm, 
sujeito a 


<9 


dd — 


ax, + 2w,, + Bm, + 18w 
Wa + Was + Wy, + Wi = 1 


x, 20,w,,20,k =1,2,3,4 


Os valores de w. & = 1, 2, 3, 4, devem satisfazer as condições 
de base restrita. 


“Seria mais exato substituir o indice k por & para corresponder exclusivamente à variável j. Contudo, não faremos so para simplificar a notação, 
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A tabela simplex inicial (com colunas rearranjadas para dar 
uma solução inicial) é dada por 


Base x Was W33 W4 Sy Wj Solução 
z -1 -1 -16 - 81 0 0 ü 
ši 3 2 8 18 | ü 9 
W's] ü | l | ü | l 


A variável s, (> 0) é uma folga. (Por mero acaso, esse problema 
tinha uma solução inicial óbvia, Em geral, pode ser que tenhamos de 
usar variáveis artificiais (Seção 3.4).) 

Pelos coeficientes da linha z, w, é a variável que entra na base, 
Como atualmente ww, é básica e positiva, a condição de base restrita 
impõe que ela deve sair antes de w,, poder entrar na solução. Pela 
condição de viabilidade, s, deve ser a variável que sai da base, o que 
significa que w,, não pode entrar na solução. A próxima melhor vä- 
riavel que entra na base, w, requer que w, saia da solução básica, 
uma condição que, por coincidência, é satisfeita pela condição de 
viabilidade. Então, a nova tabela simplex torna-se 


Base Xi Wa Was Was Si wa Solução 
z -1 15 0 -65 0 16 16 
5 3 -6 0 10 l -8 l 
W'a 0 | | | 0 | | 


Em seguida, w, é a variável que entra na base, o que é admissi- 
vel porque w,, é positiva. O método simplex mostra que s, sairá da 
base. Assim, 


Base Xi Was Was Wag 5 Way Solução 
z 0 4 0 0 Do -3 221 
4 h I X 1 
wy i - 0 1 10 = Wi 
+ Li 1 I8 äp 
Was “1 10 0 Th Ww m 


A tabela simplex mostra que w, e w,, são candidatas à variável 
que entra na base. Como w, não é adjacente à variável básica w,, ou 
w, não pode entrar na base. De maneira semelhante, w,, não pode 
entrar na base porque w,, não pode sair da base. Assim, a última 
tabela simplex é a melhor solução de base restrita para o problema 
de aproximação. 

A solução ótima para o problema original é 


x,=0 


x, = 2w, +Iw, = 2(2)+3(+) = 4] 
a mr E 10, 10 


z=0+2,1' =19,45 


O valor x, = 2,1 é aproximadamente igual ao valor ótimo ver- 
dadeiro (= 2,12132). 


Programação separavel convexa. Um caso especial de progra- 
mação separável ocorre quando g (x) é convexa para todo / e j, o 
que assegura um espaço de solução convexo. Adicionalmente, se 
fx) for convexa (minimização) ou côncava (maximização) para 
todo j, então o problema tem uma solução ótima global (veja a Ta- 
bela 18.3, Seção 18.2.2). Sob tais condições, pode-se usar a seguinte 
aproximação simplificada. 


Pesquisa operacional 


Figura 19.4 
Aproximação linear por partes de uma função convexa 


Ay) | 


Considere um problema de minimização e seja f(x.) como mos- 
tra a Figura 19.4. Os pontos de quebra da função f(x) são x, = a. k 
= 0,1,...,K. Se x, definir o incremento da variável x, na faixa (ds, p 
a) k= 1,2,....K,e r, fora taxa de variação correspondente (incli- 
nação do segmento de reta) na mesma faixa, então 


fx) = 5 Xp HS Caa) 


OQ fato de f(x) ser convexa assegura que ry <7, <... < My. [sso 
significa que, no problema de minimização, para p < q,a variável x, 
é mais atraente do que x, . Em consegiiência, x, sempre alcançará 
seu limite máximo antes de x, poder assumir um valor positivo, 

As funções restrição convexas g (x) são aproximadas, em es- 
sência, do mesmo modo. Seja r a inclinação do k-ésimo segmento 
de reta correspondente a g (x ). Decorre que 


K 


Bs, ) = Fi Ka + By (a, ) 
kal 


Assim, o problema completo é dado por 


Ro i 
Minimizar z = > PRE + fla) 
jel | £1 


sujeito a 
om a Pi 
pr Sx, +2,(4,.)|=5, f=1,2,...,m 
fel], &=l 
05%, 54, - 4,58 = 1,2, K j= 12.8 
onde 


EF. = 
k TA 
ay Ea =| 
Es ki (a ) T Ei (a, i) 
ik FE 
By RT py 


© problema de maximização é tratado, em essência, do mesmo 
modo, Nesse caso, r, >r, >... >, O que significa que, para p < q, 
a variável x, sempre alcançará seu valor máximo antes de x, conse- 
guir assumir um valor positivo (veja o Problema 7, Conjunto 19.2a, 
para prova). 

O novo problema pode ser resolvido pelo método simplex com 
variáveis com limite superior (Seção 7.3). O conceito de base restri- 
ta não é necessário porque a convexidade (concavidade) das fun- 
ções garante a correta seleção de variáveis básicas. 


Capitulo 19 Algoritmos de programação não linear 


Exemplo 19.2-2 
Considere o problema 


Maximizar z =x —X, 
sujeito a 
dx) + x, S243 
X, + 2x3 532 
x: EL 
4,235 


As funções separáveis desse problema são: 


Eled=ax,.fle)=-, 
Butt) = 3X, gola) =* 
Ent) =X, 8y(%,) = 2x5 


ba ihe 


Essas [funções satisfazem a condição de convexidade requerida 
para os problemas de minimização. As funções f,(x,). fÃx,). e, dx,) € 
g,,(,) Já são lineares e não precisam ser “aproximadas”. 

As faixas das variáveis x, ¢ x, (estimadas pelas restrições) são 
sx S53e08 x, 44. Sejam A, =3e K, = 4. As inclinações cor 
respondentes às funções separáveis são determinadas da seguinte 
maneira: 

Para j = 1, como demonstrado na Tabela 19.4. 


Tabela 19.4 Inclinações correspondentes 
yara funções separáveis 


= ete — tt jo 
ko ag gula) = ai, Filik Fik 


O ü Ü — —— 
| | 3 3 +] 
2 2 48 45 Xia 
3 3 243 195 x4 


Para j = 2, como demonstrado na Tabela 19.5. 


Tabela 19.5 Inclinações correspondentes 
para funções separáveis 


=x 
k ax Bn aag) = lag ak Xak 


U ü 0 — — 
l | 2 2 Aa] 
2 2 8 ü Xaa 
3 > ls 10 Yaş 


Portanto, o problema completo se torna 


Maximizar z = x|- X, 


sujeito a 


OX, + DX, + 195% +X = 245 (19,1) 
x, + 2x,, + 6x, + 10x,, + 14x,, 552 (19.2) 
x, 22,1 (19.3) 
x235 (19.4) 
Yj PL tij- = (19.5) 
Xt dy tke tAr = (19.6) 
QSx,S514=1,2,3 (19.7) 
Osx, S1k=1,2,3,4 (19,8) 

xx, 20 


As restrições 5 e 6 são necessárias para manter a relação entre 
variáveis originais e novas. A solução ótima é 


= +52, =2081 = 353%, =X Lx, = 
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Momento AMPL 


A modelagem de problemas não lineares em AMPL é muito 
parecida com a de problemas lineares. Entretanto, obter a solução 
é uma questão completamente diferente, devido ao comportamen- 
to “imprevisível” das funções não lineares. A Figura 19.5 dá o mo- 
delo em AMPL do problema original do Exemplo 19.2-2 (arquivo 
amplEx19.2-2.txt). O único desvio em relação à PL (exceto a não- 
linearidade, é claro) é que talvez você tenha de especificar valores 
iniciais “adequados” para as variáveis a fim de conseguir que a itera- 
ção da solução convirja. Na Figura 19.5, os valores iniciais arbitra- 
rios x, = 10 e x, = 10 são especificados anexando :=10 à definição 
das duas variáveis. Se você não especificar nenhum valor inicial, o 
AMPL não chegará à solução ótima e imprimirá a mensagem “too 
many major iterations’. Embora uma solução seja dada neste caso, 
em geral ela não é correta. Em essência, o modo mais lógico de lidar 
com um problema não linear é especificar valores iniciais diferentes 
para as variáveis ¢ então decidir se é possivel chegar a um consenso 
em relação à solução ótima. 


Comentário. O AMPL fornece uma sintaxe especial para lidar com 
programas separáveis convexos. Essa representação parece funcio- 
nar com mais confiabilidade se a nao-linearidade ocorrer apenas na 
função objetivo. Caso contrário, o comportamento é bastante sujel- 
to a erros e, na verdade, o AMPL pode declarar que as restrições são 
inviáveis quando de fato não são. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 19.2A 


1. Aproxime o seguinte problema a um de programação inteira mista, 
Maximizar z = e + x, + (x, + 1) 
sujeito a 
xi+Xx,53 
xx, 20 
*2. Repita o Problema 1 usando o método de base restrita. Em se- 
guida, ache a solução ótima. 
3. Considere o problema 
Maximizar z =X,X,X, 
sujeito a 
xX? +X,4+%,54 
Xi e 
Aproxime o problema a um de programação linear para 
utilizá-lo com o método de base restrita. 
*4. Mostre como o seguinte problema pode ser transformado em 
separável. 
Maximizar z = xx, + x, + XY, 
sujeito a 
Xx +X, tr 5 10 


Rue {) 


Figura 19.5 
Modelo em AMPL para o Exemplo 19.2-2 


#inital value = 10 


var xl>=0 =] 
1 #initial value = 10 


var x2>=0 := 


maximize Z: xl-x2; 

subject to cl: 3*x1°4+x2<=243; 
subject to c2: x1+2*x2°2<=32; 
subject to c3: xl>=2.1; 
subject to cd; x2>=3.5; 


solve; 
display z,xl,x2; 
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5. Mostre como o seguinte problema pode ser transformado em 
separável. 
Minimizar z= e" +(x'-27 
sujeito a 
XL, thy E 
Ko Xp %,.2 0 


6. Mostre como o seguinte problema pode ser transformado em 
separável. 


Maximizar z = e'r: + 15x, +X, 
sujeito a 
x txat 510 
¥5%,,%4;20 
x, irrestrita em sinal 


7. Mostre que, em programação separável convexa, nunca é ótimo 
ter x, > 0 quando x, | não for um limite superior. 


8. Resolva como um problema de programação separável convexa: 
Minimizar z=x*+x,+X/ 
sujeito a 
+x, +xis4 
lv, +X, |<0 
A 4,20 
x, irrestrita em sinal 
9, Resolva como um problema de programação separável convexa: 
Minimizar z = (x, — 2) + d(x, — 6) 


sujeito a 


19.2.2 Programação quadrática 


Um problema de programação quadrática é definido como 


Maximizar z = CX + X'DX 
sujeito a 
AX <b, AZO 
onde 
+ Ed ine GORDA ck 
C= {tp 6-6) 
b=(b; bpb 


H Mjn 
A=| : 
l gem 
dy oy 
D=| : - 
dy aac E 


A função X"DX define uma forma quadrática (Seção Di, dis- 
ponível em inglês no site do livro). Considera-se que a matriz D 
é simétrica ¢ negativa definida. Isso significa que z é estritamente 
côncava. As restrições são lineares, o que garante um espaço de so- 
lução convexo. 

A solução para esse problema é bascada nas condições neces- 
sárias de KKT. Como z é estritamente côncava e o espaço de solu- 
ção é um conjunto convexo, essas condições (como mostra a Tabela 
18.3, Seção 18.2.2) são também suficientes para uma solução ótima 
global, 

© problema de programação quadrática será tratado para O 
caso de maximização. À conversão para minimização é direta. O 
problema pode ser expresso como 


Maximizar z = CX + X'DX 


Pesquisa operacional 
sujeito a 
Ad. fb 
coy=[4)x-[6)<0 


ha One Agena ADE 


Fal 


U = (Pp Hy rye) 


Sejam 


os multiplicadores de Lagrange correspondentes às restrições AX — 
bste-X £0, respectivamente. À aplicação das condições de KKT 
resulta em 

A20,U20 


Vz-(ALUN VGCX) =0 


n 
4[6-Sa, )=0 i=l, 2, 
. ! : 


Hx =0,j=1,2,..,n 
AX <b 


-X <0 
Agora 


Vz=C+2X'D 


VG(X) (4 


Sejam $ = b- AX = 0 as variáveis de folga das restrições. As 
condições se reduzem a 


-2NX'D+A'A-U'=C 
AX +S=b 
nx, =0=AS para todo fe j 
A U,X,S>0 


Como D' = D,a transposição do primeiro conjunto de equações 
pode ser expressa como 


-IDY + AX- U= C" 
Por isso, as condições necessárias podem ser combinadas como 

| X 

=D A’ -I OVA = E 

A 0 0 TU b 
5 

px, =0 = 45, para todo ie j 
A, U, X, S20 


Exceto as condições jx, = 0 = AS, as equações restantes são 
funções lineares em X, A, U e 8. Assim, o problema é equivalente a 
resolver um conjunto de equações lineares com as condições adicio- 
nais px = 0 = ÀS. Como z é estritamente côncava e o espaço de so- 
luções é convexo, a solução viável que satisfaz todas essas condições 
deve resultar em uma solução ótima única, 

A solução do sistema é obtida usando a Fase | do método das 
duas fases (Seção 3.4.2). À única restrição é satisfazer as condições 
4,5, = 0 = px, Isso significa que À e s, não podem ser simultancamen- 
te positivas, tampouco | e x. Essa é a mesma idéia da base restrita 
utilizada na Seção 19.2.1. 

A Fase | dará todas as variáveis artificiais iguais a zero contanto 
que o problema tenha um espaço viável. 


Exemplo 19.2-3 


Considere o problema 
Maximizar z = 4x, +6x,-21x/-2x,k%,— 2x; 
sujeito a 
+ dx, 52 
Xp X 20 


Capitulo 19 Algoritmos de programação não linear 


Esse problema pode ser posto em forma de matriz da seguinte 
maneira: 


Maximizar z=(4, DRC +, te By fel 


sujeito a 


-1 0 of] (4 
-1 0) !|=|6| ux=H1,=48,=0 
2 


A tabela simplex inicial para a Fase 1 é obtida com a introdução 
das variáveis artificiais K, e R, e a atualização da linha da função 
objetivo. Assim, 


Base x; Xə Ay hy ft Ry Rs s Solução 


F 6 6 3 -] -1 0 ü 0 10 


Rr 8 F & 4 
o 2 A 2 @ A oO 4 p 6 
5 i 2 6 ð 0 o 1 2 


Iteragio 1 Como p, = 0, a variável mais promissora, x, pode ser 
transformada em básica sendo R, a variável que sai da base. Isso 
resulta na seguinte tabela: 


Base xy X Ay j Po KA Ro ss Solução 
R 0 $ § -1 -2 ta 4 
xy t 4 4 4 6 |; ® db 
R 03 5 Ff =l -} 1 0 4 
sì O ¢ -i |l O -jå 0 1 


Iteração 2 A variável mais promissora, x., pode ser transformada em 
básica porque p, = O. Isso dá 


Base x; > Ay fy fir R, Ry s Solução 
r 0 0 2 O -l1 -Il 0 -2 2 


a, 
| 


x 1 0 4 «= ; 
R 0 0 2 o a mM f = 
x 0 1 -= 1 1 : 


aiea ud e 
wla pJ tal 


Iteragao 3 Como s, = 0,4, pode ser introduzido na solução. [sso 
resulta em 


Base xy Xa Ay fy fia Ry Rs Š) Solução 
r 0 0 O i g -1 =] ü () 
a 10 0 4 & bg dd 
a o o 1 0 - 0 4 =] 1 
ta 0 1 0 : E F -5 = ; ; 


317 


A última tabela dá a solução ótima para a Fase I. Como r = 0, 
> a 1 bal 4 m 1 
a solução x, = p= é viável. O valor ótimo de z, calculado com 
base no problema original, é 4,16. 


Momento Solver 


A Figura 19,6 fornece a solução para o Exemplo 19,2-3 usando 
o Solver (arquivo excelOPxls). Os dados são digitados de modo se- 
melhante ao utilizado em programação linear (veja a Seção 2.4.2), 
A principal diferença ocorre no modo como as funções não lineares 
são digitadas. Especificamente, no Exemplo 19.2-3, a função objeti- 
vo não linear 


z=4x, +6x,-2x 2x, — 2x; 
é digitada na célula-alvo D5 como 
=4+*B10+6*C10-2*B10º2-2*B10*C1l0-2*C10º2 


Nesse caso, as células variáveis são B10:C10 [= (x, x,)]. Obser- 
ve que as células B5:C5 não são usadas no modelo. Para facilidade 
de leitura, digitamos o simbolo NL para indicar que a restrição as- 
sociada é não lincar. Além disso, você pode especificar a não-ne- 
gatividade das variáveis na caixa de diálogo Opções (Options) ou 
adicionando restrições explícitas de não-negatividade. 


Figura 19.6 
Solução em Solver do problema de programação quadrático do 
Exemplo 19,2-3 (arquivo excelQP xls) 


A B C 
Quadratic Pr 


MME FUG 
ramming Model f 


1á | Set Target Cel: 
OB] Onin Ovabeot [o | 


16 | gy Changing Cels: 


$6510:$C$10 >a 
21) |5055 <= F56 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 19.2B 


1. Considere o problema 
Maximizar z = 6x, + Jr, -4x,x, - 2x7 - 3x; 
sujeito a 
A E 
2x, + 3x, 54 


Ries 20 


Mostre que z é estritamente côncava e então resolva o proble- 
ma usando o algoritmo de programação quadrática. 
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*2. Considere o problema: 
Minimizar z = 2x? + 2x? + Sx? + 2y x, + lex +x, —3x,— 5x, 
sujeito a 
XK, +X, 42,2 1 
dx + 2x, +x, 26 
Xp Xa, X= 0 


Mostre que z é estritamente convexa e então resolva o proble- 
ma usando o algoritmo de programação quadrática, 


19.2.3 Programação restrita por chance 


Programação restrita por chance (Chance-Constrained Pro- 
gramming) trata de situações nas quais os parâmetros das restri- 
ções são variáveis aleatórias e as restrições são realizadas com uma 
probabilidade mínima. Em linguagem matemática, o problema é 
definido como 


Maximizar z= Le Rs 
J! 
sujeito a 
m 
> a "| s à 
F DA, <bp2l-g, i=1,2,..., m, x, 20, para todo; 
Os parâmetros «a, e b são variáveis aleatórias, e a restrição i é 
realizada com uma probabilidade minima de | - œ, 0 < at, < 1. 
Três casos são considerados: 
1, Somente a, é aleatória para todo į e j. 


2. Somente b, é aleatória para todo i. 


3. Ambas, q e b, são aleatórias para todo te j. 


Nos três casos, considera-se que os parâmetros são normalmen- 
te distribuídos com médias e variâncias conhecidas. 


Caso 1. Cada a, é normalmente distribuída com média Ela). variân- 
cia vara je covja.,a,..} de a, èa.. 
4 iy ry y EJ 
Considere 


P (Sax =b 21-«, 


fl 
e defina-se 


onde 
X = (xpos X F 
D = i-ésima matriz de covariância 
var {a} covia, rfin | 
cov {4,,. a, } vai, } 
Agora 


| j,- h-Ejh} b- Eth} | 


Jvar{h,} -vard Ih} | 


I-ET iy Soa : 
onde ant a se distribui conforme uma p padronizada, com 
var if 


P{h sb} = Py 2l-a 


média zero e variância um. Isso significa que 
b-E{h, | 


4 [vardi } 


onde F representa a CDF da distribuição normal padronizada. 


Pih sb\=F 


Pesquisa operacional 


Seja K o valor da normal padronizada tal que 
RK) =1- 
Portanto, a declaração Pjh £ b} 21- o, é realizada se, e somente se, 


b -Eth} >K 


jva rih, | E 


Isso resulta na seguinte restrição deterministica não linear: 


Sela, lx, +K, \X'D,X £b, 
jal 


Para o caso especial em que os parâmetros a, sao independentes, 


Essa restrição pode ser posta na forma da programação separá- 
vel (Seção 19.2.1) usando a substituição 


$ varfa, he 
Assim, a restrição original é equivalente a 


> Ela, hy, + Ka v Eb, 
jel 


. para todo é 


HM 

AETAT eee ae 
Y var fa, px -y =0 
il 


Caso 2. Somente b se distribui conforme uma normal com média 
Elb | e variância varth |. A análise é semelhante à do caso 1. Consi- 
dere a restrição estocástica 


nm 

P p 2 Sia, z > oO 
j=l 

Como no caso |, 


(rebola Bor Et] 


Essa expressão só pode ser válida se 


ax, Elb) 


A qeu D, } - n 


Portanto, a restrição estocástica é equivalente à restrição linear 
deterministica 


San _ SE{b}+K, var} | 


Caso 3, Nesse caso, todos a, e b, são variáveis aleatórias normais. 
Considere a restrição 


Da, aX į = b, 
Essa expressão pode ser escrita como 
H 
Qu; -b SO 
i a 


Como todos ae b. têm distribuição normal, também tem dis- 


tribuição normal. Isso mostra que a restrição de chance se reduz à 
situação do caso 1, e é tratada de maneira semelhante, 


Capitulo 19 Algoritmos de programação não linear 


Exemplo 19.2-4 
Considere o problema restrito por chance 


Maximizar z = 5x, + 6x, + 3x, 
sujeito a 
x 


Pa, | 
Pl5x, + x, + 6x, £ b.) 20,10 


+ a,x, + a,x, = 8) 2 0,95 


Ma des dr 


Considere que os parâmetros a,j = 1,2,3 são variáveis aleatórias 
independentes e normalmente distribuídas com as seguintes médias 
e variâncias: 


Ela, )=1, Efa,,} = 3, Efa,,} =9 
varia, | = 25, var{a,,} = 16, var{a,,} = 4 
O parâmetro b, é normalmente distribuído com média 7 e va- 
riância 9, 


Pelas tabelas da distribuição normal padronizada do Apêndice 
B (ou excelStatTabelas, xls), 


K 


EE 


F Kors = 1,645, Ko =K 10 1,285 


0, 
Para a primeira restrição, a restrição deterministica equivalente é 
x, +3x, +9x,+1,645/25x] + 16x; +4x; 38 


e para a segunda restrição, 


Sx, +x, + 6x, S7 + 1,285(3) = 10,855 
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© problema resultante pode ser resolvido como um problema 
de programação não linear usando o AMPL ou o Solver, ou pode 
ser convertido em um problema de programação separável da se- 
guinte maneira: 
y= 25x72 + 16x? + 4x? 
© problema torna-se 


Maximizar z = 3x, + Gr, + 3x, 
sujeito a 
x, + 3x, + 9x, + 1,645y <8 


25x) + 16x; + 4x5 -y,=0 
5x, +x, + 6x, 5 10,855 


Xp tote YAO 


que pode ser resolvido por programação separavel. 


Momento Solver 
A solução ótima em Excel do problema não linear do Exemplo 
19.2-4 é dada na Figura 19.7 (arquivo excelCCP xls). Só o lado es- 


querdo da restrição 2 é não linear, e é digitado na célula F7 como 


=25*B12*2+16*c1l2º2+4*Dl2º2-El2º2 


CONJUNTO DE PROBLEMAS 19.2C 


*1. Converta o seguinte problema estocástico em um modelo de- 
terministico equivalente. 


Maximizar z =x, + 2x, + Sx, 


a ee e e e 


Figura 19.7 
Solução em Solver do programa restrito por chance do Exemplo 19.2-4 (arquivo excelCCP.xls) 
Eca A Se es a i ES F G 
ES Stochastic Programming Model 
| 2 Input data: 
3 
[4 
_5 Objective 
_6 Constraint 1 ESS SS EAC O ren] 
_7 Constraint 2 
| 8 (Constraint 3 
[9 EAA 
10 Output results: 
| 11 x1 x2 x3 y Z 
| 12 Solution 0.4624851 0.6327123 0 3.4281933 | 6.1086993 
D == - — e = 
EGEE Solver Parameters 
15 j = 
16 | Set Target Cell: F55 Sal 
EtA EqualTo: @)Max OMn © Value of: 
| 18 | By Changing Cells: 
19 
21) Subject to the Constraints: 
22, SB$12:SES 12 >=0 
| 23 SFS6 <= 5H56 
24. SFS7 = SHS7 
a a. 
| 26 
27 
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sujeito a 
Plax, + 3x, + ax, = 10} 20,9 
Pi7x, + 5x, +x, 56) 201 
XXX, 20 


e a, são variáveis aleatórias independentes 
=2e Ela} =: 
é normalmente 


Considere que a, e a 
e normalmente distribuídas com médias Eta | 
variâncias varta,) = 9 e varja} = 16, que b, 
distribuida com média 15 e variância 25, 


2. Considere o seguinte modelo de programação estocastica: 


Maximizar z =x, +x, +X, 
sujeito a 
Pix? + ax} +a, oft = 10} 20,9 
X Xp, 2 


Os parâmetros a, e a, são variáveis aleatórias independen- 
tes e normalmente distribuídas com médias 5 e 2,e variância 16 
e 25, respectivamente. Converta o problema em uma forma de 
programação separável (deterministica). 


19.2.4 Método de combinações lineares 


Este método trata do seguinte problema no qual todas as res- 
trições são lineares: 


Maximizar z =X) 
sujeito a 


AX sb, X20 


O procedimento é baseado no método do crescimento mais 
acentuado (gradiente) (Seção 19.1.2). Contudo, a direção especifi- 
cada pelo vetor gradiente pode não resultar em uma solução viável 
para o problema restrito, Além disso, o vetor gradiente não será 
necessariamente nulo no ponto ótimo (restrito). Assim, o método 
do crescimento mais acentuado pode ser modificado para tratar do 
caso restrito. 

Seja X, o ponto viável de tentativa na iteração k. A função ob- 
jetivo AX) pode ser expandida na vizinhança de X usando a série 
de Taylor, o que da 


AX) = f(X,) + WACK CX = X,) = (HA) = VAUX, )X,) + YVAN 


O procedimento recomenda determinar um ponto viável X = 
X* tal que (X) seja maximizada respeitando as restrições (lincares) 
do problema. Como AX.) — VAX X, é uma constante, o problema 
para determinar X* se reduz a resolver o seguinte problema de pro- 
gramação linear: 


Maximizar w (X) = VAXIX 
sujeito a 
AX Sb, X20 


Dado que w, é construido com base no gradiente de AX) em 
X,, só é possível garantir um ponto de solução melhorado se, e so- 
mente se, w,(X*) > w (X,). Pela expansão de Taylor, a condição não 
garante que f(X*) > /(X,) a menos que X* esteja na vizinhança de 
X, Contudo, dado que w (X*) > w,(X,), deve existir um ponto X, ,, 
sobre o segmento de reta (X,, X*) tal que AX, )>fX,). O objetivo 
é determinar X,- Defina-se 


Xa =(l-r)X, + rX* = X* + 7(X*-X,),0<rsl 


Isso significa que A, é uma combinação linear de X, e X*, 
Como X, e X* são dois pontos viáveis em um espaço de solução 
convexo, X, também é viável. Em termos do método do cresci- 
mento mais acentuado (Seção 19.1.2), 0 parâmetro r representa o 
tamanho do degrau. 


Pesquisa operacional 


O ponto X, é determinado de modo tal que AX) seja maxi- 
mizada. Como X, é uma função somente de r, X, é determinado 
maximizando 


E +] 


hir) = AA + rUX* —X,)) 


O procedimento é repetido até que, na k-ésima iteração, w,(X*) 
= w (X). Neste ponto, nenhuma outra melhoria é possivel c o pro- 
cesso termina com X, como o melhor ponto de solução. 

A diferença entre os problemas de programação linear gera- 
dos nas sucessivas ilerações são apenas os coeficientes da função 
objetivo. Assim, os procedimentos de análise pós-otimização apre- 
sentados na Seção 4.5 podem ser usados para executar cálculos com 
eficiência. 


Exemplo 19.2-5 
Considere a programação quadrática do Exemplo 19.2-3, 


Maximizar AX) = dy + 6x,- 2x? - 2x x, - 2x? 
sujeito a 
¥,+ 21,52 
Xe x, >0 
Seja X,- ae 1) o ponto inicial da tentativa. que é viável, Agora 


V(X) = (4-4x, -2x,6-2x,— 4x) 


Heração 1 
VAX) = (1,3) 


Oproblemade programação lincarassociado maximiza w =x + 3x, 
sujeito às restrições do problema original, o que dá a solução ótima 
A* = (0,1). Os valores de w, em X, e X* são Iguais a 2 ¢ 3, respectiva- 
mente. Dai, um novo ponto de tentativa é determinado como 


x =(a)er[(0:0)-(5:3)] CF) 


A maximização de 
h(r)= A= r E) 


resulta em r, = 1. Assim, X, = (0, 


1) com AA) = 4 
Iteragao 2 
VAX) = (2,2) 


A função objetivo do novo problema de programação linear 

a Mi = 2x, + 2x, À solução ótima para esse problema resulta em 

= (2,0). Como os valores de w, em X, e X* são 2 e 4, deve-se 
Ps um novo ponto de tentativa. Assim, 


X, = (0, 1) + r[(2, 0) — (0, 1)] = (2r,1-7) 
A maximização de 
hir) = f(2r,1—r) 
resulta em r, = +. Assim, X, =| £, >| com f(X,) = 4,16. 


Iteração 3 
VAX) = (1,2) 


A função objetivo correspondente é w, = x, + 2x.. À solução 
ótima deste problema dá as soluções alternativas X*=(0,1)e X*= 
(2,0). O valor de w, para ambos os pontos é igual a seu valor em X.. 
Conseqiientemente, nenhuma outra melhoria é possível. A solução 


5 

ótima aproximada é X, = a 5) com AX.) = 4.16. Por acaso, essa é 
E he 

exatamente a solução ótima. 


Capitulo 19 Algoritmos de programação nao linear 
CONJUNTO DE PROBLEMAS 19.2D 


l. Resolva o seguinte problema pelo método de combinações lineares 
mam caw hata E | = 
Minimizar AX) =x + x, -3x,x, 


sujeito a 


19.2.5 Algoritmo SUMT 


Nesta seção, apresentamos um método de gradiente mais geral, 
Considera-se que a função objetivo AX) é côncava e que cada fun- 
ção restrição g(X) é convexa. Além do mais, o espaço de solução 
deve ter um interior, o que exclui a utilização explicita ou implicita 
de restrições de igualdade. 

O algoritmo SUMT (Sequential Unconstrained Maximization 
Technique — técnica de maximização irrestrita sequencial) é ba- 
seado na transformação do problema restrito em um problema ir- 
restrito equivalente. O procedimento é mais ou menos semelhante 
ao do método dos multiplicadores de Lagrange. Então, o problema 
transformado pode ser resolvido com a utilização do método do 
crescimento mais acentuado (Seção 19.1.2). 

Para esclarecer o conceito, considere a nova função 


axd E tg ES 


f=] É; j=l E 


onde + é um parâmetro não negativo. O segundo sinal de somatório 
leva em conta as restrições de não-negatividade, que devem ser pos- 


tas na forma =x £ 0 para ser consistente com as restrições originais. 
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Como g(Ã) é convexa, Ee é côncava, o que significa que 
p(X.) é côncava em X. Em consequência, p(X.) possui um máximo 
único. A otimização do problema original restrito é equivalente à 
otimização de p(X,r). 

O algoritmo é iniciado pela seleção arbitrária de um valor inicial 
ndo negative para £ Um ponto inicial X, é selecionado como a primei- 
ra solução tentativa. Esse ponto deve ser um ponto interior, isto é não 
deve se encontrar sobre as fronteiras do espaço de soluções, Dado o 
valor de s, o método do crescimento mais acentuado é usado para 
determinar a solução ótima (máximo) correspondente de p(X). 

© novo ponto de solução será sempre um ponto interior por- 
que, se o ponto de solução estiver perto das fronteiras, pelo menos 
uma das funções TES ou = adquirirá um valor negativo muito 
grande. Como o objetivo é maximizar p(Ã.). tais pontos de solu- 
ção são automaticamente excluídos. O resultado principal é que os 
pontos de solução sucessivos sempre serão pontos interiores. Con- 
sequentemente, o problema sempre pode ser tratado como um caso 
irrestrito, 

Uma vez obtida a solução ótima correspondente a um dado va- 
lor de n um novo valor de r é gerado e o processo de otimização 
(usando o método do crescimento mais acentuado) é repetido, Se t 
for o valor atual de 1,0 próximo valor, ”, deverá ser selecionado de 
modo tal que 0 erer. 

O algoritmo SUMT termina quando, para dois valores suces- 
sivos de f, os valores ótimos correspondentes de X obtidos pela 
maximização de p(X,r) forem aproximadamente os mesmos. Nesse 
ponto, quaisquer tentativas adicionais produzirão pouca melhoria. 

Na verdade, a implementação do SUMT envolve mais detalhes 
do que os apresentados aqui, Especificamente, a seleção de um va- 
lor inicial de + é um fator importante que pode afetar a velocidade 
de convergência. Além disso, a determinação de um ponto interior 
inicial pode exigir técnicas especiais. Esses detalhes podem ser en- 
contrados em Fiacco e McCormick (1968). 


REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 


Bazaraa, M.; Sherall, H. e Shetty, C. Nonlinear programming, theory and algorithms. 2. ed. Nova York: Wiley, 1993. 

Beightler, C; Phillips, D. e Wilde, D. Foundations of optimization. 2, ed, Upper Saddle River; Prentice Hall, 1979, 

Fiaceo, A. e MeCormick, G. Nonlinear programming: sequential unconstrained minimization techniques. Nova York: Wiley, 1968. 
Luenberger, D. Linear and nonlinear programming. Boston: Kluwer Academic, 2003. 

Rardin, D. Optimization in operations research. Upper Saddle River: Prentice Hall, 1998. 


LLL —= # =. 


Linguagem de modelagem AMPL’ 


Este apêndice apresenta as principais regras sintáticas do AMPL 
necessárias para o desenvolvimento e solução de complexos modelos de 
programação matemática. Para detalhes adicionais, consulte a referência 
de linguagem básica dada ao final deste apêndice (Fourer et al., 2003). 
Você também pode consultar o website www.amplcom caso queira re- 
cursos adicionais, bem como as últimas notícias e atualizações 


A.1 MODELO RUDIMENTAR EM AMPL 


O AMPL fornece um recurso para modelar problemas de pro- 
gramação matemática (lineares, inteiros e não lineares) em um for- 
mato ‘por extenso”. A Figura A.l mostra um código de PL (auto-ex- 
plicativo) para o modelo da Reddy Mikks (arquivo RML.txt). Todas 
as palavras reservadas, exceto os operadores especiais (+ —*,;: >< =), 
estão em negrito. Os simbolos restantes são gerados pelo usuário. 

O AMPL usa linhas de comando e funciona em ambiente DOS. 
Uma recente versão beta de uma interface Windows pode ser en- 
contrada em www.OptiRisk-Systems.com. 

Você pode executar um modelo clicando em ampl.exe na pasta 
AMPL e, ao aparecer o aviso ampl, digitar o seguinte comando se- 
guido de Return: 


Figura A.1 
Modelo rudimentar em AMPL (arquivo RM1.txt) 


ampl: model RM1.txt; 
var xl >=; 
var x2 >=0; 
Maximize z=: 5*x1+4*xz2; 
sujeito a 
cl: 6*x14+4*x2<=24; 
cê: ¥1+2*x2<=6; 
c3: -x1l4+x2<=1; 
ed: “x2<=2; 
solve; 
display z,x1,x2; 


O resultado será apresentado na tela como” 


MINOS 5.5: Optimal solution found. 
2 iterations 


2 = 21 
x#1 = 3 
“2 = 1,5 


O formato rudimentar de escrita por extenso dado aqui não é 
recomendado para resolver problemas práticos porque é especifi- 
co do problema. O restante deste apêndice fornece os detalhes do 
modo de utilização do AMPL na prática. 


A.2 COMPONENTES DO MODELO EM AMPL 


A Figura A.2 especifica a estrutura geral de um modelo em 
APML. O modelo é composto por dois segmentos básicos: 0 segmento 


superior (elementos | a 4) é a representação algébrica do modelo, o 
segmento inferior (elementos 5 a 7) fornece os dados que orientam 
o modelo algébrico. Desse modo, em PL, a representação algébrica 
em AMPL é um exato paralelo do seguinte modelo matemático; 


La 
Maximizar z = Ses 
jul 
sujeito a 


ři 
¥ a,x, =p), i=l, 2.. m 
jal 


Figura A.2 
Estrutura básica de um modelo em AMPL 


Representação algébrica l. Definições dos conjuntos. 
2. Definições dos parametros. 
3. Definições dos variáveis. 

4. Representação do modelo 


(função objetivo e restrições). 


Implementação do modelo | 5. Dados de entrada, 


6. Solução do modelo. 


T. Apresentação dos resultados. 


A vantagem desse arranjo é que o mesmo modelo algébrico 
pode ser usado para resolver um problema de PL de qualquer ta- 
manho pela simples mudança dos dados de entrada: m, n, cpa, e D, 

Várias regras de sintaxe aplicam-se ao desenvolvimento de um 
modelo em APML: 


1. Arquivos AMPL devem ser em texto comum (o editor Win- 
dows Notepad cria texto comum), 

2. Texto comentado pode aparecer em qualquer lugar do mode- 
lo precedido por #. 

3. Cada declaração no AMPL, com exceção de comentários, 
deve terminar com um ponto-e-vírgula (;). 

4. Uma declaração no AMPL pode ocupar mais do que uma 
linha. Pontos de interrupção ocorrem em um separador ade- 
quado, como um espaço em branco, dois-pontos, vírgula, pa- 
rênteses, colchete, chave ou operador matemático. Uma exce- 
ção à regra ocorre em cadeias (entre aspas* ou" ”) nas quais 
é previsto um ponto de interrupção pela adição de uma barra 
inclinada invertida (1). 

5. Todas as palavras-chave (com poucas exceções) são escritas 
em letras minúsculas. 

6. Nomes gerados pelo usuário podem levar letras minúsculas 
e maiúsculas. Um nome deve ser alfanumérico, entremeado 
por sublinhas, se desejado. Nenhum outro caractere especial 
é permitido. 


Usaremos o problema da Reddy Mikks da Seção 2.1 para mos- 
trar como o AMPL funciona. A Figura A.3 dá o modelo correspon- 


UA pasta AppenAFiles, disponivel em inglés no site do livro, tem todos os arquivos para este apêndice. 

* Toda versão do AMPL tem um sefver (resolvedor) default que executa os cálculos necessários para otimizar o modelo AMPL. Na versão para estudantes, Minos é o resolvedor default 
e pode resolver problemas lineares e não lineares No Companion Website hi outros resolvedores: CPLEX, ENITRO, LPSOLVE e LOQO. CPLEX resolve problemas lineares, inteiros e 
quadráticos LPSOLVE resolve problemas lincares e inteiros. KNITRO e LOQO resolvem problemas lingares e não lincares. 
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dente (arquivo RM2.txt). Por conveniência, palavras-chave (ou re- 
servadas) são reforçadas em negrito. 

O modelo algébrico começa com os conjuntos que definem os in- 
dices do modelo geral de PL. Os nomes rescurce e paint gerados 
pelo usuário, cada um precedido pela palavra-chave set, correspon- 
dem aos conjuntos {r} e [j] no modelo geral de PL. Os elementos espe- 
cificos dos conjuntos resource è paint, que definem o modelo da 
Reddy Mikks, são dados na seção de dados de entrada do modelo, 

Os parâmetros são nomes gerados pelo usuário precedidos pela 
palavra-chave pa ram, que definem os coeficientes da função objetivo è 
as restrições como uma função dos conjuntos de variáveis e restrições. 
Os parâmetros uniprofit {paint}, aij (resource, paint) e 
rhs (resource) correspondem, respectivamente, aos simbolos ma- 
temáticos c.a, e b no modelo geral de PL. Os indices i e j são represen- 
tados pelos conjuntos resource e paint, respectivamente. Os dados 
de entrada fornecem valores específicos dos parâmetros. 

As vartáveis do modelo, x, recebem o nome product prece- 
dido da palavra-chave var. Mais uma vez, product é uma função 
do conjunto paint. Podemos acrescentar a condição de não-nega- 
tividade (> = 0) na mesma declaração, Caso contrário, por default 
considera-se que as variáveis são irrestritas em sinal, 

Agora que já definimos os conjuntos, parâmetros e variáveis do 
modelo, a próxima etapa é expressar o problema de otimização em 
termos desses elementos. A declaração da função objetivo especifi- 
ca o sentido da otimização usando a palavra-chave maximize ou 
minimize. O valor na função objetivo z recebe o nome de usuário 
profit seguido de dois-pontos (:), e sua declaração em AMPL é 
uma tradução direta da expressão matemática Lc ti 


sum{j in paint} unitprofit[j]*product[j]; 


O indice j é especificado pelo usuário, Observe a utilização de 
chaves em {j in paint} para indicar que j é um membro do 
conjunto paint, e a utilização de colchetes em [5] para represen- 
tar um indice. 


Figura A.3 
Modelo em AMPL para o problema da Reddy Mikks (arquivo RM2.1xt) 


red tri dd ddr es te ALGEBRAIC MODEL + + * eevee eee eee dm dk 
Pon ets 
set paint; 
set resource; 
#--------------------------------------------parameters 
param unitprofit{paint}; 
param rhs {resource}; 
param aij {resource,paint}; 
fans sansnanyariables 
var product{paint} >= 0; 
Hannon ooo oo oo on oo on on oo oo oo ne on on on en oe ee model 
maximize profit: sum(j in paint) unitprofit[j]*product[5]; 
subject to Limit{i in resource}: 
sum{j in paint} aij[i,j]*product[j] <= rhs[i]; 

Rd e de en ee 
data; 
set paint := exterior interior; 
set resource := ml m2 demand market; 
param unitprofit := 

exterior 5 

interior 4; 
param rhs:= 


mi 24 
ma 6 
demand 1 


market 2; 


param aij: exterior interior := 


ml 6 4 
mê 1 2 
demand =] 1 
market O l: 


feat tee eee w e e GOLUT IGE A A A e dr e w d r i k k r e k e ee oh 
solve; 


#----------------------------------------output results 
display profit, product, limit.dual, product.rc; 
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Um modelo pode incluir uma ou mais declarações de restrição, 
e cada uma dessas declarações pode ser precedida pelas palavras- 
chave subject to ou simplesmente s.t. Na verdade, s.t. e 
subject to são opcionais, e o AMPL subentende que qualquer 
declaração que não comece com uma palavra-chave é uma restrição. 
O modelo da Reddy Mikks tem apenas um conjunto de restrições 
denominado limit e indexado no conjunto resource: 


limit{i in resource): 
sum{j in paint) aijl[i,j]*product[j] <= rhs[i]; 


A declaração é uma tradução direta da restrição i Fax, <b. 


i 
A idéia de declarar variáveis como não negativas pode ser ge- 
neralizada para permitir o estabelecimento de limites superiores e 
inferiores para as variáveis, eliminando, assim, a necessidade de de- 
clarar esses limites como restrições explícitas. Em primeiro lugar, os 
dois limites são declarados com os nomes lowerbound e upper- 
bound gerados pelo usuário como 


param lowerbound(paint]; 
param upperbound(paint); 


Em seguida, as variáveis são definidas como 


var product (j in paint)>=lowerbound [9], 
<=upperbound[9]; 


Observe que a sintaxe não permite comparar “vetores”, Por isso, 
um erro é gerado se usarmos 


var product {paint}>=Lowerbound{paint}, 
<=upperbound (paint); 


Podemos usar a mesma sintaxe para estabelecer condições para 
os pardmetros também. Por exemplo, a declaração 


param upperbound() in paintt>=lowerbound [5]; 


garantirá que upperbound nunca é menor do que lowerbound. 
Caso contrário, o AMPL emitirá um erro. A principal finalidade de uti- 
lizar limites em parâmetros é impedir a entrada inadvertida de dados 
conflitantes. Outra instância em que tais verificações podem ser usadas 
é quando um parâmetro deve assumir somente valores não negativos. 

O modelo algébrico da Figura A.3 é geral no sentido de que 
se aplica a qualquer número de variáveis e restrições. Ele pode ser 
ajustado para a situação da Reddy Mikks pela especificação dos da- 
dos do problema. Após a declaração data; em primeiro lugar defi- 
nimos os membros dos conjuntos e depois usamos essas definições 
para designar valores numéricos aos diferentes parâmetros. 

O conjunto paint inclui os nomes de duas variáveis que de- 
nominamos, sugestivamente, exterior e interior. Membros do 
conjunto resource recebem osnomesml, m2, demand emarket. 
Assim, as declarações associadas na seção data são dadas como 


set paint := exterior interior; 
set * := ml m2 demand market; 


Membros de cada conjunto aparecem a direita do operador 
reservado := separados por um espaço em branco (ou uma virgu- 
la). Índices de cadeias devem aparecer entre aspas duplas quando 
usados fora do segmento de dados, isto é, paint [“exterior"], 
paint [“interior“], Limit [“mlº], limit [“m2"], limit 
[“demand”] e limit [“market”]. Caso contrário, o indice de cadeia 
será interpretado incorretamente como um parâmetro (numérico). 

Poderiamos ter definido os conjuntos no inicio do modelo algé- 
brico (em vez de no segmento de dados) como 


set resource =(“ml”,“m2”,"demand”,"market”); 
set paint = (“exterior”,"interior"); 
(Observe a utilização obrigatória de aspas duplas “ “as vírgulas de 
separação e as chaves.) Esta convenção não é aconselhável de modo 
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geral porque é específica do problema, o que pode limitar o ajuste 
do modelo para diferentes cenários de dados de entrada. Quando 
essa convenção é usada, à AMPL não permitirá a modificação dos 
membros do conjunto no segmento data. 

A utilização de nomes alfanuméricos para os membros dos 
conjuntos resource e paint pode ser incômoda em problemas 
grandes. Por essa razão, o AMPL permite a utilização de conjuntos 
puramente numéricos, isto é, podemos usar 


set paint:= 1 2; 
set resource:= 1..4; 


A faixa 1..4 substitui a representação explícita 1234 e é útil 
para conjuntos com um grande número de membros. Por exemplo, 
1..1000 é um conjunto com 1.000 membros que começa com 1 e 
termina com 1.000 em incrementos de 1. 

Podemos tornar a representação por faixa mais geral, definindo, 
em primeiro lugar, m e n como parâmetros 


param m; 
param n; 


Nesse caso, os conjuntos 1..m e 1..n podem ser usados di- 
retamente no modelo inteiro, como mostra a Figura A.4 (arquivo 
RM2a.txt), eliminando completamente a necessidade de usar os no- 
mes de conjuntos resource e paint. 


Figura A.4 
Modelo em APML para o problema da Reddy Mikks (arquivo RM2a.txt) 


param m; 
param n; 

param wnitprofit{l..n}; 
param rhs(l..m); 

param ailj(l..m,l..n+; 


ff = = === — e e q q q e e e e variables 
var product{1l..n}>= 0; 
Poe aan oan oon on no nn nn on on on nnn eee model 


maximize profit:sum{j in 1..njunitprofit[)]*product[3]; 
subject to limit{i in 1..m)}: 
sum{j in 1..n}aij[i,j]*product[j]<=rhs[i]; 
data; 
param m:=4; 
param n:=2; 
param unitprofit := 1 
param rhs:= 124 26 3 


param aij: 1 2:= 
l 6 4 
Z 1 2 
3 -1 1 
4 0 l; 


solve: 
display profit, product, limit.dual, product.rc; 


Na verdade, a sintaxe 1. .m (ou 1..n) tem o formato geral 
start..end by step 


no qual start, end e step são parâmetros AMPL definidos cujos 
valores são especificados sob data. Se start < end e step > 0,08 
membros do conjunto começam com start e crescem pela quan- 
tidade step até o valor mais alto ou igual a end. Ocorre o oposto 
se start > end e step < O, Por exemplo, 3..10 by 2 produz os 
membros 3,5,76 9,6 10..3 by -2 produz os membros 10,8,6¢ 
4. O default para step é 1,0 que significa que start..end by 1 
É o mesmo que start.. end, 

Na realidade, os paråmetros start, end e step podem ser 
qualquer expressão matemática AMPL legítima calculada durante 
a execução. Por exemplo, dados os parâmetros m è n, 0 conjunto j 
in 2*n..mtn*2 by n/2 é perfeitamente legitimo. Observe, en- 


Pesquisa operacional 


tretanto, que uma step fracionária é usada diretamente para criar os 
membros do conjunto. Por exemplo. para m= $, ns 13, os membros 
do conjunto m..n step m/2 são 5, 7,5; 10,¢ 12,5, 

O modelo da Reddy Mikks inclui parâmetros unidimensionais e 
bidimensionais. Os parâmetros uniprofit e rhs caem na primeira 
categoria, ¢ o parâmetro aij, na segunda, Na primeira categoria, 
os dados são especificados por uma listagem de cada membro do 
conjunto seguido de um valor numérico, como mostram as seguintes 
declarações: 


param unitprofit i= 
exterior 5 
interior 4; 
param rhs:= 
ml 24 
m? 6 
demand 1 
market 2; 


Os elementos da lista podem ser ‘encadeados’ em uma única li- 
nha, se desejado. O único requisito é uma separação ou, no minimo, 
um espaço em branco, O formato dado aqui promove maior facilidade 
de leitura, 

Dados de entrada para o parâmetro bidimensional aij são pre- 
parados de modo semelhante aos do caso unidimenstonal, exceto 
que a ordem das colunas deve ser especificada após aij: para eli- 
minar ambigtiidade, como mostra a seguinte declaração: 


param aij: exterior interior := 
ml [a 4 
m2 1 2 
demand =] 1 
market Q l; 


Mais uma vez, a formatação da lista é totalmente livre, contanto 
que seja preservada a ordem sequencial lógica, ¢ os elementos se- 
jam separados por espaços em branco. 

O AMPL permite designar valores default a todos os elementos 
de um parâmetro. 

Por exemplo, suponha que, para um parâmetro c, c, = Ll ec. = 
22,com c, = Ü paras = 2, 3...., 7. Podemos usar as seguintes declara- 
ções para especificar os dados para c: 


param c{1..8}; 


data; 
param c:=1 11 20304050 60 70 8 22; 


Um modo mais compacto de obter o mesmo resultado é usar as 
seguintes declarações: 


param c(1..8) default 0; 


data; 
param c:=1 11 8 22; 


Inicialmente, c[1] a c[8] assumem o valor default O, com 
c[1] e c[8] mudados para 11 e 22 no segmento data. Em geral, 
default pode ser seguido de qualquer expressão matemática. Essa 
expressão é avaliada somente uma vez no início da execução. 

© segmento final do modelo em APML trata da obtenção da 
solução e da apresentação do resultado. Tudo que precisamos para 
resolver o modelo é o solve. Uma vez concluído, podemos requi- 
sitar resultados específicos. O comando display seguido de uma 
lista de resultados é apenas uma das maneiras de ver os resultados. 
No modelo da Reddy Mikks, a declaração 


display profit, product, limit.dual, product.re; 
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requisita os valores ótimos da função objetivo e das variáveis, profit 
e product; os valores duais das restrições, limit. dual; e os cus- 
tos reduzidos das variáveis, product. rc. Às palavras-chave dual 
e rc são anexadas como sufixos aos nomes das restrições limit e 
das variáveis product separadas por um ponto. Elas não podem ser 
usadas como palavras-chave autônomas. O resultado é apresentado na 
tela como default, mas pode ser direcionado para um arquivo externo 
inserindo >filename imediatamente antes do ponto-e-vírgula. A Seção 
A. fornece mais detalhes sobre como o resultado é direcionado a ar- 
quivos e planilhas. 
© comando de execução em DOS é 


ampl: model EM2.txt; 


© resultado associado é apresentado na tela, como mostra o 
detalhe na Figura A.5, 

O layout do resultado na Figura A.5 é um pouco “atravancado” por- 
que mistura os índices das restrições e das variáveis Podemos melhorar 
a apresentação do resultado colocando seus clementos em grupos da 
mesma dimensão utilizando as duas declarações display a seguir: 


display profit, product, product.re; 
display limit.dual; 


Em um modelo em APML típico como o da Figura A.3, 0 seg- 
mento associado à lógica do modelo deve, de preferência, perma- 
necer estático, Os segmentos de dados e resultados são alterados 
conforme necessário para se adaptar a cenários específicos de PL. 
Para essa finalidade, o modelo AMPL é representado por dois ar- 
quivos específicos: RM2b.txt, que dá a lógica do modelo, e RM2b, 
dat, responsável pelos dados de entrada e resultados obtidos Nesse 
caso, os comandos de linha DOS entram seqiiencialmente como: 


ampl: model EMZb.txt; 
ampl: data RM2b. dat; 


Na Seção A.7 veremos como comandos como solve e dis- 
play podem ser emitidos interalivamente em vez de ser codificados 
rigidamente no modelo. 

O modelo da Reddy Mikks dá apenas uma pequena idéia da 
capacidade do AMPL. Mais adiante mostraremos como dados 
de entrada podem ser lidos de arquivos externos e tabelas em plani- 
lhas. Mostraremos também como resultados ajustados (formatados) 
podem ser enviados para esses meios. Além disso, comandos AMPL 
interativos são importantes ferramentas de depuração e execução, 
como será explicado na Seção A.T. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS A.2A 


l. Modifique o modelo em APML da Reddy Mikks da Figura A.3 
(arquivo RM2.txt) para levar em conta o terceiro tipo de tinta de- 


Figura A.5 
Resultado AMPL que utiliza display profit, product, 
limit.dual.product rcino modelo da Reddy Mikks 


MINOS 5.5: optimal solution found. 
2 iterations, objective 21 


profit = 21 

: product limit.dual product.re := 
demand í 0 A 

exterior 3 : 6.66134e-16 
interior 1.5 . 0 

ml É 0.75 E 

m2 A 0.5 = 

market E 0 : 


= 
F 
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nominado “naval, Os requisitos por tonelada de matérias-primas 

ml emê são 0,5 e 0,75 t, respectivamente. A demanda diária da 

nova tinta encontra-se entre 0,5 te 1,5 LA receita por tonelada é 

$3.5 (mil). Nenhuma outra restrição é aplicada a esse produto. 
2. No modelo da Reddy Mikks da Figura A.3 (arquivo RM2.txt), rees- 

creva o código AMPL usando as seguintes definições de conjunto: 

(a) painte {1..m}. 

(b) {1..n} ¢ resource. 

(dc) {1..m}e{1..n}. 


3. Modifique a definição das variáveis no modelo da Reddy Mikks 
da Figura A.3 (arquivo RM2.txt) para incluir uma demanda mi- 
nima de | t de tinta para exteriores e demandas máximas de 2 e 
2,51 de tintas para exteriores e Interiores, respectivamente. 

4. No modelo da Reddy Mikks da Figura A.3, o comando 
display profit; 
fornece o valor da função objetivo. Podemos usar o mesmo co- 
mando para apresentar a contribuição de cada variável ao lucro 
total da seguinte maneira: 


display profit, (j in paint} unitprofit [9] *product [5]; 
Outro modo conveniente de obter o mesmo resultado é usar 
declarações de variáveis definidas como: 
var extProfit=unitprofit [“"exterior”]*product ["exterior”] 
var intProfit=unitprofit ["interior”]*product ["interior”] 
Nesse caso, as declarações da função objetivo e de apresenta- 
ção podem ser escritas em uma forma menos complicada como 
maximize profit: extProfit + intProfit; 
display profit, extProfit, intProfit; 


Na verdade, variáveis definidas podem estar em forma inde- 
xada como 


var varProfit{j] in paint} = unitprofit[5]*product [5]; 
Então, as declarações resultantes da função objetivo e apre- 
sentação serão lidas como 
maximize profit: sum {j in paint) varProiit [3]; 
display profit, varProfit; 
Use variáveis definidas com o modelo da Reddy Mikks de 
modo a permitir a apresentação da contribuição de cada variá- 


vel ao lucro ¢ ao consumo dos recursos de matérias-primas ml 
em, 


5. Desenvolva e resolva um modelo em APML para o problema 
da dieta do Exemplo 2.2-2 e ache a solução ótima. Determine é 
interprete os valores duais e os custos reduzidos associados, 


A.3 EXPRESSÕES MATEMÁTICAS E PARÂMETROS 
CALCULADOS 


Vimos que o AMPL permite determinar limites superiores e in- 
feriores para os parâmetros. Na verdade, a linguagem permite mais 
flexibilidade na definição de parâmetros como expressões matema- 
ticas complexas, se desejarmos. 

Para ilustrar a utilização de parâmetros calculados, considere 
o caso de um banco que oferece n tipos de empréstimos e cobra 
uma taxa de juros r, para o empréstimo i,0)<r,<1,f=1,2....8.0 
principal c os juros de crédito irrecuperável em liquidação para o 
empréstimo i são iguais a v, do montante do empréstimo i. O objeti- 
vo é determinar a quantia x, que o banco aloca ao empréstimo į para 
maximizar o retorno total sujeito a um conjunto de restrições. 

Para demonstrar a utilização de parâmetros calculados, nos 
concentraremos na função objetivo. Em linguagem algébrica, a fun- 
ção objetivo é expressa como 


Maximizar z= 5 p(l- v, jx, -$ va => [r -vir + Dx, 
i=l | 


f=] 


* Na verdade, o comando de apresentação de resultados (ouput) pode ser processado em separado em vez de ser incluído no arquivo dat, como será explicado na Seção A.T. 
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Uma tradução direta de z para AMPL é a seguinte: 


param r{l..n}>0, <1; 
param v{l..n}>0, <1; 
Var Hil. .n}>=0; 


maximize z: sum{i in 1..n} (r[i]-v[i]*{r[i]+1l))*x[i); 


(constraints) 


Uma outra maneira de tratar a situação do banco é usar um 
parâmetro calculado para representar os coeficientes da função ob- 
jetivo da seguinte maneira: 


param r{1l..n}>0, <1; 

param v{l..n}>0, <1; 

param c(i in 1,.n}=(r[i)-v[1]* (r[1]+1}); 
var #{1..n}>=0; 


maximize z: sum{i in 1..nitec[i]*x[i]: 


(constraints) 


O AMPL calculará o parâmetro c[i] e usará seu valor na de- 
claração de objetivo z. À nova formulação resulta em maior facili- 
dade de leitura. Porém, em alguns casos, a utilização de parâmetros 
calculados pode ser essencial. 

Em geral, a expressão que define o valor de um parâmetro cal- 
culado pode ser de qualquer complexidade e pode incluir qualquer 
uma das funções aritméticas embutidas comuns em qualquer lin- 
guagem de programação (por exemplo, sin, max, log, sqrt, 
exp). Um requisito importante é que a expressão resulte em um 
valor numérico. 

Parâmetros calculados também podem ser avaliados condicio- 
nalmente usando o constructo 


parameter = 1. É condition then expressionl else expression2: 


A condição compara quantidades e cadeias aritméticas usan- 
do operadores conhecidos =, <, >, <=, >= e <> (junto com and/ 
or) e poderá não ser uma função das variáveis do modelo. Como 
em outras linguagens de programação, o constructo pode ser usa- 
do sem else expression2. Também é permitido if aninhado após 
theneelse, 

O constructo if-then-else dá aos parâmetros calculados o 
valor numérico de expression! ou expression2, Essa é a razão por 
que o if-then-else apresentado aqui é uma expressão, ¢ não 
uma declaração. (A Seção A.7 apresenta a declaração if-then- 
else junto com as declarações de laço for (| repeat while{} 
e repeat until{}. Essas declarações são utilizadas principal- 
mente para automatizar cenários de solução e formatar resultados.) 

Usaremos um caso simples para demonstrar a utilização da ex- 
pressão if. Em uma situação de fabricação multiperiodos, unidades 
de certo item são produzidas para satisfazer a demanda variável, O 
custo unitário de produção é estimado em p dólares para os primei- 
ros mm períodos e aumenta 10% para os próximos mm periodos e 20% 
para osan periodos seguintes. 

As restrições desse modelo tratam de restrições de capacidade 
para cada período e de equações de equilíbrio que relacionam esto- 
que, produção e demanda. Para demonstrar a utilização da expres- 
são if, nos concentraremos na função objetivo. Seja 


x,= unidades produzidas no periodo j, j = 1,2,...,3m 


A função objetivo é dada por 
Minimizar 


Z= p(x, +X, tata DEI ta tt) 


nua) 


+12p(x, HA stat 


z 
- 
Dae] “Quiet ir 


Pesquisa operacional 


Podemos modelar essa função em AMPL como 


param p; 

var x{1..3*m}>=0; 

minimize cost: p*(sum(j in 1..m}x[jJ]+#1.1*sum{j in 
m+1,.2*m}x[ 3)+ 

1.2*sum{j in 2*mt+1..3*m}x[4])?7 

{constraints) 


Um modo mais compacto que também facilita a leitura é usar 
if-then-else para representar o parâmetro c[j] da função 
objetivo: 


param m; 
param n=3*m; 
param p; 
param c{j in 1..n}= if j<=m then p else 

(if j>m and j<=2*m then 1.1*p else 1.2*p); 
var x{j in 1..n}?; 
minimize z; sum{j in 1l..n}e[j]*x[jJ]: 
{constraints} 


Observe o aninhamento das condições. Os parénteses () que 
encerram o segundo if não são necessários e são utilizados para fa- 
cilitar a leitura, Observe que then ¢ else são sempre seguidas por 
aquilo que deve resultar em valores numéricos. Observe também 
que c pode ser definida como 


param c(j in 1..n}=p*( if j<=m then 1 else 
(if j>m e j<=2*m then 1.1 else 1.2)); 


Uma implementação particularmente útil de if-then-else 
ocorre na situação em que parâmetros ou variáveis são definidos re- 
cursivamente. Um exemplo típico de tal parâmetro ocorre na deter- 
minação do nivel de estoque / no período r,t = 1,2.,....1 com estoque 
inicial zero. A quantidade de produção e a demanda no período t 
são p, e d, respectivamente. Assim, o nivel de estoque é 


tp - dt = Zn 
A quantidade / pode ser calculada recursivamente em AMPL 
da seguinte maneira: 


param p{l..n}; 
param d{1l..n}; 
var I{t in 1..n}= if i=1 then 0 else I[t-1])+p[t]-<d[t]; 


Observe que seria um tanto incômodo calcular / caso não fosse 
utilizar a expressão if-then-else (veja também Conjunto ASA). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS A.3A 
#1 Considere o seguinte conjunto de restrições: 


+r 2 Cpl =1,2.-58—-1 


Use if-then-else para desenvolver um único conjunto de 
restrições que represente todas as n desigualdades, 


2. Em um problema de produção-estoque multiperíodos, sejam 
X, Z, ed, respectivamente, a quantidade de estoque que en- 
tra, à quantidade de produção e a demanda para o período rf, 
t=1,2,.., T.A equação de equilíbrio associada ao período i 
éx +z-d =x. = O Em uma situação específica, x, = c(>0) 
e X,, = 0. Escreva as restrições em AMPL correspondentes 
às equações de equilibrio usando if-then-else para levar em 


conta x =c é Xpy =U. 


“O manual do AMPL fornece uma “exceção” quando um parâmetro é declarado binary, caso em que também pode ser tratado como /rigice. Essa distinção é artificial porque, ainda que 


tal parâmetro seja tratado como numérico, produz o mesmo resultado, 


Apêndice A Linguagem de modelagem AMPL 


A.4 SUBCONJUNTOS E CONJUNTOS INDEXADOS 
Subconjuntos. Suponha que tenhamos a seguinte restrição: 
A + ee a SO 


Ha sete variáveis no modelo, e essa restrição particular não in- 
clui as variáveis x, € x, 

Podemos modelar essa restrição usando subconjuntos de varias 
maneiras (todas as novas palavras-chave estão em negrito): 


| method 1 

var x{l..7}>=0; 

subject to lim: sum{j in 1..7: j<=2 or j>=5}x[}]<=15; 
AN method 2, >>> 
var x{1..7}>=0; 

subject to lim: sum{j in 1..2 union 5..7}x[j]<=15; 
— nth} 

var x{1..7}>=0; 

subject to lim: sum{j in 1..7 diff 3..4}x[j]]<=15; 
po method 4 

var x{1..7}>=0; 

subject to lim: sum() in 1..7 diff (1..4 inter 3..7)}x[4]]<=15; 
ee 


No método 1,0 conjunto {j in 1..7} elimina os elementos 3 
e 4 impondo restrições a j. Dots-pontos separam o conjunto modifi- 
cado da(s) condição(ões). Às palavras-chave union, diff e inter 
desempenham os papéis de AU B,A- Be AN B, respectivamente. O 
método 4 é uma representação de conjunto convoluto, Não obstan- 
te. cle serve para representar a utilização do operador inter. 


Conjuntos indexados, Uma poderosa característica do AMPL per- 
mite indexar conjuntos na faixa dos elementos de um conjunto 
comum. Suponha que dois componentes, A e B, sejam utilizados 
para realizar os produtos 1,2,3,4 e 5. O componente A é usado nos 
produtos 1,3 e 5, e o componente 5 é usado nos produtos 1,2,4 e 
5. Cada produto requer uma unidade dos componentes especifica- 
dos. As disponibilidades máximas dos componentes A e 8 são 200 
e 300 unidades, respectivamente. O problema trata de determinar o 
número de unidades de montagem de cada produto. Outros dados 
pertinentes serão necessários para concluir a descrição do problema, 
mas nós nos concentraremos somente nas restrições que tratam da 
disponibilidade dos componentes. 

Seja x, a quantidade de produção do produto i, i = 1,2,...,5. Por- 
tanto, as restrições para os componentes A e B podem ser expressas 
matematicamente como 


Componente Alx, +x, +x, £ 200 


Componente Bix, +X, +X, ++, 3 300 


A representação em AMPL das restrições pode ser obtida usan- 
do conjuntos indexados da seguinte maneira: 


set comp; 

set prod(comp); 

param d{comp}; 

var x{1..5}>=0; 

it - objective function here 
subject to 

C{i in comp}:sum{j in prod[i)}x[j))<=d[i]; 
#- other constraints here 
data; 

set comp:= A B; 

set prod[A]:=1 3 5; 

set prod[B]:=1 2 4 5; 

param d:= A 200 B 300; 


Os indices do conjunto prod são os elementos A e E do con- 
junto comp, o que define os dois conjuntos indexados prod [A] e 
prod [E]. Em seguida, os dados do problema definem os elementos 
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de prod[A] e prod[B]. Com esses dados, as restrições dos com- 
ponentes (independentemente de quantas forem) são definidas pela 
declaração única: 


C(i in comp}:sum{j in prod[(i]}x[j]]<=d[i); 


As aplicações de conjuntos indexados são adequadamente demons- 
tradas nas seções ‘Momentos AMPL” após os exemplos 6.5-4 e 9.1-2. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS A.4A 


À. Use subconjuntos para expressar o lado esquerdo por meio de 
uma única função sum( |: 


ar E 


(a) Dx, + y X+ yY 2c 
j=l 


jounsk j= p 


Ink 


A 
b) }ix,+ x sek >I 
feng jahi 
*2. Suponha que cinco componentes (uma unidade por unidade de 
produto) sejam usados na realização de dez produtos de acordo 
com a programação estabelecida na Tabela A. 


E 


Tabela A 
Componente Produtos que usam Disponibilidade 
0 componente minima 
| 1: 2,9,)0 500 
2 3,6,7,8,9 400 
3 1,2, 3, 5,6, 7,9 900 
4 2,4,6,8, 10 700 
a 1,34,5,6, 7,9, 10 100 


O custo unitário de montagem de cada produto é uma 
função do componente usado: $9,34,86,35e 58 para os 
componentes | a 5, respectivamente. A demanda máxima para 
qualquer um dos produtos é 300 unidades. Use conjuntos inde- 
xados em AMPL para determinar o mix ótimo de produto que 
minimiza o custo de instalação, (Sugestão: use x, como número 
de unidades de produto i que usam o componente j.) 

3. Repita o Problema 2 considerando que o custo unitário de ins- 
talação dos componentes é uma função do produto montado: 
$1,53,82,$6,84,89,82,55,810€ $7 para os produtos 1 a 
10, respectivamente. 


A.5 ACESSO A ARQUIVOS EXTERNOS 


Até aqui, usamos dados ‘codificados rigidamente” para orientar 
os modelos em APML. Na verdade, dados em AMPL podem ser 
acessados de arquivos, planilhas e/ou bancos de dados externos. O 
mesmo vale para recuperar resultados, Esta seção trata da leitura de 
dados ou de escrever dados para: 


1. Arquivos externos, incluindo tela e teclado, 


2. Planilhas. 


Mais detalhes podem ser encontrados em Fourer et al., 2003, 
Capítulo 10. 


A.5.1 Simples leitura de arquivos 
A declaração para ler dados de um arquivo externo não formatado é 
read item-ist <filename: 


A ttem-list é uma lista de parâmetros indexados ou não inde- 
xados, separada por virgula. No caso dos indexados, a sintaxe é 
findexing|param Namelindex). A lista só pode incluir parâmetros, o 
que significa que quaisquer membros de conjunto devem estar refe- 
renciados sob data antes de invocar a declaração read, (Nas seções 
A 53 e A 54, veremos como membros do conjunto são lidos de ar- 
quivos e planilhas formatados.) 
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Para ilustrar a utilização de read, considere o modelo da Re- 
ddy Mikks no qual todos os dados para os parâmetros unitprofit, 
rhs e aij são lidos de um arquivo denominado RM3.dat pelo mo- 
delo do arquivo RM3.txt. A declaração read associada é: 


read {j in paintjunitprofit [3], 
{i in resourceljrhs([i], 


{i in resource, j in paint}aij[i,7j]<RM3.dat; 


O arquivo RM3.dat apresenta uma lista de dados na exalta or- 
dem em que os itens aparecem na lista read, isto é, 


5 
24 
6 
1 
=] 
0 


Se ho om oh de 


A organização dos dados em várias linhas facilita a leitura no 
sentido de que podemos ter todos os elementos em uma única linha 
(separados por espaços em branco). Observe que, por acaso, esse 
arquivo é todo numérico. Por conveniência, dados não numéricos 
(como nomes de parâmetros) podem aparecer no arquivo de dados, 
contanto que sejam declarados symbolic (para detalhes, veja as 
seções 7.8 e 9.5 em Fourer et al., 2003). 

A declaração read permite acessar dados por teclado. Nesse caso, 
filename é substituído por um sinal de menos, isto é, <=. Nesse caso, a 
execução de read produzirá um aviso DOS ampl 2, que será repetido 
até que todos os dados requisitados por read tenham sido lidos, 


CONJUNTO DE PROBLEMAS A.5A 


l. Prepare o arquivo de entrada RM3x.dat para o modelo da Re- 
ddy Mikks (arquivo RM3.txt) considerando que a declaração 
read é dada como 

read ij in paint} 

{i in resource} 

{ 

rhs[i}], 

{] in paint}aij[i1,7] 
}<RM3x.dat; 

*2. Explique por que a seguinte declaração read é incômoda para 
o modelo da Reddy Mikks: 

read {i in resource! 

{ 

rhs [1], 

{j in paint) (unitprofit [j],aij[i,j)) 
|<RM3xx. dat; 


A.5.2 Utilização de print ou printf para armazenar 
resultados 


Um modo simples de armazenar dados de resultado em AMPL 
é usar print pré-formatada ou printf formatada. Como ilustra- 
ção, no modelo da Reddy Mikks podemos usar as seguintes declara- 
ções para enviar dados de resultado para um arquivo que denomi- 
namos file. cut (se não for determinado um arquivo, o resultado 
será apresentado na tela como default): 


printf “Objective value is %6.2f\n",profit >file.out; 
printf {j in paint): 
“48548.2f:8.3fn”,), product [j], product [9] -re >file.cut; 


Pesquisa operacional 


O formato do resultado sempre precede a lista de resultados e 
deve estar entre aspas duplas. A mesma declaração pode ser usada 
com print pela simples remoção do código de formato. 

Na primeira declaração printf, o formato Inclui o texto des- 
critivo opcional Objective value is e as especificações obriga- 
tórias do modo de impressão da lista de resultados. O código 56. 2f 
diz que o valor de profit é impresso em um campo de comprimento 
6 com dois pontos decimais. O código \n passa a impressão para a 
próxima linha do arquivo. Esses códigos de formato são os mesmos 
da programação C. 

Na segunda declaração print, a lista de resultado inclui j, 
product [j], product [5j].rc. em que j é um dos membros 
(exterior, interior) do conjunto do AMPL paint. O código 
S8s reserva os olto primeiros campos para imprimir o nome ex- 
terior ou interior. Se j fosse numérico (por exemplo, {j in 
1..2)), então a especificação de formato teria de ser inteira; por 
exemplo, $3i. 

As especificações de formato desta seção se limitam a %s, $i, 
SE e'n O AMPL fornece outras especificações (veja a Tabela A-10 
em Fourer et al., 2003). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS A.5B 


1, Use declarações printf para apresentar a solução ótima do 
modelo da Reddy Mikks (arquivo RM2.txt) no seguinte forma- 
to, no qual os sufixos .slack ¢ .dual são usados para armaze- 
nar quantidade de falta e o preço dual: 


Objective value = 


Product Quantity Profit($) 


Constraint Slack amount Dual price 


= LJ r 
= + E 


A.5.3 Entrada com arquivos na forma de tabela 


A declaração read na Seção A.5.1 não permite que se leia membros 
de conjuntos. Esta situação é resolvida usando a declaração table. 

Em arquivos table, os dados são apresentados como tabelas 
com linhas e colunas adequadamente rotuladas usando os membros 
dos conjuntos definidores. O acesso a arquivos table requer tam- 
bém a declaração read. A declaração table formata os dados e a 
declaração read torna os dados disponíveis para o modelo, 

A sintaxe das declarações de table e read é: 


table tbleName IN “fileName”: SetName<-|SetColHdng), 
parameters- ParamColHdne;: 
read table sableName; 


Esta sintaxe permite ler os membros de conjuntos AMPL e os 
parametros de tableName em fileName. 

© default para fileName no qual o texto da tabela é armazena- 
do é tableName .tab. Ele pode ser substituído especificando expli- 
citamente fileName (entre aspas duplas) com a extensão obrigatória 
tab após a palavra-chave IN. IN (maiúsculas) significa “7Npur (em 
contraste com OUT, que, como mostraremos mais adiante, é usada 
para saida de dados para um arquivo table). SetColHdng pode ser 
um nome arbitrário de título na tabela que é referenciado aos ele- 
mentos de SetVame usando <-, De maneira semelhante, parâmetros 
do AMPL são referenciados por nomes ParanColHdne usando ~. 


* Códigos ocultos em arquivos dat (é em arquivos tab. que serão apresentados mais adiante nesta seção) podem provocar erros no AMPL, tais como "poucos elementos na linha xx" 
Ou ‘final inesperado de arquivo” (xx representa um valor numérico). mesmo que o texto do arquivo possa parecer perfeitamente legitimo. Para se livrar desses códigos ocultos, clique 
imediatamente à direita do último elemento de dados do arquivo é então pressione as seguintes teclas em sucessão: Return, Backspace e Return. 


Apêndice A Linguagem de modelagem AMPL 


se por acaso SetColHdng for igual a SetName,a sintaxe SetName=- 
[SerColHdng] pode ser substituída por [SetName] IN. No caso de pa- 
râmetros, ~ParanColHdne é eliminada da declaração. 

Para ilustrar a utilização de tabelas, a Figura 4.6 dá o conteúdo 
dos arquivos denominados RM4profit.tab, RM4rhs.tab e RM4aij. 
tab para a entrada dos parâmetros unitprofit, rhs e aij do mo- 
delo da Reddy Mikks. A primeira linha de cada arquivo deve sem- 
pre seguir o formato 


ampl. tab nbr indexing sets nbr read parameters 


© primeiro elemento, ampl. tab, identifica a tabela como um 
arquivo . tab, sendo que os dois elementos sucessivos dão o nú- 
mero de conjuntos indexadores dos parâmetros que serão lidos da 
tabela. Em EMprofit. tab e EMrhs. tab, somente um conjunto é 
necessário para definir os parâmetros unitprofit e rhs e, por essa 
razão, ampl.tab 1 1 é usado como a linha de cabeçalho desses 
dois arquivos. Para o parâmetro ai 3, dois conjuntos são necessários, 
o que requer a utilização da linha de cabeçalho ampl .tab 2 1. 

A linha de cabeçalho é seguida por uma lista dos nomes exatos 
ou substitutos dos conjuntos e dos parâmetros, As linhas sucessi- 
vas no arquivo respectivo apresentam a lista de valores do para- 
metro de entrada como uma função explicita de seu(s) conjunto(s) 
indexador(es) usando espaço(s) em branco como separadores. Para 
unitprofiterhs,a listagem é direta. Para o parâmetro duplamen- 
te indexado aij, cada lista de parâmetros é identificada por dois 
indices explícitos, ainda que à custa de redundância. 

‘ara o modelo da Reddy Mikks, as tabelas associadas são defi- 
nidas da seguinte maneira: 


table RM4profit IN: paint <- [COL1], unitprofit-COL2; 
table RMdrhs IN: [resource] IN, rhs; 
table FRM4aij IN: [resource,paint], aij; 


Após ter executado as declarações table, podemos usar as se- 
guintes declarações para entrar com os dados: 


read table RMprofit; 
read table RMrhs; 
read table RMaij; 


Figura A.6 

Conteúdo dos arquivos de tabela para a entrada dos parâmetros 
unitprofit, rhs e aij do modelo da Reddy Mikks 

File RM4profit.tab: 

ampl.tab 1 1 


COLI COL2 
exterior 5 
interior 4 


File RM4drhs.tab: 
ampl.tab 1 1 
resource rhs 


ml 24 
ma 6 
demand 1 
market 2 


File RMdaij.tab: 
ampl.tab 2 1 


resource paint aij 
ml exterior 6 
mi interior 4 
m2 exterior 1l 
m2 interior 2 
demand exterior -1 
demand interior 1 
market exterior 0 
market interior 1 
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Para facilitar a leitura, recomenda-se que as declarações table 
venham depois do segmento de restrições. Então, as declarações 
read são colocadas imediatamente abaixo das declarações table 
(veja arquivo RM4.txt). 

As declarações table anteriores ilustram quatro regras sintáticas: 


1. Em todas as três tabelas, o default do nome de arquivo é o nome 
da tabela com extensão . tab (caso contrário, o nome do arquivo 
entre “ * deve ser dado imediatamente antes dos dois-pontos). 


2. Na declaração profit ,asintaxe paint<- [COL1] dizao AMPL 
que as entradas na coluna COL1 do arquivo RMiprotit. tab 
definem os membros do conjunto paint. 


3. Na declaração profit, a sintaxe unitprofit~COL2 referência 
as entradas em COL2 com o parâmetro unitprofit. 


4. Na declaração rhs, [resource] IN define automaticamente 
os membros do conjunto resource porque o nome resource 
é usado como um título de coluna na tabela. 


5. Na declaração aij, estes têm (no mínimo) duas dimensões, 
em consequência, a declaração não pode ser usada para ler 
os membros dos conjuntos associados. Em vez disso, esses 
conjuntos devem ser lidos das tabelas unidimensionais RM4- 
profit e RM4rhs. Assim, [resource, paint] na declara- 
ção aij são usados apenas para definir os indices do parâmetro 
aij. Em geral, se um modelo não tem nenhum parâmetro in- 
dexado, pode-se declarar uma tabela com a única finalidade 
de ler os membros de um conjunto com base em um arquivo, 
Nesse caso, a linha de cabeçalho do arquivo .tab deve ser 
ampl.tab 1 0, indicando que o arquivo inclui uma colu- 
na para os membros do conjunto e nenhum parâmetro. Por 
exemplo, a seguinte declaração indica a tabela para ler os 
elementos do conjunto paint com base no arquivo paint- 
set.tab: 


table paintSet IN: [paint] IN; 
Nesse caso, o conteúdo de paintSet.tab sera 


ampl.tab 1 0 
paint 
exterior 
interior 


Em alguns casos pode ser conveniente ler os dados de um para- 
metro bidimensional como um arranjo em lugar de dois elementos 
únicos indexados, como dado anteriormente para aij. O AMPL 
permite isso trocando a definição da tabela para: 


table RMdarrayAij IN: [i~resource], 

{j in paint}<aij[i,jJ])~(3)>; 
(A nova definição de tabela é um tanto ‘supercodificada’ no 
sentido de que = (7) parece redundante. Não obstante, ela faz o 


que tem de ser feito.) Nesse caso, o arquivo RM4arrayAij.lab deve 
aparecer como 


ampl.tab 1 2 


resource exterior interior 
mi E 4 
mz 1 2 
demand =] 1 
market 0 1 


Observe que o cabeçalho de ampl.tab 1 2 indica que a tabe- 
la RM4arrayAij tem um indice-chave (ou seja, [i-resource]) 
é duas colunas de dados com os títulos exterior ¢ interior. À 
nova tabela, RM4arrayAij, não permite ler os membros dos con- 
juntos resource e paint, a mesma restrição que a tabela RM4a1 5 
tem. (Veja o arquivo RM4.txt.) 
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A.5.4 Resultados na forma de arquivos de tabela 


Arquivos de tabela também podem receber resultados de AMPL 
após o comando solve ter sido executado. À sintaxe é semelhante a 
da entrada de arquivos, exceto que, na declaração table, IN é substitu- 
ido por OUT. Por exemplo, no modelo da Reddy Mikks, suponha que 
estejamos interessados em armazenar as seguintes informações: 


l. Valores das variáveis e seus custos reduzidos. 
2. Valores de folga e duais associados às restrições, 


Essas informações requerem a utilização de duas tabelas porque 
os dois itens são funções de conjunto distintos: paint e resource: 


table varData OUT: [paint], product, product. rc; 
table conData OUT: 
[resource], limit.slack~slack, limit.dual-Dual; 


As declarações de tabela OUT devem ser colocadas após o 
segmento de restrições para assegurar que os nomes de variáveis 
e restrições usados nessas declarações já foram definidos (veja ar- 
quivo RM4.txt). As sintaxes limit.slack~slack e limit. 
dual-Dual designam os nomes de cabeçalhos descritivos slack 
e Dual às colunas em que os dados correspondentes são escritos 
no arquivo, Caso contrário, os nomes de cabeçalhos defaults serão 
limit.slacke limit.dual. 

Para armazenar o resultado, precisamos emitir o comando 
solve e logo após, as seguintes declarações write: 


write table varData; 
write table conData; 


O resultado sera enviado aos arquivos varData. tab e con- 
Data.tab, respectivamente. Como no caso da entrada de dados, 
podemos desprezar o default do nome de arquivo entrando com 
um nome específico (entre aspas duplas e com extensão . tab) logo 
após a palavra-chave OUT e imediatamente antes dos dois-pontos, 

Tabelas de resultados também podem ser usadas para enviar ar- 
ranjos bidimensionais a um arquivo, Por exemplo, qualquer uma das 
duas definições seguintes pode ser usada para enviar aij para um 
arquivo . tab: 


table AijMatrix OUT: [resource,paint], aij; 
table Aijout OUT:{1 in resource}-> [RESOURCES], 
{j in paint}<aij[i,j]~(j)>; 

Na primeira definição, o arquivo AijMatrix.tab apresenta 
uma lista de cada elemento de aij com seus dois indices na mesma 
linha. Na segunda, o arquivo Aijout.tab apresenta uma lista de 
aij em um formato de vetor, com o nome RESOURCES especificado 
pelo usuário como título da primeira coluna (principal). 


CONJUNTO DE PROBLEMAS A.5C 


*], Em RM4.txt, suponha que as declarações 
read table RM4profit; 


read table RM4rhs; 
read table RM4aij; 


sejam substituídas por 
read table RM4aij; 
data; 
param unitprofit:= exterior 5 interior 4; 
param rhs:=ml 24 m2 6 demand 1 market 2; 
Explique por que o AMPL nao executara adequadamente 
com a alteração proposta. (Sugestão: o melhor modo de achar a 
resposta é experimentar o modelo.) 
2. Suponha que o conteúdo do arquivo RM4rhs.tab seja: 


ampl.tab 1 1 

constrName Availability 
ml 24 

ma 6 

demand 1 

market 2 


Faça as necessárias alterações em RM4.txt e execute o modelo. 


Pesquisa operacional 


A.5.5 Tabelas de entrada/saída em planilhas 


Para acessar dados de uma planilha e lhe enviar dados usa-se 
uma sintaxe semelhante à dos arquivos de tabela apresentados na 
seção A 5.4. As seguintes declarações mostram como os dados de 
entrada do modelo da Reddy Mikks podem ser acessados de um 
arquivo em planilha Excel denominado RMS5.xls: 


table profitVector IN “ODBC” “RM5.xls": 
paint<- [COL1], unitprofit~COL2; 

table rhsVector IN “ODBC” *“RM5.x1s": 
[resource] IN, rhs; 

table aijMatrix IN “ODBC” “RM5.xls": 
[resource, paint], aij; 


Os nomes profitVector, rhsVector ¢ aijMatrix gerados 
pelo usuário são os das tabelas que se encontram na planilha RMS. 
xls. Esses nomes definem as faixas da planilha que correspondem 
às respectivas tabelas de dados” “ODBC” é a interface-padrão de 
manuseio de dados para planilhas. Então, uma read table entra 
com os dados no modelo (veja arquivo RM5.txt). Observe a utiliza- 
ção de COLI e COL? na tabela profitVector, que corresponde 
aos nomes (arbitrários) de colunas da planilha. A sintaxe é a mes- 
ma das tabelas de entrada (Seção 4.5.3). Cada tabela de dados do 
modelo deve ser armazenada em uma folha separada da planilha, 
se desejado. 

Como na Seção 4.5.3, dados bidimensionais podem ser lidos no 
formato de vetor usando a seguinte definição de tabela; 


table aijArray IN “ODBC” “RM5.xls":[i~resource], 
{j in paint}<aij[i,j]~(4)>; 


Nesse caso, 0 arranjo aij aparece na faixa aijArray de RM5. 
xls e deve incluir os títulos adequados de linhas e colunas. Também 
é importante lembrar que, quando são usados títulos numéricos para 
as colunas da tabela, eles devem ser convertidos para cadeias usando 
a função Excel TEXT, senão o AMPL emitirá algumas mensagens 
indecifráveis de erro. 

A mesma declaração de tabela pode ser usada para exportar 
dados de resultados para uma planilha. A única diferença é subs- 
lituir IN por OUT, exatamente como no caso de arquivos de tabela. 
Nesse caso, um comando write table (após o comando solve) 
enviará o resultado para a planilha. Os seguintes exemplos demons- 
tram a utilização das tabelas OUT: 


table variables OUT “ODBC” “RMba.xls": 
[paint] ,product~solution, product.re~-reducedCost; 
table constraints OUT “ODBC” “RM5a.xls": 
[resource], limit.slack-slack, limit. dual-dual; 


As tabelas de resultados variables e constraints vão para 
o arquivo Excel RM5a.xls após a execução do comando write 
table, e cada uma aparecerá automaticamente no canto noroeste 
de uma folha separada, 


A.6 COMANDOS INTERATIVOS 


O AMPL permite que o usuário resolva o modelo interativa- 
mente e verifique/modifique dados, além de recuperar resultados 
para uma tela ou um arquivo. À seguir, apresentamos uma lista par- 
cial de alguns comandos úteis; 
delete comma-separated names of objective function and constraints; 
drop comma-separated names of objective function and constraints; 
restore comma-separated names of objective function and constraints; 
display comma-separated item list; 
print/printf unformatted/formatted item, fist; 


expand comma-separated names of objective function and constraints; 


* Para dar nome a uma faixa, destaque-a é digite seu nome na ‘caixa de nome’ à esquerda da barra de fórmulas do Excel. Depois clique em ‘Emer ou use Insert Names Define do Excel, 
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let parameter or variable (indexed or nonindexed) i=value; 
fix variable (indexed or nonindexed) =value; 

uniix variable (indexed or noindexed!); 

reset; 

reset data; 


solve; 


Esses comandos entram interalivamente no aviso ampl :. Al- 
guns, como display e print, podem ser codificados rigidamente 
no modelo, se desejado. 

O comando delete elimina completamente da lista a função 
objetivo e/ou as restrições, ao passo que o comando drop as retira 
temporariamente do modelo. O comando drop pode ser anulado 
pelo comando restore, Uma nova função objetivo ou restrição 
pode ser acrescentada ao modelo por meio do teclado, exatamente 
como fazemos com um modelo de código rigido. (Veja o Exemplo 
9.2-1 para uma aplicação do algoritmo B&B.) 

Usamos display com o modelo da Reddy Mikks. O resultado 
pode ser direcionado para um arquivo externo usando >filename 
imediatamente antes do ponto-e-virgula terminal. Caso contrário, O 
resultado será enviado para a tela, como default. 

O comando print /print É já foi discutido na Seção À.5.2. O 
default para a apresentação de resultados é na tela, mas ela pode ser 
direcionada para um arquivo de saída como em display. 

O comando expand fornece uma apresentação por extenso da 
[unção objetivo e das restrições. Por exemplo, no modelo da Reddy 
Mikks, o comando 


expand profit; 
imprime a função objetivo como 


maximize profit:S*product [“exterior”)]+4*preduct 
[“interior”™]; 


Dessa maneira, o usuário pode ver se o modelo recuperou os dados 
de entrada corretamente. De maneira semelhante, o comando 


expand limit; 


apresentará todas as restrições do modelo. Se você estiver interes- 
sado em uma restrição específica, então limit deve ser adequada- 
mente indexado. Por exemplo, 


expand limit[“ml"]; 


apresentará a primeira restrição do modelo. 

O comando let permite entrar com novos valores de parame- 
tros e variáveis (usando: = como operador de designação). O lado 
direito pode ser um simples valor numérico ou uma expressão ma- 


temática. Ele é usado para testar diferentes cenários de solução, 


como veremos na Seção A.7. 

O comando fix é usado para designar um valor específico a uma 
variável antes de resolver o modelo. Por exemplo, suponha que as 
seguintes declarações sejam emitidas interativamente antes de re- 
solver o modelo da Reddy Mikks 


ampl: fix product ["exterior"]:=1,5; 
ampl: solve; 


Com esses comandos, o AMPL resolve o problema com a restri- 
p 

ção adicional product [“exterior”]=1.5. A mudança causada 

por fix pode ser revertida emitindo o comando unfix como 


ampl: unêx product (“exterior”); 


Os comandos fix/unfix podem ser úteis para experimentar 
com o modelo quando algumas das variáveis são eliminadas (= 0) 
ou mantidas constantes. (Veja Momento AMPL após o Exemplo 
9.3-4 para uma aplicação ao modelo do caixeiro-viajante.) 
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O comando reset remove todas as referências ao modelo cor- 
rente do AMPL. Assim, será necessário um novo comando model 
para reiniciar o modelo. Além disso, o comando reset data; eli- 
minará todos os dados, enquanto reset data a b c;eliminara os 
valores dos parâmetros a, b e c. Ademais, o AMPL requer a utili- 
zação de reset; entre sucessivos comandos model. Caso contrário, 
resultarão erros indecifráveis. 

Há uma grande quantidade de comandos interativos úteis em 
AMPL, mas sua apresentação detalhada esta fora do escopo desta 
apresentação abreviada. 


A.7 EXECUÇÃO ITERATIVA E CONDICIONAL DE 
COMANDOS NO AMPL 


Suponha que, no modelo da Reddy Mikks, estejamos interes- 
sados em estudar a sensibilidade da solução Ótima a variações em 
parâmetros específicos. Por exemplo, no arquivo RM2.txt, como a 
solução ótima é afetada quando a disponibilidade de matéria-prima 
ml (=rhs [“mlº]) é alterada de seu valor atual de 24 t para no- 
vos valores de 27 e 301? Após executar RM2.txt e obter a solução 
para [“ml“]=24, podemos entrar com as seguintes declarações 
Interativamente: 


ampl: let rhs(“ml"J):= 27; 
ampl: solve; 
ampl: display profit, product; 


© resultado sera apresentado na tela (também pode ser en- 
viado para um arquivo, se desejado, como explicamos antes). Para 
obter os resultados para rhs [“m1"]=30, as mesmas declarações 
são repetidas, sendo que a declaração let especifica o novo valor, 
Entretanto, esse não é o modo mais eficiente de executar a tarefa. 

O AMPL permite montar arquivos commands convenientes 
que eliminarao a tarefa desnecessária de digitar novamente co- 
mandos. Especificamente para o presente exemplo, um arquivo de 
comandos (que denominamos arbitrariamente cmd.txt) pode ter as 
seguintes declarações: 


for (1 in 1.12) 


1 

lat rhs[“ml"]:=rhs[“ml1"]+3; 
solve; 

display profit, product; 

} 


Após a execução do modelo (com rhs [“ml”]=24), podemos 
executar os dois casos restantes entrando com 


ampl: commands cmd. txt; 


Claro que podemos modificar o arquivo cmd.txt para incluir 
rhs ["mlº]=24 também. Veja o Problema 1, Conjunto A.TA. 

Podemos usar adeclaração repeat while condition{...}; 
ou repeat until condition{. ..}; para substituir for...) 
da seguinte maneira: 


repeat while rhs [“ml"]<=30 

{ 

Let rhs["ml”]:=rhs[“ml”] +3; 
solve; 

display profit, product; 

HF 


Alternativamente, podemos usar 


repeat until rhs[“ml"]<30 


{ 

lat rhs[“ml”]:=rhs[“mlº]+3; 
solve; 

display profit, rhs[“ml"], 
kr 


product; 
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Observe que repeat while entrará em loop enquanto a con- 
dição for verdadeira, ao passo que repeat until entrará em laço 
enquanto a condição for falsa, 

Outra declaração útil em arquivos commands de é if-then- 
else, Nesse caso, if pode ser seguida por qualquer condição le- 
gitima, ao passo que then e else só podem ser seguidas por de- 
clarações de comando. Com a declaração if, os comandos AMPL 
continue e break podem ser usados no constructo do loop para 
saltar para o próximo indice do loop ou para sair totalmente dele. 

O Exemplo 9.3-5 (Figura 9.14) dá uma boa ilustração da uti- 
lização das declarações de loop e condicionais para imprimir uma 
saida formatada. 


CONJUNTO DE PROBLEMAS A.7A 


1, Modifique o arquivo RM2.txt de modo que rhs ["ml"] assu- 
mira os valores de 20 a 35 t em incrementos de 5 t. Todos os 
comandos solve devem ser executados de dentro do arquivo 
de comandos cmd.txt da seguinte maneira: 


ampl: model RM2.txt; 
ampl: commands cmd.txt; 


O arquivo de comandos cmd.txt é desenvolvido usando as três 
versões diferentes para construir o loop: 


(a) for{}. 


(b) repeat while{};. 
(c) repeat until{};. 


profit = 21 


product.down product.current product.up 


exterior 2 5 6 
interior 3.33333 4 10 


limit.down limit limit.up 
demand -1.5 0 le+20 
mi 20 0.75 36 
mê 4 0.5 6.66667 
market 0 0 0 


Pesquisa operacional 


A.8 ANALISE DE SENSIBILIDADE COM UTILIZACAO DO AMPL 


Já vimos como os valores duais e os custos reduzidos podem 
ser determinados em um modelo de PL no AMPL usando Cons- 
rainiNamedual e VariableName.cc no comando display. Para 
completar o relatório-padrão de análise de sensibilidade de PL, o 
AMPL oferece recursos adicionais para a determinação das faixas 
de otimalidade para os coeficientes da função objetivo e as faixas de 
viabilidade para os lados direitos (constantes) das restrições. Usare- 
mos o arquivo RM2.txt (veja a Figura A.3) para demonstrar como o 
AMPL gera o relatório de análise de sensibilidade. 

No modelo da Figura A.3, substitua as declarações solve e 
display por 


option solver cplex; 

option cplex options ‘sensitivity’ ; 

solve; 

display limit.down,limit.current, 
limit.up, limit.dual; 

display product.down, product.current, 
product ..up, product. rc; 


© resultado pode ser direcionado para um arquivo, se desejado 
(veja o arquivo RM6.txt). As duas declarações option devem vir 
antes do comando solve. O primeiro comando display fornece 
as faixas de viabilidade para todas as restrições (denominadas li- 
mit no modelo). Os sufixos . down, .current e .up dão os valo- 
res mais baixo, atual e mais alto para o lado direito de cada restrição. 
De maneira semelhante, o segundo comando display fornece as 
faixas de otimalidade para os coeficientes da função objetivo. Os 
seguintes resultados são auto-explicativos. 


product.re 


0 
0 
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Tabelas estatísticas! 


Tabela B.1 Função distribuição normal 


F(z)= [Letra 


z 0,00 0,01 0,02 0.03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 


0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359 
0,1 0,5398 0,5438 0,54785 0,5517 0,5357 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753 
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0.5987 0.6026 0,6064 0.6103 0,614] 
0,3 0,6179 0.6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517 
04 0,6534 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0.6879 


0,5 0,6915 0,6950 0,69835 0,7019 0.7054 0.7058 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224 
0,6 0,7257 0,729] 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549 
0,7 0,7580 0.7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852 
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133 
0,9 0,5159 0,5186 0,5212 0,8238 0,6264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8359 


1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0.8554 0,8577 0,8599 0,8621 
l,l 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830 
1,2 0,5649 0,8869 0,5855 0,8907 0,8925 0,8944 0,5962 0,8980 0,8997 0,9015 
1,3 0,9032 0.9049 0,9066 0,9082 0.9099 0.9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177 
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319 


1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441 
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9454 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545 
LT 0,9554 0.9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0.9608 0,9616 0,9625 0,9633 
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706 
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767 


2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9758 0.9793 0.9798 0.9803 0,9808 0,9812 0,9817 
2,1 0,982 1 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857 
2,2 0,986] 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890 
Ed 0,9893 0,9896 0,9895 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,991 I 0,9913 0.9916 
24 0,9918 0.9920 0,9922 0,9925 0.9927 0,9929 0.9931 0,9932 0,9934 0,9936 


Em 0,9938 0.9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952 
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964 
2! 0,9965 0.9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974 
2,8 0,9974 0.9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981 
2,9 0,998 1 0,9982 0,9982 0,9983 0,9954 0.9984 0.9985 0,9985 0,9986 0.9986 


3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9959 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990 
3,1 0,9990 0.9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993 
3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995 
a 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997 
34 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998 


3,5 0,9998 

4,0 0,99997 

5,0 0,9999997 
6,0 0,999999999 


Fente: Miller, L e Freund, Probability and stanstics for engineers. Upper Saddle River: Prentice Hall, 1955. 


VA planilha excelStatTable.xls substitui as cópias em papel de tabelas estatísticas de 12 distribuições comuns, incluindo as apresentadas neste apêndice. 


3 Pesquisa operacional 


Tabela B.2 Valores é, (t de Student)* 
v a = 0,10 a=0,05 a = 0,025 a = 001 a = 0,005 v 


| 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 | 

2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 2 

3 1,638 2,353 3,182 4541 5,841 3 

4 1,533 2,132 2.776 3,747 4,604 4 

5 1,476 2,015 20/1 3,365 4.032 5 

6 1 440) 1,943 2,447 3,143 3,707 6 

7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 7 

8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 g 

9 1,383 1,833 2.262 2,521 3,250 9 
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 10 
1 1,363 1,796 2,201 2.718 3,106 11 
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 12 
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 13 
l4 1,345 1,701 dás 2,624 2,977 14 
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 15 
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 16 
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 17 
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2878 18 
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 19 
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,545 20 
21 1,323 1,721 2,080 2518 2,831 21 
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 22 
2 1,319 1714 2.069 2,500 2,807 23 
24 1318 1,711 2.064 2,492 2,797 24 
25 1.316 1,708 2.060 2,485 2,787 25 
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 26 
ay 1314 1,703 2,052 2,473 2771 27 
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 28 
29 1,311 1,699 2.045 2,462 2,196 29 
Inf. 1,282 1,645 1,960 2.326 2,576 inf, 


* Adaptada com permissão de Macmillan Publishing Co. Inc, de Fisher, R.A. Statistical methods for research 
workers. 14, ed. Copyright © 1970 University of Adelaide. 


Apêndice B Tabelas estatísticas 


Tabela B.3 Fórmula Valores (qui-quadrado)* 


v a = 0,995 
| 0,0000393 
2 0.0100 
3 0.0717 
4 0,207 
5 0,412 
6 0.676 
7 0,989 
8 1,344 
9 1,735 

10 2.156 

11 2,603 

12 3,074 

13 3,565 

14 4.075 

15 4.601 

16 5,142 

17 5,697 

18 6,265 

19 6,844 

20 7434 
21 8,034 
22 8,043 
23 9,260) 
24 9 S50 
25 10,520 
26 11,160 
27 11808 
28 =: 12,461 
2 13,121 
30 13787 


a= 0,99 


0,000157 
0,0201 
0,115 
0,297 
(1,554 
0,872 
1,259 
1,646 
2,088 
2,958 
3,053 
3,571 
4,107 
4,660 
5,229 
5,812 
6,408 
7,015 
7,633 
8,260 
8,897 
9,542 
10,196 
10,856 
11,524 
12,198 
12,879 
13,565 
14,256 
14,953 


a = 0975 


0.000982 
0.0506 
0.216 
(1,484 
0.831 
1,237 
1,690 
2,180 
2,700 
3,247 
3,816 
4.404 
5,009 
5,629 
6.262 
6.908 
7,564 
8,231 
8.907 
9,59] 
10,283 
10,982 
11,689 
12,401 
13,120 
13,844 
14,573 
15,308 
16,047 
16,791 


a = 0,95 


0.00393 
0,103 
0,352 
0,711] 
1,145 
1,635 
2,167 
2.733 
3,325 
3,940 
4,575 
5,226 
5,892 
6,57] 
7.261 
1,962 
8,672 
9,390 
10,117 
10,851 
11,591 
12,338 
13,091 
13,484 
14.611 
15,379 
16,151 
16,928 
17.708 
18,493 


a = 0,05 


3,641 

5,991 

78s 

9488 
11,070 
12,592 
14,067 
15,507 
16,919 
18,307 
19,675 
21,026 
22,362 
23,685 
24,996 
26,296 
27,587 
28,869 
30,144 
31,410 
32,671 
33,924 
35,172 
36,415 
37,652 
38,885 
40,113 
41,337 
42,557 
43,773 


a = 0,025 


5.024 

TAB 

9.348 
11,143 
12,832 
14,449 
16,013 
17.535 
19,023 
20,483 
21,920 
23,437 
24,736 
26,119 
27488 
28.845 
30,191 
31,526 
32,852 
34,170 
35,479 
36,78] 
38,076 
39,364 
40,646 
41,923 
43,194 
44 461 
45,772 
46,979 


a = 0,01 


6,635 

9.210 
11,345 
13,277 
15.056 
16.812 
18,475 
20,090 
21,666 
23,209 
24,725 
26.217 
27,688 
29.14] 
30,578 
32,000 
33,409 
54,805 
36,191 
37,566 
38,932 
40,289 
41,638 
42 980 
44.314 
45,642 
46,963 
48.278 
49,588 
50,892 


* Esta tabela é bascada na Tabela $ de Monteirika tables for statisticiaes, v. L, com permissão dos provedores da Biometrika. 


a = 0,005 


7,879 
10,597 
12,838 
14,860 
16,750 
18,548 
20,278 
21,955 
23,589 


pre 


49,645 
50,993 
52,336 
53,672 


= 


a — 


Oto] oon dai 


10 
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Respostas parciais para 
problemas selecionados” 


CAPÍTULO 1 
Conjunto 1.1a 


4. 17 minutos 
5. (a) Alternativas de Jim: lançar uma bola curva ou uma 
bola rápida. 
Alternativas de Joc: preparar-se para uma bola curva 
ou uma bola rápida. 
(b) Joe quer aumentar sua média de rebates. 
Jim quer reduzir a média de rebates de Joe, 


CAPÍTULO 2 
Conjunto 2.1a 


À. (a)x, +2x,2] 
(c)x,-x,50 
(e) 05x, — 0,5x, 2 0 
3. M1 não utilizadas = 4 t/dia. 
Conjunto 2.2a 


1. (aee) Vejaa Figura Cl. 
2 (aed) Vejaa Figura C.2. 


Figura €.1 Figura C.2 


(a) 


5. Seja 


x, = número de unidades de A 
x, = número de unidades de B 
Maximizar z = 20x, + 50x, sujeito a 
—),2x, + 0,8x, = 0,2x, + dr, 5 240 
x, = 100,x,,x,20 


Solução ótima: (x,.x,) = (80, 20), z = $ 2.600 
7. Seja 


x, = dólares investidos em A 
x, = dólares investidos em B 
Maximizar z = 0,05x, + 0,08x, sujeito a 
0,75x, - 0,25x, 2 0; 05x, - 0,5x, 2 0; 


' Os problemas resolvidos neste apêndice são designados por '™ no texto, 


x,=0,5x,20,x, + x, S 5.000;x,,x,20 
Solução ótima: (x, x,) = (2.500, 2.500), z = $ 325 
11. Seja 
x, = horas de diversão por dia 
x, = horas de trabalho por dia 
Maximizar z = 2x, + x, sujeito a 
x +4,<10,x,-4,<0 
x =4,x,,x,20 
Solução ótima: (x,,.r,)= (4,6), z = 14 
14. Seja 
x, = toneladas de Cl por hora 
x, = toneladas de C2 por hora 
Maximizar z = 12.000x, + 9,000x, sujeito a 
-200x, + 100x, < 0,2,1x, + 0,9x, £20; xx, 20 
Ótima: (x,.x,) = (5,13; 10,26), z = 153.846 Ib 
(a) Razão ótima: C1:C2 = 0,5. 
(b) Razão ótima é a mesma, mas a geração de vapor aumen- 
tara em 7.692 Ib/h. 
18. Seja 


x, = número de unidades de HiFi-1 
x, = número de unidades de HiFi-2 
Minimizar z = 1.267,2 = (15x, + 15x,) sujeito a 
6x, + dy, £ 432,5x, + 5x, S 412,8 
dx, + Ox, $422.4; x,x,20 


solução ótima: (X,, x,) = (50,88, 31,68), z = 28,8 minutos ociosos 


Conjunto 2.2b 


1. (a) Veja a Figura C3. 


Figura C.3 


DO E: 


5. Seja 


+, 


X, = milhares de barris/dia de Dubai 


milhares de barris/dia do Irã 


ii 


Minimizar z = x, + x, sujeito a 
-06x + 0,4x,5 0,0,2x + 0,1x, 2 14 
0,25x, + 0,6x, > 30; 0,1x, + 0,15x, > 10 
0,15x, +0,1x,2 8)2x,,x, 2.0 
Solução ótima: x, = 55; x, = 30; z = 85 
7. Seja 
x, = razão de liga da sucata À 
x, = razão de liga da sucata B 
Minimizar z = 100x, + 80x, sujeito a 
0,03 < 0,06x, + 0,03x, £ 0,06, 0,03 < 0,03x, + 0,06x, < 0,05 
0,03 < 0,04x + 0,03x, £ 0,07: x, + x, = 1:x,,x, 20 


jis = 


Solução ótima: x, = 0,33:x, = = 0.67: z= $ 86.607 
Conjunto 2.3a 
3. Seja 
x, = parte do projeto é concluído no ano j 
Maximizar z = 0,05(4x,, + 3x,, + 2x,,) + 0,07(3x,, + 2x,, + x,,) 
+ O,13(4x,, + 3x,, + 2x,, + 4,9) + 0,02(2x,, + x,,) 
sujeito a 
Fhe ee Lt eS I 
25 E Xa + dos +, HAS] 
2a Se E] 
5X, + a Sr, + 8x, + 15x, SÓ 
a ee AE dA E 
Sr + set 12x, 2:1, Sky+ —— 
todo tye ü 
Solução ótima: x, = 0,6; x, = 04; x, = 
Xa = 0,267) x. = 0,387; x,, = 


= 


255; x., = 0,025 
D346:x,.=1:2=5 


2 


Conjunto 2.3b 
2. O modelo pode ser generalizado para levar em conta qual- 

quer moeda de entrada p e qualquer moeda de saída q. De- 
fina x, como no Exemplo 2.3-2 e r como a taxa de câmbio 
da moeda í para a moeda j. O modelo associado é 
Maximizar z = y sujeito a 

capacidade: x, Se, para todo i=j 

Moeda de entrada p: J+J rx, =È Xy 


iip ftp 


Moeda de saída q: y+ È x, 5EY 


irg Jeg 


Fw tg 


Moeda ip oug: Yra rX; =m, 


FE) TES) 
todo ás ü 


Taxa de retorno: 1,8064% para $ — $; 1,7966% para $ > €; 
1,8287% para $ > £: 2,8515% para $ — Ye 1,0471% para $ 
— KD. Grandes discrepâncias nas moedas ¥ e KD podem 
ser atribuidas ao fato de que as taxas de cambio dadas po- 
dem não ser totalmente consistentes com as outras taxas. 
Não obstante, o problema demonstra a vantagem de visar 
à acumulação em diferentes moedas. (Observação: AMPL 
interativa (arquivo ampl2.3b-24xt) ou Solver (arquivo 
solver2.3b-2.xls) são ideais para resolver este problema. 
Veja Seção a 2.4.) 


Pesquisa operacional 


Conjunto 2.3c 
2. Seja 
x = dólares investidos no projeto f, f= 1,2, 3,4 
y,= dólares investidos no banco no ano j, j= 1,2,3,4 
Maximizar z = y, Sujeito a 
X +4, +4, + ¥, 5 10,000 
Ox, + 0,0r,-x, + Ody, + 1065y -y,=0 
0,3x, + 0,2x, + 08x, + 0,6x, + 1,065y,— y, = 0 
18x, + Lox, + 10x, + 1,8%, + 1,065y,-y,=0 
12x, + 1,3x, + 0,8x, + 0,95x, + 1,065y,-y, = 0 


Lp Vow Mae Mg Me Z 0 


Solução ótima: 
x,=0,x, =$ 10.000; x, = $ 6.000; x, = 0 
y =O;¥, = 0, y =$ 6.800; y, = $ 33.642 
= $ 53.628,73 no inicio do ano 5 


5. Seja x, = quantia investida no ano / usando o plano A,i=1,2,3 
X,, = quantia investida no ano é usando o plano B,i= 1,2,3 
Maximizar z = 3x,, + 1,7x,, sujeito a 
X, + %,,= 100 (início do ano 1) 
-1?x,, +42, +43 0 
—1,7x,,+4,,= 0 (inicio do ano 3) 


iar Xin = 0,8 = 1, 2, 3 


(inicio do ano 2) 


Xin 


X 


Solução ótima: investir $ 100.000 no plano A no ano | e$ 
170.000 no plano B no ano 2. Problema tem ótima alternativa. 


Conjunto 2.3d 


3. Seja x, = número de unidades do produto j, j= 1,2,3 
Maximizar z = 30x, + 20x, + 50x, sujeito a 


2x, + dx, + dx, E 4.000 
dx, + 2x, + Tx, 5 6.000 
x, + 0,5%, + 0,33%, S 1.500 
2x, —3x,=0 
Sx, — 2x, = 0 
x, 2 200; x, = 200; x, 2 150 
XXX 2 0 
Solução ótima: x, = 32432x, = 21622; x, = 540,54:2 = $ 41.081,08 
7. Seja x, = = quantidade pr oduzida pela operação i no mês 
fi= 1,2 2 f=, 2,3 
i= entrada em estoque da operação ino més = 1,2:/=1,2,3 
Minimizar z= Str, +e, X, +0,21, +0,4) sujeito a 
06x, Z 800: 0,6%, E 700; 0,6x,, £ 550 
0,8x,, < 1.000; 0,8x,, < 850; 0,8x,, < 700 
At hat t ft t+ hy, = 44+ £7 =1,2,3 
Lig = E 
d, = 500,450, 600 para j = 1,2,3 
C= 10, 12,11 para j= 1,2,3 
cy = 15, 18, 16 para j= 1,2,3 


Solução ótima: x, = 1.333,33 unidades; x, = 216,67; x, = 1.250 
unidades; x,, = 300 unidades: z = $ 39.720. 


= O. todas as variáveis 2 O 
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Conjunto 2.3e 
2. Sejax = lb de parafusos/pacote, x, = lb de parafusos de porca” 
pacote, x = lb de porcas/pacote, x, = 1b de arruelas/pacote, 
Minimizar z = Llx, + 15x, + (20), 4 É aa sujeito a 
y= x, + 4, + Aa TAg 


yzl; x 20,ly; x, 2025y; x, 50,15pix 5 Oly 


10 50. 
Todas as variáveis são não negativas. 
Solução: z = $ 1,12;y=1;1,=0,55,x,=0,25,x =0,15;x, =0,1 

5. Seja x, = barris de cru Aldia; x te = barris de cru Bidia; 

X = barris de comumídia; x, = barris de premium/dia; 
x, = barris de combustível para jatoídia. 
Maximizar z = 50(x —s, *) + 70x, -8, + 120(x — 5; ) 

= (10s; + 15s" + 2057 + 297 + 357 + ds) 

— (30x, + 40x,) sujeito a 


x, € 2.500;x, £ 3.000; x = 0,2", + 0,25x,: 
x,=0,1x,+03x,5.x =0 ot, + Ox, 
x +s -st = 500, X t =s TOO: Triers 400, 
todas as variáveis > 0 
solução: 
z = $ 21.852,94; x | = 1.176,47 barrisídia; 

= 1.058,82; x, = 500 barrisídia 

= 435,29 barrisídia; x = 400 barrisídia; 5 = 264,71 


Conjunto 2.3f 


1, Seja xy) = numero de ônibus que circulam em turnos de 8 
horas ( 12 horas) que começam no período i 
É É 
Minimizar z= 27 x,+ 355 y, sujeito a 
f=] f=] 
Rte ty EMEA ERVAS, 
MEMBERS 4%, + 95+ ¥,+¥, 27, 
MAMAS 125 x, tr. +y +y + 7,24 
Todas as variáveis são não negativas. 
Solução: x, = 4, x, = 4, x, = 2, x, = 4, y, = 6; 
todas as putras = =0,z= 49, 


Número total de ônibus = 20, Para o caso do turno de & 
horas, número de ônibus = 26 e comparável az=2x26= 
52. Assim, O turno (8 horas + 12 horas) é melhor. 

5. Seja x, = número de estudantes que iniciam no periodo 
i{i = 1 para 8h01 da manhã; į = 9 para 4h01 da tarde). 
Minimizar z=, +x, +x +x, +X, +x +x, +x, Sujeito a 

k AA AE 44,2 2,X, HA + X23, 
AKELES HI 3, 
XX 2S +e ae ae ed 
x, = O; todas as outras variáveis são não negativas 


Solução: contratar 2 às ShO] da manhã; 1 às 10h01 da manhã; 3 
às 11h01 da manhã: e 3 às 2h01 da tarde, Total = 9 estudantes. 


Conjunto 2.39 


1. (a) 1.1502 pés 
(b) (3,0,0), (11,0), (10,1) e (0,2 2.0) com 0, 3, 1 respectivos e 
| perda por corte por pé. 
(c) Número de rolos padronizados de 20º diminuiu em 30, 
(d) Número de rolos padronizados de 20° aumentou em 50. 


6. 


Is, ly r 
|r, ——_|—-x , ——y , Kr. 
ms ot 3 —y 3 | 
| 2.2 minutos ——— 


Sejam g, y, èr, as durações dos sinais verde, amarelo e vermelho 
para carros que saem da rodovia /. Todas as unidades de tempo 
estão em segundos Nenhum carro se move no amarelo, 
Maximizar z = 3(500/3.600)g, + 4(600/3.600)g, + 5(400/3.600) 
g sujeito a 


(500/3.600)g, + (600/3.600)g, + (400/3.600)g, < (510/3.600) 
(2.2 x 60-3 x 10) 


g +g +8,+ 3 1052.2 x 60,2 225,7,225,8,225 
Solução: g, = 25 s,g, = 43,65, 2, = 33.45. 
Receita do posto de pedágio = $ 58,04/hora. 


Conjunto 2.4a 


2. (d) Veja arquivo solver2.4a-2(d).xls na pasta AppenCFiles. 


Conjunto 2.4b 


2. (c) Veja arquivo ampl2.4b-2(c).txt na pasta AppenCFiles. 
(f) Veja arquivo ampl2.4b-2(f).txt na pasta AppenCFiles. 


CAPÍTULO 3 


Conjunto 3.1a 


l. 2tdiae | dia para matérias-primas M1 e M2, respectiva- 
mente. 

4. Seja x, = unidades de produto é produzidas na máquina j. 
Maximizar z = 10(x, + x) + 15x, + x,,) 

sujeito a 


To FS, =5 


dp FE Ha — das l 


XK Hy EX HA +8, = 5 
Le =) 
Xa +4, +5, = 200 
Xp + X,, + 5, = 250 


Sp X; 20 para todo iej 


Conjunto 3.1b 
3. Seja x = unidades de produto j} j = 1,2,3. 
Maximizar z = 2x, + 5x, + 3x, - 15r; — 10x, 
sujeito a 
2x +x,+2x,+x;—-x5=80 
E A = 65 


ao ga Ea EE TT, et 


4° 
ac, ns x, = 65 unidades, x = 15 unidades; todas as 
outras = 0, z = $ 525. 


Conjunto 3.2a 


1 (c) x, = 6/7, x, = 12/7, z = 48/7. 
(e) Pontos extremos (x, = 0.x, =3) e (x, =6,x,=0) são inviáveis 
3. Soluções básicas inviáveis são: 


(x,.,) = (22-4) (xx) = (8-2) 
(x,.¥,) = (6-4). (x,,x,) = (16, -26) 
(XX) = (3,-15), (Xp x)= (6,-16) 


Conjunto 3.3a 


3. (a) Somente (A, B) representa iterações simplex sucessivas 
porque os pontos extremos A e B são adjacentes. Em 
todos os pares restantes, os pontos extremos associados 
não são adjacentes. 

(b) (1) Sim. (ii) Não, C e / não são adjacentes. (iii) Não, o 
caminho retorna a um ponto extremo anterior, A. 
5. (a)x, entra com valor 1,7 = 3 no ponto extremo D. 
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Conjunto 3.3b 


3. 
Nova variável básica x, x, x, X; 
Valor 1,5 | 0 0,8 
Variável que sai X X EA xX, 


6. (bjx, x, ex, podem aumentar o valor de z. Se x, entrar, x, 
sai e Az = 5 x 4 = 20. Se x, entrar, x, sai e Az = 0 porque 
x, é igual a O na nova solução. Se x, entrar, nenhuma 
variável sai porque todos os coeficientes de restrição de 
x, SãO menores ou iguais a zero. Az = œ porque x, pode 
ser aumentada até infinito sem causar inviabilidade. 

9, Segundo melhor valor de z = 20 ocorre quando s, é trans- 

formada em básica. 


Conjunto 3.4a 


3. (a) Minimizar z = (8M — djx, + (6M — 1x, — Ms,- Ms, = 10M 
(b) Minimizar z = (3M -= ax, + (M — Dx, =3M 
6. A tabela inicial é 


Base Ed x, Y, E Solução 
z —| -12 0 0 -§ 
P l l | 0) 4 
x, l 4 0 l 8 
Conjunto 3.4b 


1. Sempre minimize a soma de variáveis artificiais porque a soma 
representa a quantidade de inviabilidade do problema. 

7. Qualquer variável não básica que tenha coeficientes objeti- 
vos não-zero no final da Fase I não pode tornar-se positiva na 
Fase I] porque significará que o valor ótimo da função objeti- 
vo na Fase I será positivo, isto é, solução da Fase I inviável. 


Conjunto 3.5a 
lL (0)A4A5B5C50D. 
(b) 1 em A, 1 em B, Cj=6emCel em D. 


Conjunto 3.5b 


A - 4 ; IO 
1. Ótima alternativa básica: (0, 0, = ), (0 


5,0), (1,4, 5). Ótima 
alternativa não básica: i 


10 A : - 
(Ot, SOL, + 40%, 0%, + A), +0,+0,=1,0sa@s1,/=1,2,3. 


Conjunto 3.5c 


2. (a) Espaço de soluções é ilimitado na direção de x.. 
(b) Valor objetivo é ilimitado porque cada aumento unita- 
no em x, aumenta z em 10. 


Conjunto 3.5d 


1. O máximo que pode ser produzido são 275 unidades. 


Conjunto 3.6a 
2. Seja 
x, = número de chapéus do tipo 1 por dia 
x, = número de chapéus do tipo 2 por dia 
Maximizar z = &r, + Sx, sujeito a 
2x, + x, 5 400 
x, £150, x, 5 200 


xx, 20 
) Veja a Figura Cdx = 106, x, = 200, z = $ 1.800 no ponto B. 
(b) $4 por chapéu do tipo 2 na faixa (200, 500). 
(c) Nenhuma variação porque o preço dual é $ 0 por unida- 
de na faixa (100, es). 


Pesquisa operacional 


(d) Valor equivalente a $ 1 por unidade na faixa (100, 400), 
Aumento máximo = 200 para o tipo 2. 


Conjunto 3.6b 
3 (a)O< <2, 
14 “E 
(b) Nova —L = 1. A solução permanece inalterada. 


Ca 


Figura C.4 


200) 
= tite, 200) ótima 
150, 200) 


0 100 E 200 xı 


Conjunto 3.6c 


2. (a) Sim, porque a receita adicional por min = $ 1 (para até 
10 min de horas extras) é maior do que o custo adicional 
de $ 0,83/min. 

(b) Receita adicional é $ 2/min (para até 400 min de horas 
extras) = $ 240 para 2 h. Custo adicional para 2 h = $ 110. 
Receita liquida = $ 130, 

(c) Não, seu preço dual é zero porque o recurso já é abun- 
dante. 

(d) D, = 10 min. Preço dual = $ l/min para D, = 10. x, = 0, 
x, = 105, x, = 230, receita líquida = ($ 1.350 + $ 1 x 10 
min) ~ ($ 40/60 x 10 min) = $ 1.353,33. 

(e) D, =-15. Prego dual = $ 2/min para D, 2-20. Decrésci- 
mo na receita = $ 30. Decréscimo no custo = $ 7.50. Não 
recomendada. 

6. Seja 


x, = minutos de rádio, x, = minutos de TV, x, = anúncios em jornais. 
Maximizar z =x, + 50x, + 10x, sujeito a 

15x, + 300x, + 50x, + 5, = 10.000, x, - 5, = 5, 

x, +5, = 400, -x, + 2x, +5, =0,%,,x,,%, 20, 


$4.55 $4.5, 20 


(a) x, = 59,09 min, x, = 29.55 min, x, = 5 anúncios, z = 1.561,36 

(b) Pelo TORA, z + 0,158s, + 2,8795, + Os, + 1,36ds, = 156,364. 
Preços duais para as respectivas restrições são 0,158; 
28790 e 1,36. O limite inferior imposto aos anúncios 
em jornais pode ser reduzido porque seu preço dual é 
negativo (= -2,879). Nao há nenhuma vantagem em ele- 
var o limite superior de minutos de rádio porque seu 
preço dual é zero (o limite atual já é abundante). 

(c) Pelo TORA, x, = 59,9091 + 0006060, 2 0, x, = 5,3,= 
340,90909 + 0, (0606, = 0, x, = 29, 54545 + 0 00303D, 
0. Assim, O preço dual = 0,158 para a faixa 9.750 = D, 
= 56.250, Um aumento de 50% na verba mensal (D, = 
5.000) é recomendada porque o preço dual é o 

11. (a) Recurso escasso: resistor ¢ capacitor; recurso abundan- 

te: chip. 

(b) Valores equivalentes por unidade de resistor, capacitor 
e chips são $ 1,25:4 025 e $0. 


wo 
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(e) A alteração D, = 350 = 800 = = 450 cai fora da faixa de 
viabilidade D,>=—400, Daí, o problema deve ser resolvi- 
do mais uma vez, 


13. (b) A solução x, = x, =2+ à é viável para todo A> 0. 


3 
Paraĝ e ASA, F +r = E 41 = viabilidade confirmada. 
Para 3SA<6, rote, = > | = viabilidade não confirma- 


da. Para A> 6, a alteração cai fora das faixas para D e D, 


Conjunto 3.6d 


2 (a)x = latas de Al,x, = latas de A, x, = latas de BK, 
Maximizar z = 80x, + 70x, + 60x, sujeito a 
x +X, +4, 5500,x, 2 100,dx, —2x,-2x, 50 


Solução ótima: x, = 166,67; x, = 333,33; x, = 0,7 = 36666,67. 
(b) Pelo TORA, o custo reduzido por lata de BK = 10.0 
preco deve ser aumentado em mais de 10 centavos, 

(c) d, =d,=d,=—5 centavos. Pelo TORA, os custos reduzi- 

dos para as variáveis não básicas são 


x 10 + d,- d, 2 0, satisfeita 
si 73,33 + 0,67d, + 0,33d, = 0, satisfeita 
s4 1,67 -0.17d, + 0,17d, = 0, satisfeita 


A solução permanece a mesma. 
5. (a) x, = número de unidades de motor i, = 1,2,3,4. 


Maximizar z = 60x, + 40x, + 25x, + 30x, sujeito a 
Sx, + 5x, + dx, + 6x, < 8.000; x, < 500, x, < 500, 
x, £ 800, x, 2 750,%,X%,X,4,20 


Solução ótima: x, = 500, x, = 500, x, = 375, x, = 0, z = $ 59.375 

(b) Pelo TORA, '8 75 + d, 2 0. O preço do motor do tipo 2 
pode ser reduzido em até $ 8,75. 

(c) d,=515,d,=510,d,=-$625,d,=-5 750. Pelo TORA, 


7,5 + L3d,-d, 20, satisfeita 
$6.25 + 025d, 2 0, satisfeita 
s 10- 2d, + d, 2 0, satisfeita 


$18,775- 125d, + d, > 0, satisfeita 
A solução permanece a mesma, mas z será reduzida em 25%. 
(d) Custo reduzido de x, = 7.5. Aumentar preço por mais do 
que 5 7,50. 


Conjunto 3.6e 


5 O preço dual para a restrição de investimento x, , + Xi_ $ = 
100 é $ 5,10 por dólar investido em qualquer quantia de in- 
vestimento. 

9. (a) Preço dual para a matéria-prima A é $ 10,27. O custo 
de $ 12,00 por Ib excede a receita esperada. Em conse- 
quência, a compra de matéria-prima adicional A não é 
recomendada, 

(b) Preço dual para matéria-prima Æ é 5 0.0 recurso já é 
abundante e não se justifica nenhuma compra adicional. 


CAPÍTULO 4 


Conjunto 4.1a 
2. Sejam y, y, €y, as variáveis duais. 
Maximizar w = 3y, + 5y, + dy, sujeito a 
y, + 2y, +3y,£15,2y —4y, +y, S12 


y, 20; y, £ 0; y, irrestrita 


4. (c) Sejam y, e y, as variáveis duais. 


Minimizar z = 5y, + Oy, sujeito a 
2y +3y,=hy,-y,=1 


Y y, irrestritas 


5. A restrição dual associada às variáveis artificiais é é y, 2—M. 
Matematicamente, M — = = y =—=, que é o mesmo que y, 
ser irrestrita. 


Conjunto 4.2a 


1. (a) AV é indefinida. 
(e) VA =(-14-32) 


Conjunto 4.2b 

à ae Oo 0 
d 2 
l 3 
E - 00 

1. (a) Inversa = - A 
eo ne 1 O 
l i o 


Conjunto 4.2c 
3 Sejam y, e y, as variáveis duais, 
Minimizar w = 30y, + 40y, sujeito a 
yi +y 25 5y -5y 22; 2y -6p,23 
y, 2-M(= y, irrestrita); y, 2 0 
= 0; w= 150. 


e y, as variáveis duais. 


solução: y, = 5; y, 

6. Sejam y, 
Minimizar w = 3y, + 4y, sujeito a 

y, + 2y,21,2y,-y, 25,23 
y, irrestrita 


Solução: y = 3;y,=—-liw=5 
8. (a) (x, x,)= (3,0), z = 15, (yp ya = B, 1), w = 14. Faixa = (14, 15) 
9 (a) Solução dual é inviável; em consequência, não pode ser 
ótima, ainda que z = w = 17. 


Conjunto 4.2d 


2. (a) Viabilidade: (x. x,) = (3, 15) = viável. 
Otimalidade: custos reduzidos de (x,,x,) = (0,2) = ótima. 


4. 
Base xy Xa va ty ts Solução 
z 0 0 -$ -4 0 1g 
Xx] | 0 E : : E 
x 0 | $ -5 A 
ks 0 0 on | 1 1 0 


A solução é ótima e viável. 


7. Valor objetivo: pela primal, z = c X, + ¢.v,.¢, pela dual, w = b y, 
+ by, +b ypb = 4,0,=6,6,=8,¢, =2,.¢,s5 > 250 =H. 


Conjunto 4.3a 


2. (a) Sejam {x X, X, X.) = unidades diárias de $C320, 8C325, 
SC340 e SC 370. 
Maximizar z = 94x, + 10,8%, + 8,75%, + 7,8x, sujeito a 
10,5%, + 9,3x, + 11,6x, + 8,2x, < 4.800 
20,4x, + 24,6x, + 17,7x, + 26,5x, £ 9.600 
32x, +2,5x, + 3,61, + 5,5x, = 4.700 
OX, + Ox, + Ox, + Sx, E 4.500 


x, 2100, x, 2 100, x, > 100, x, = 100 
(b) Somente a capacidade de soldagem pode ser aumenta- 
da porque tem um preço dual positivo (= 0,4944}. 
(c) Preços duais para limites inferiores são = 0 (-0,6847. 
-1,361 0 e -5,3003), o que significa que os limites cau- 
sam um efeito adverso sobre a lucratividade. 
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(d) O preço dual para soldagem é $ 0,4944/min, válido na 
faixa (8.920, 10.201,72), o que corresponde a um aumen- 
to máximo de capacidade de apenas 6,26%. 
Conjunto 4.3b 


2. Novo carro de bombeiros de brinquedo é lucrativo porque 
seu custo reduzido = -2. 

3. Peças PP3 e PP4 não são parte da solução ótima. Os custos 
reduzidos atuais são 0,1429 e 1,1429, Assim, a taxa de de- 
terioração na receita por unidade é $ 0,1429 para PP3 e $ 
11429 para PP4, 


Conjunto 4.4a 


1. (b) Não, porque o ponto E é viável e o dual simplex deve 
permanecer inviável até a ótima ser alcançada. 

q. (c) Adicione a restrição artificial x, = M. O problema não 
tem nenhuma solução viável. 


Conjunto 4.5a 


d. Seja O a ração semanal em Ib (= 5.200, 9.600, 15.000, 20.000, 
26.000, 32.000, 38.000, 42.000, para as semanas 1,2,..,€ 8). 
Solução ótima: calcário = 0,028 O, milho = 0,649 O e prepa- 
rado de soja = 0,323 Q. Custo = 0,81221 Q. 


Conjunto 4.5b 


L (a) A restrição adicional é redundante. 


Conjunto 4.5c 


2. (a) Novos valores duais = (1/2, 0,0, 0). A solução atual per- 
manece ótima. 

(c) Novos valores duais = (=1/8, 11/4, 0, 0). z — 0.1255, + 

2.798, = 13,5. Nova solução: x, = 2,¥, = 2.x", = 4,2 = 14. 


Conjunto 4.5d 
L. fol, + 3y,+¥,)-320. Para y =1,y,=2e y,=0,p =42,86%. 


3. (a) Custo reduzido para carros de bombeiro = 3y, + Zy, + 
dy,-5=2>0, Carros de bombeiros não são lucrativos, 


CAPÍTULO 5 


Conjunto 5.1a 


d. Designe um custo muito alto, M, à rota entre Detroit e um 
destino fictício, 

6. (aeb) Use M = 10.000. A solução é mostrada em negrito. 
Custo total = $ 49,710. 


Fornecimento 
Usina 1 

25 
Usina 2 

40 
Usina 3 

30 
Excesso 
Usina 4 

13 

Demanda 36 4? 30 


(c) Excesso de custo para a Cidade 1 = $ 13.000. 


Pesquisa operacional 


9 A solução (em milhões de galões) é mostrada em negrito. A area 
2 terá escassez de 2 milhões de galões Custo total = $ 304.000, 


Al AZ AS Fornecimento 
Refinaria | 
ü 
Refinaria 2 
5 
Refinaria 3 
ü 
Ficticio 
2 
Demanda 4 8 7 


Conjunto 5.2a 
2. Custo total = $ 804, O problema tem ótima alternativa. 
Serviço de afiação 


Noturno 2dias 3dias Descarte 


Dia Nova 

Segunda-feira 24 0 6 Is 0 
Terça-feira 12 12 0 0 0) 
Quarta-feira 2 l4 0 0 0) 
Quinta-feira 0 0 20 0 ü 
Sexta-feira 0) E 0 0 4 
Sábado 0) 2 ü ü 12 
Domingo 0) 0) 0 0) 22 


5. Custo total = $ 190.040. O problema tem ótima alternativa, 


Quantidade 
Periodo Capacidade produzida Entrega 

l 500 500 400 para (período) 1 
e 100 para 2 

2 600 600 200 para 2,220 para 3 
e 180 para 4 

3 200) 200 200 para 3 

4 300 200 200 para 4 


Conjunto 5.3a 


À. (a) Noroeste: custo = $42. Menor custo: = $ 37. Vogel: = 5 57. 


Conjunto 5.3b 


& (a) Custo=$ 1,475. 
(b) c23, Ci, Oy ge 1a; Cy, 27. 


Conjunto 5.4a 


5. Use o código (cidade, data) para definir as linhas e colunas do 
problema de designação. Exemplo: a designação (D, 3)-(A,7) 
significa sair de Dallas em 3 de junho e voltar de Atlanta em 7 
de junho ao custo de $400. A solução é mostrada em negrito. 
Custo = 5 1.180. O problema tem ótima alternativa. 


(AT) (A,12) (A,28) 


(A, ZI) 


(D,3) 300 300 280 


(D,10) 400 300 300 


(D,17) 300 400 300 


(D,25) 300 300 400 


Apêndice C Respostas parciais para problemas selecionados 


6. Designação ótima: Lad, [-c, I-a, IV-b, 


Conjunto 5.5a 


d. Custo total = $ 1.550. A solução ótima é resumida a seguir. 
O problema tem ótima alternativa, 


Loja | Loja 2 


Loja 3 


Fábrica 1 


Fábrica 2 


CAPÍTULO 6 


Conjunto 6.1a 
1. Para a rede (i): (a) 13-42. (b) 1-5-4-3-1. (ce d) Veja a Figura C5. 


Figura €.5 


Arvore geradora 


Cada quadrado é um nó. Quadrados adjacentes são conecta- 
dos por arcos. Cada um dos nós, 1 e 8, tem o maior número de 
arcos que se originam deles e, portanto, devem aparecer no 
centro. O problema tem mais de uma solução. Veja a Figura 
Cb. 


Figura C.G 


Conjunto 6.2a 


2. 
5. 


(a) 1-2, 2-5, 5-6, 6-4, 4-3. Comprimento total = 14 milhas. 
Alta pressão: 1-2-3-4-6. Baixa pressão: 1-5-7 e 5-9-8, 


Conjunto 6.3a 


1. Comprar carro novo nos anos 1 e 4. Custo total = $ 8.900. 
Veja a Figura C7. 
d. Para o arco (i, v )-(i+ 1,v,_,),defina-se p(g) = valor (número 


de item i). Solução: selecione uma unidade de cada um dos 
itens, 1 e 2. Valor total = $ 80, Veja a Figura CS, 


Conjunto 6.3b 


1. (c) Elimine todos os nós exceto 4, 5,6,7 e 8 Distância mais 


curta = 4, associada às rotas 4-5-6-8 e 4-6-8, 


Conjunto 6.3c 


L (a) 5-4-2-1, distância = 12. 

4. A Figura C.9 resume a solução, Cada arco tem comprimen- 
to unitário, As setas mostram rotas de uma única via, Exem- 
plo de solução: de Bob a Joe: Bob-Kay-Rae-Kim-Joe. Maior 
número de contatos = 4, 
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Figura €.7 


Figura C.8 


Figura C.9 


Conjunto 6.3d 


1. (a) Lado direito das equações para os nós 1 e S são le -l. 
respectivamente; todas as outras = 0. Solução ótima: 1-3-5 


ou 1-3-4-5; distancia = 90, 


Conjunto 6.4a 
1. Corte 1:1-2, 1-4, 3-4, 3-5, capacidade = 60. 
Conjunto 6.4b 
1. (a) Excesso de capacidade: arco (2-3) = 40, arco (2-5) = 10, 


arco (4-3) = 5, 
(b) Nó 2:20 unidades; nó 3:30 unidades; nó 4: 20 unidades. 
(c) Não, porque não há excesso de capacidade partindo do nó 1. 
Número máximo de tarefas é 4. Rif-3, Mai-l, Ben-2, Kim-5. 
Ken não tem nenhuma tarefa. 
Conjunto 6.5a 


3. Veja a Figura C10. 


Conjunto 6.5b 


1. Caminho critico: 1-3-4-5-6-7. Duração = 19. 
Conjunto 6.5c 


3. (a) 10. (b) 5. (c) 0. 
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Figura C.10 


Pesquisa operacional 


5. (a) Caminho crítico: 1-3-6; duração = 45 dias. 
(b) A, De E. 
(c) As atividades C, D e G terão, cada uma, um atraso de 5 
dias. E não sera afetada. 
(d) Equipamento mínimo = 2 unidades. 


CAPÍTULO 7 


Conjunto 7.1a 


2 (1,0) e (0, 2) estão em O, mas M1,0) + (1 — A)(0, 2) = 
(A. 2 - 2A) não se encontra em O para0<A <1, 


Conjunto 7.1b 


2. (b) Solução única com x, > 1 e0 <x, < 1, Veja a Figura Cl. 
(dj Um número infinito de soluções. 
(E) Nenhuma solução. 
3. (a) Base porque det B = —4. 
(d) Nao é uma base porque uma base deve incluir exata- 
mente 3 vetores independentes. 


Figura €.11 


m>1,.0<x<l] 


Conjunto 7.1c 


l. 
(03 -0,2 
"(01 01) 
Base x, Ka no 4, Solução 
z L3 = 0 0) 21,5 
x, 0) 0,5 l 0) 2 
X; 05 0 0 l 15 


A solução é viável, mas não ótima. 


d. Solução ótima z = 34. 
Maximizar z = 2x, + 5x, sujeilo a x,54,1,56,1,+1,58,1,4,20 


Conjunto 7.2a 


1. (a) P tem de sair. 
(b) B= (P, P,) é uma base viável. 


2. Para o vetor Dash X p temos 


- — =| a — jt w — gu Fig tes 
{z,-¢] =¢,B"B-c, =¢,I-¢,=¢,-¢, =0 


7. O número de pontos extremos adjacentes é n — m, conside- 
rando a não-degencração, 

10. Em caso de degeneração, o número de pontos extremos 
é menor do que o de soluções básicas; caso contrário, são 
iguais, 


11. (a) nova x = 1/0 velha x. 


(b) nova x = Bo: velha x. 


Conjunto 7.2b 
2. (b) (vx, 4,) = (1,5; 2:0), 2 =5. 


Conjunto 7,3a 
2 (b) (XANA tpat) = (0; 150,75; 15031), 2 = 22. 


Conjunto 7.4a 

2. Maximizar w = Yb sujeito a YA se, Y 2 0. 

Conjunto 7.4b 

5. Método 1: (b. b. 6,) = (4.6, 8) = valor objetivo dual = 34. 

Método 2: (e 6) = (2,5) = valor objetivo primal = 34. 

7. Minimizar w = Yb sujeito a YA = c, Y irrestrita, 
Conjunto 7.5a 

2 
L -35121 


2. (a) 
Solução básica Faixa aplicável de r 


(xn Xs, x} = (5, 30, 10) O<r< 


1 
4 
gl = | 5 
(Xo, - e x)= 825) jets a 
(x, Jg, x1) = G, 1 45. 20) ; srs” 
Ho a EE 
= = al zi 


A base permanece ótima paraQersl. 


Conjunto 7.5b 


1. (a)r, =10,B, =(P,,P,,P,) 
2 Emr=Q, (x, Xa X) = (0,4; 1,8; 1). Permanece básica para 
Oss. Nenhuma solução viável para t > 1,5. 


CAPÍTULO 8 


Conjunto 8.1a 


1. G; minimizar sç',55x + 5,5%, + 5,54, = 0,0675x, +85 =8=0, 

3. Seja x, = número de calouros do próprio estado; x, = núme- 
ro de calouros de fora do estado; x, = número de calouros 
internacionais. 

Gt 

OX, +x 2%, + 5, si = 0,-0, x - 01x, + 09x, + 5, -sf = 0, 


0,125x, — 0,05x, -0,556x, +s- si = 0, -02x + 08x, -0.2x, +s -s =0 


4, sujeito a ta, A Sc SE = 1.200, 


a 


minimizar s, i= 1,2... 


Todas as variáveis são não negativas, 


Apêndice C Respostas parciais para problemas selecionados 


5. Seja x = número de rodadas de produção no tumo jj = 1,2,3. 
Minimizar z = s7 + 5;.sujeito a—100x, + 40x, — 80x, +s;—s;=0, 
4<x s5,10<x,<M;3<x,520 


Conjunto 8.2a 


1. Função objetivo: minimizar z 


Solução: x = 0,0201;x, = 0,0457; x, = 0,0582; x, 
s;=1,45 é 


Imposto sobre a gasolina está $ 1,45 milhão abaixo da meta. 
4. x= lb de caleario/dia; x, = Ib de milho/dia; x, = Ib de prepa- 
rado de sojaídia, 
Função objetivo: minimizar z = s, + s,' +s +S +s 
Solução: x, = 166,08 Ib, x, = 2.778, 56 lb, x. = 3,055 36 Ib, z = 0, 
O problema tem ótima alternativa. Todas as metas são cum- 
pridas, mas as metas 3 e 4 são ultrapassadas. 
7. x = número de unidades de produto j,j = 1,2. 
esigne um peso relativamente alto às restrições de quota. 
Função objetivo: minimizar z = 10087 + 100s7 + si +s} 
Solução: x, = 80, x, = 60,57 = 100 minutos, i= = 120 minutos 
A quota de produção pode ser cumprida com 100 minutos 
de hora extra para a máquina | e 120 minutos de hora extra 
para a máquina 2. 


— quo = = ej t 
= Sp TS FS a TS 


= 2 centavos: 


Conjunto 8.2b 


2. Selena ar x, = 0,01745, x, = 0,0457, x, = 0,0582, x, = 21,33, 
= 19,33; todas as outras = 0, Metas G, »G,¢G, são cum- 

idas G, não é cumprida. 
Problema O ; mesmas restrições de G,, mais s7 = 0,5; = 0,5, =0. 
Solução G; x = 0,0201, x, = 0,0457, x, = 0,0582, x. =2, st = 1,45, 
Todas as outras variáveis = 0. A meta O, não é cumprida. 
Problema G; o mesmo que G, mais s; = 0. 
Solução G.: a mesma que G, o que significa que a meta 5 
não pode ser satisfeita (s) = 1,45). 


CAPÍTULO 9 


Conjunto 9.1a 


3. x, = número de garrafas do tipo í designadas ao indivíduo j, 
onde i= 1 (cheia),2 (cheia até a metade), 3 (vazia). 
Restrições: 

apt Ny Ra UA Fe ta MAS GE) 

Xa + O.5x,, = 3.5,%,, + Ux, = 3,5, x,, + 05x, = 3,5 

Ko de ch +2, 57,445, +358 128,42, 4+5,,57 


Todos x, são inteiros não negativos. 
Solução: use uma função objetivo fictícia. 


N. de garrafas designadas ao indivíduo 


Status I 2 3 


Cheia l 3 3 
Cheia pela metade 5 l | 
Vazia 1 3 3 


6. y=soma original de dinheiro. x, = quantia tomada na noite j,j = 1, 
2,3.x, = quantia dada a cada marinheiro pelo primeiro oficial, 
Minimizar z = y sujeito a dx, -ys Ay tan yN +, 
+ 3x,-y=2,y-—x,—x,-x,- 3x, = 1. Todas as variáveis são 
inteiras não negativas. 

Solução: v=79+8ln,n=0,1,2... 

10. Lado 1:5,6 e 8 (27 minutos). Lado 2: 1,2,3,4 e 7 (28 minu- 
tas}, O ea tem ótima alternativa, 

12. x, = 1 se estudante i selecionar curso J; caso contrário é zero; 
c, = contagem de prefe rência associada; € = capacidade do 


curso j. Maximizar z= Te x, 
fol jal 3 


sujeito a 
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i 


Ys, =2 i=, runt S SC =D 6 


eee l: estudantes (2, 4,9): 2: (2,8); 3 (5,6, 7, 9); 4 
(4,5, 7,10), 5: (1,3, 8, 10); 6: (1,3). Contagem total = 1.775. 


Conjunto 9.1b 


1. Seja x, = 1 se a rota j for selecionada; caso contrário, é 0. 
Distancia total da rota (ABC, 1,4,3,4, ABC) = 10+ 32+4 
+ 15 +9 = 80 milhas. 


Minimizar z = 80x, + 50x, + 70x, + 52x, + 60x, + 44x, sujeito a 


ab dl ee ua 1.x, +r tY tY 2 1,2, +X, +X, +X, 2 l, 


ytan +x El, x, + +x, +x 2 1.x, = (0, 1) para todo j. 


Solução: selecione as rotas (1, 4,2) e (1,3, 5), z = 104. O 
cliente 1 deve ser omitido em uma das duas rotas. 

2. Solução: o comitê é formado pelos indivíduos a, d e f. O 
problema tem ótima alternativa. 

7. x = 1 seo transmissor t for selecionado; caso contrário é 0. 

= | se a comunidade c for abrangida; caso contrário é O, 

c = custo do transmissor +. $ = conjunto de transmissores que 
abrange a comunidade c. P = população da comunidade j. 


Maximizar Z = Y Px sujeito a 


>, 2x,,c=l, 2...., 


re. 


15, ¥ cx £15 
fal 


Solução: construir transmissores 2, 4,5, 6 e 7. Todas as co- 
munidades são abrangidas, exceto a comunidade 1. 


Conjunto 9,1c 


2. Seja x, = número de componentes minúsculos produzidos 
na máquina j, j=1,2,3.y = 1 se a máquina j for usada; caso 
contrário, é 0. Minimizar z = 2x, + 10x, + 5x, + 300y, + 100y, 
+ 200y, sujeito a x, +x, +X, > 2.000, X, - 600y, SU, x, - 800y, 
£0, x, - 1.200y, <0,x,, ae > 500 e inteiras. Y., Ya y, = (0, 1). 
Solução: x, = = 600, x, = 500, x,= 900, z = $ 11.300. 

3. Solução: o local | é designado aos alvos | e Ze o local 2 é 
designado aos alvos 3 e 4.7 = 18. 

10. x = número de bilhetes (uma via) da Eastern, x = número de 
bilhetes da US Air, x, = número de bilhetes da Continental. 
e, e e, são variáveis binárias. u € c são inteiros não negativos. 
Maximizar z= 1.000(x + 15x, + 1,8% + 5e, + Se, + 10u + Tc) 
sujeito ae, Sx/2,€,5 x./6, us x16 ecs x5, x +x tx =12. 
Solução: comprar 2 2 bilhetes da Eastern e 10 bilhetes da 
Continental. Bônus = 39.000 milhas. 


Conjunto 9.1d 


1. Seja x, = quantidade inteira designada ao quadrado (i, j). 
Use uma função objetivo ficticia com todos os coeficientes 
iguais à Zero, 

Restrições: 


Sm =Isi=L23 x, 


i=l 


= j=l, 2, 3 

Za tl +x, = 15,5, + 75, = 15; 

(Xazrat lous, Sr- 1), (X,2X% FLOU Sx, - 1), 
(Xpt ryt louts l) 2H +1 ous SIl 


(azr +1 oux,, snl p+ Lour S I}, 
x, = 1,2,..,9 para todo ie 


Solução: 


Soluções alternativas são permutações diretas de linhas e/ 
ou colunas, 


346 


3. x = número de unidades por dia de produto j. 
Maximizar z = 25x, + 30x, + 22x, sujeito a 


3x, + dx, +5x, = 100 a 3x +dx, +5x, <90 
dx, +3x, +6x, S100) É | 4x, +3x,+6x, <120 


XX, X, 2 Ü e inteiras 


Solução: produzir 26 unidades de produto 1,3 de produto 2, 
e nenhuma de produto 3; usar localização 2. 


Conjunto 9,2a7 


à {az= 6,4, = 2,4, = 0, 
(d) z= 12,x, =0,x, =3. 

3 (ajr= sea td de 
(d) z= 10,5: x, = 0,554, =2. 


9, PLIO-1 equivalente: 
Maximizar z = 18y,, + 36y,, + dy, + 28y,, + 8y,, + 16p,+ 32y,, 
sujeito a 15y,, + 30y,, + 12y,, + 24y,, + Tya + 1dy + 289, SAS 
Todas as variáveis são binárias. 
Solução: z = 50, y,, = l, ya = l; todas as outras = 0. 
Equivalentemente, x, = ai x, =L. 
A versão 0-1 requeria 41 nós. A original requer 29. 


Conjunto 9.2b 


1. (a) Corte legitimo porque passa por um ponto inteiro e não 
elimina nenhum ponto inteiro viável. Você pode verificar 
este resultado representando em gráfico o corte no espaço 
de solução da PL. 

6. (a) Solução ótima inteira: (ap XX) = (2, 1,6), 2 = 26. 
Solução arredondada: (x,,x,,X. = (3, 1,6), que é inviável. 


Conjunto 9.3a 


1. A tabela a seguir dá o número de empregados distintos que 
entram/saem do escritório do gerente quando mudamos do 
projeto i para o projeto j. O objetivo é achar uma “rota” que 
passe por todos os projetos e que minimizara o tráfego total. 


| 2 E 4 5 6 


Conjunto 9.3c 


2. Veja a Figura C12. 


CAPITULO 10 
Conjunto 10.1a 

1. Solução: distância mais curta = 21 milhas. Rota: 1-3-5-7. 
Conjunto 10.2a 

3. Solução: distância mais curta = 17. Rota: 1-2-3-5-7. 


Conjunto 10.3a 


2. (a) Solução: valor = 120. (gm, mm, m) = (0,0, 3), (0, 4, 1), (0, 
2,2) ou (0,6, 0). 


* Use o modulo de programação inteira do TORA para gerar a árvore B&B. 


Pesquisa operacional 


5. Solução: pontos totais = 250, Selecione 2 cursos de 1,3 de II, 
4 de Il e 1 de IY. 

7. Sejax = 1 sea solicitação j for aceita; caso contrário, é igual 
a Ü. O modelo da mochila equivalente é 


= 78x, + 64x, + 68x, + 02x, + 85x, sujeito a 
(OD p= 1,225 


Solução: aceitar todas as solicitações, menos a primeira. 


Maximizar z 


Tx, + dx, + 6x, + Sx + 8x, $23, x = 


Conjunto 10.3b 


1. (a) Solução: contratar 6 para a semana 1, demitir 1 para a 
semana 2, demitir 2 para a semana 3, contratar 3 para a se- 
mana 4 e contratar 2 para a semana 5. 

3. Solução: alugar 7 carros para a semana 1, devolver 3 para 
a semana 2, alugar 4 para a semana 3 e nada a fazer para a 
semana d. 


Conjunto 10.3c 
2. Decisões para os próximos 4 anos: Manter, Manter, Substi- 
tuir, Manter. Custo total = $ 458, 
Conjunto 10.3d 
3. (a) Seja x ey o numero de ovelhas mantidas e vendidas ao 
final do período / e defina-se z, =x, + y, 
Ela! j= max{P,¥, 
flz)= max{p.y, +f, (2z,-2y. i=l, 2... -l 


wd 
WS, 


CAPÍTULO 11 


Conjunto 11.3a 


2. (a) Custo total por semana = $ 51,50, 
(b) Custo total por semana = $ 50,20, v* = 239,05 Ib, 
4, (a) Escolher política 1 porque seu custo por dia é $2,17 em 
comparação com $ 2,50 para a politica 2, 
(b) Política ótima: pedir 100 unidades sempre que o nivel de 
estoque cair até 10 unidades. 


Conjunto 11.3b 


2. Política ótima: pedir 500 unidades sempre que o nível de 
estoque cair até 130 unidades, Custo por dia = 5 258,50, 


Figura €.12 


Interpretada 
por z 


en() 


Interpretada 
por z 


mG) 


